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PREFACE 


Ce n'esi pas par«’c qu'ii (aat une Préface à un livre nouveau que je me conforme à l’usage étaLii. Du reste, un 
ouvrage scientifique n'en a aucun t>eM)in lorsque, comme celui-ci, il est accompagné d’une table des matières et d’une 
des chapitr(» : le lecteur peut, en les consultant, juger de son mérite et voir dp quelle importance est le sujet dont il 
traite. Mais si la table des matièi^ est la première chose qu'on evamioe, on remarquera, dans celle de celte Géométrie 
analytique , des innovations tant par le nombre dus propositions nouvelles que je fois ciitr<>r dans les éléments que par 
la place qu'elles occupent. Or, comme on ne trouvera pas dan-s la table la jusiiticalion de4î raisons qui m’ont déterminé 
i agir ainsi, j’essaierai de les exposer avec toute la préci&ioo possible. 

Si je public aujourd’hui un livre, je dois en prévenir, ce n'est pas avec ta pi^lcnlion d'offrir des démonstralbtis 
nouvelles des théorèmes déjà connus. Au contraire, j'ai conservé celles de mathématiciens dUtiiigiiés, comme : Mongt-. 
J.-B. Biol, Hachette. I.efebvre de Fourcy, etc.; seulement, j’y ai joint des éclaircisseaieius lorsqu’ils tiroiii paru 
nécessaires. 

A ces théorèmes sont mêlés les résultats de mes recherches sur les surfaces du second degré. Je donne la üLseu-ssion 
de réquation de rca surfaces pour toutes les positions qu'elles sont susceptibles d'aiferter daiu l’espace. Aucun ouvrage, 
je le crois du moins, n'ayaiit fourni uuo théorie complète à ce sujet, <^tte considération m'a engagé h publier iihiii 
travail, et j’ai été encouragé à cela par l'cspnir d'obtenir i'indolgeiire des s.'tvaiils, indulgence qu’on ne rcro-vci'a peuN 
être pas à un écrivain qui se doit tout à lui-niéme. 

Je viens aux raisons qui onl donné lieu à celte préface. I.e.s difticullés que j’ai éprouvées en étudiant m'ont excité à 
tenter tous les moyens pour bien me pénétrer de l'esprit de l’analyse : c’est en passant d’un problème de géométrie à 
deux dimensions k un autre de la géométrie à trois dimensions, qui lui eût quelque analogie , que je suis lurvenu à iiic 
les rendre familiers. Aussi ne cunçois-jc (tas pourquoi quelques auteurs séparent entièrement ces deux géomélrit»; 
elles ne devraient en faire qu'une puisqu’elles ap(tartieiiticnt nu mêm«i genre d'analyse et qu'on peut considérer celle-ci 
comme l'appUcation de celle-là. Ce sont ces motifs |>our lesquels, à des propositions de géométrie à deux dimensions, 
j'ai fait succéder des propositions semblables du resM)rt de la géométrie k trois dimensions; elles ont reçu tout ledéve- 
loppemeiil utile, et si je n'ai pas toujours été succinct, il faut blâmer mon désir d'éviter à autrui des études trop 
pciiibles. Je n'aura» peut-iHrc pas dû me défier autant de l’intelligence des lecteurs; cepcudanl, (K»ur qu'un ouvrage 
produise quelques fruits, la science dont U traite doit être prétxmtée sous un point de vue tellement élémenUiire qu'au 
élève tant soit peu studieux n’éprouve pas de dégoût et puisse, à certains égards, non pas précisément se passer d'un 
uiaitru, mais oldiger celui-ci à être bien instruit de ce qu'il enseigne. 

Après avoir montré comment on détermine la position d'un point dans un plan, je parle de la transformation des 
coordonnées k deux dimensioiis. Cette méthode m'a paru d'autant plus convenable , que celui qui \ eut acquérir quelques 
connaissances dans l'analyse doit être initié dans la trigonométrie; il en trouve une application dans celle transfor- 
mation. 

J'ouvre iinroédiateinent l'entrée dans la géométrie à tro» dimensions, par la détermination de la position d’un point 
dans res(iace et par la transformation des coordonnées à trois dimensions, parce que dans ces problèmes se trouveut 
les occasions d'exposer la théorie des projections. 

Ces deux chapitres, les premiers du premier livre, on les considérera cointue l'introduction à la géométrie analyti- 
que; l’élève y rencontrera fréqueminent à appliquer les fommtes de la trigonométrie; il comprendra par quel artifice 
on parvient à trouver la valeur d’une variable en fonction d'une autre variable. 

Dans les autres chapitres de ce même livre, j'indique la luanièn^ de trouver l’équation d'uno ligne droite dans im 
plan, et celle de oetle même ligne dans l’espace. Je discute ces équations et résous plusieurs problèmes. 

Le deuxième livre est consacré à la détermination des équations des lignes et des surfaces du second degré. Le pri*- 
mier chapitre renferme des notions sur les fonctions d'une ou de plusieurs variables et sur les quantités finies et inllnics. 
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notions miles pour étudier les niathéin8liqu4*s transcendantes et négligées dans les livres élémentaires d'analy&e, quoi- 
((n'oii y rencontre l’emploi fréqiuml de ees quantités et des dénominations de fondions. 

Pour ehereher l’équation des courbes planes et di'S surfaces du second degré, rapportées il leurs sommets ou à leurs 
a\es. je me suis servi de leurs propriétés. Celle métluMlc , observée par le manpiis de L'Hôpital cl Ikzout, le fut avant 
; elle est plus propre à dévoiler non scnlcmcnt la nature de ces cqurbes, mais encore à lier les Wép4. Les géomètres 
modernes s’en sont licaucoup trop écartés , soit en faisant dériver les courbes des sections du cdne , soit en les consi- 
dérant comme un cas particulier de réquatiun algébrique k deux indéterminées. 

Ces deux prneé<lés sont également abstraits, et il faut avoir oublié ce qu’il en a coûté pour bien saisir la théorie des 
cnurbes, pourexigcïsdcs élèves de rétudier d’après des préceptes qui ne peuvent être compris que lorsqu'on sait déjà 
quelle est la nature des courbes. On a ’évertue à pirler des sections coniques , et }>ourqoai s’abstient-on de s’entretenir 
de ndics de l'hyperlNvIoïde è deux nappes . qui Minl semblables à relies du cône ? Il est plus facile , me dira-l-oii , de 
rendre iiitcUigibic le mécaiiLsmc |tar lequel un engendre la surface du cône , puisque celte génération exige seulement 
la eoniiaissaiice de la ligne droite et du cercle. Mais, dans l'un et l’auU'ceas, il faut savoir trouver l’équatirm d'une 
surface; puis, nue équation entre trois variables est trop compliquée pour quiconque comprend à peine celles d’une 
droite dan» uu plan cl dans l’espace. 

Pour que l’étude de la théorie des cüurl>^ soit facile, il faut d'alvord enseigner quelle est la nature de ces courlies et 
iiHinlrer leurs principnleK affoc'tkms; après, il est bien aisé de les faire dériver des sections du cône ou de l’hyperboloïdc 
de révolution, ou bien encore de déduire leui-s équations de l'équation générale du second degré entre deux variables. 
Convaincu de cos vérités par iim propre cxp4Tience, j'ai adopté la même méthode pour les surfaces du second degré, 
c'est-à-^ire que j'ai montré comment, à l'aide du mode de dégéuéralion admis |»our une surfM:e, on en conclut l'équa- 
tion de cette surface. Ce sujet, à peine cilleuré dans les éléments publiés jusqu’à ce jour, méritera l’attention des sa- 
vants et piquera leur curiosité. Les élèves y trouveront à mettre à profit les cnmiaissanccs qu'ils ont acquises dans le» 
chapitres précédents, surtout quand il s'agira de dessiner une surface. 

Dan» ce même livre, je suis entré dans des détails sur des courbes d'un degré plus élevé que le deuxième ; parmi t«s 
t ourbes, il en est de transcemlanles. 

Les discussions des équatiotu du second defn'é, à deux et trois variabU's, ont été réunies dans le troisième livre. 
J'indique les relations que doivent avoir entre eux les coefticients de l’équation entre deux variables pour que ectlc 
équation soit eellc d’une elU|>»e, d’une hy|ierbnte, d'une parabole, d'un point »q d’une ligive droite. Vient ensuite la 
discussion complète de l'équation générale entre trois variable». Cette discussion fuuruit les moyens de connaître quaivd 
l'é(}uation proposée esl celle de rdlipsoide, des byperboloîdes ou des paraboloides. J’ose me flatter qu’elle sera de 
quelque intérêt, et cela d'autant plus que la manière dont nn l'a exposée jusqu'à présent, c’est-à-dii^ par la transfor- 
mation de» coordonnées, est remplie d'obscurité. 

Entin, une courbe plane étant située d'une manière quelconque dan» un plan, cl une surface du second degré étant 
platée comme nn le voudra dans l'espace, j’ai donné des théories pour déterminer leurs équation.». 

Le quatrième livre est relatif à rinlerM'Clioii des courbes et des surface» du second degré, soit par des lignes ou des 
plans, si ce sont des surfaces, soit entre elles. C'est ici que je montre qu'en cou|tanl un cône t»ar un plan, ainsi qu’un 
hyperboloîde à deux nappes, on obtient l'une îles lignes du second degré. 

Dans ce livre, ont été l'éunis divers (>roi*é<lé» pour décrire le» courbe» d'interswtion . dan» le lieu de la section, à 
l’aide de leurs équations, dans le plan sécant. Si les courbes sont à double courbure, accident qui dérive de i’inler- 
seclkm de deux surface» entre elle», on verra romméiU on le.s décrit dans l'est>acc et leur» projections sur les plans de 
projections. Ces théories, du ilnniaiiie de lu géométrie descriptive, je les ai soumises au calcu) algébrique, ainsi que 
('db's dont robjel est de développer une portion de surface développable. 

Le cinquième livre traite des propriétés de» courives cl des surfaces do second degré; il est terminé par la recherche 
du rayon de courbure et de l’équatioii de la développée des lignes du second degré. Ces problèmes, résolu» seulement 
dan» les traités de calcul difl'ércnticl et intégral, le S4>nt ici au moyen des ressources de l’analyse algébrique. 

J'ai jennt à cet ouvrage un grand nombre de figures pour donner plus d'intelligence au texte. Je n'ai pas craint de les 
multiplier pour éviter les reproches que beaucoup d’auteurs se sont attirés. 
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APPLICATION 


DE L’ALGÈBRE 

A DEIX ET 


A LA GÉOMÉTRIE 

A TROIS DIMENSIONS. 


LIVRE PREMIER. 



) 


CHAPITRE PREMIER. 


Del eariiMes. éfoâüui d'u ^oîat diii u pUa; iruafarmâliea des co»rd»aaéc8 i deax dincaiieu. 

1. — Les quAntiU'S \arîabies bout t-i’iles qui cliangciit «Je valeur uu sont susreptiblu» d'«ii changer; on dit encore qnr 
te sont des quantités indéte i qui peuvent recevoir toutes Ies>alcurs déterminées. Le but de t’analyse est de 

rechercher selon quelle.s lois ces quantités varient pour arriver à la solution d'un problème. On sait que les arcs et les 
sinus d'une courbe croissent et décroissent d’une manière relative ou dans un même rapport ; nous montrerons que les 
abscisses et les onloimées d’une courbe vai ienl suivant une loi immuable. 

3. ~l.es quantités constaut CS, contralivinent aux variables, ne changent point de valeur. Le diamètre d'un cercle, 
le paramètre d'une lutrabole, sont de ces quantités; elles conservent, cuiiime celles de toutes les espèces, la valeur 
qu'elles ont une fois obtenue. On les désigne par les premières lettres de l’alphabet : a, c, d, etc., et les varialdcs, 
|Mir les dernières : x, y, u, etc. On emploie aussi, dans l’un et l’autre cas. des lettres grecques; mais on le fait remar- 
quer au lecteur, afin qu'il ne se méprenne pas sur tes distinctions exigées pour l'éimiieé d’une formule ou d'une équa- 
tion. 

9. — Les lignes, les surfarcs et his «tlkles, sont des quantités qui peuvent être comparées à une unité de mesure et 
être soumises aux mêmes opérations que tes quantités algébriques et les nombres; mais on a deux choses è considérer 
daus les probl^ucs qui les concernent : 1'^ si l’inconnue n'est susceptible que d’un certain nombre fini de valeurs, le 
prolüème est déterminé. Un de ces problèmes est eelui-ci : partager une ligne droite en im nombre donné de parties 
égales; un autre serait de comdruirc la quantité c'est-à-dire chercher une quatrième proporlloniiclle aux lignes 
a, h, c;^si l'inconnue a une condition qui, par l’énoncé de la question , convienne à tous les points d’une ligne, le pro- 
blème est indéterminé; par exemple : on demande de trouver un point tel qu’en le prenant pour sommet d'un triangle 
dont la base est donnée, la somme des carrés des deux côtés de ce triangle soit égale au carré de la base. N’est-ü pas 
évident que si l’on décrit une circonférence qui ait pour diamètre la base du triangle et passe par le point dmiiié, que 
tous ses points salisrcront aux conditions de l’énouc^éî Ce problème est donc indéterminé. Danscet ouvrage, nous ne 
nous occuperons que de problèmes de cette espèce. 

4. — .pour résoudre un problème indéterminé, ou a coutume de rapporter à deux lignes droites yn', xx' (flg. t , 
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vâfiable-s de position entre elles, U position d’un point donné dans un plan. On nomme ces lifmcs, conjointement, coor- 
données, et |c point A, de leur commune inlcwclion, est leur origine. Ces lignes ont encore des noms particuliers: 
ruiie, jis\ «d Taxe des ordonnées ou des g; l'autre, l’axe des abscisses ou des x. On représente la première par y 
et la deuxUmie par x. 

Nous avons dit que les coordonnées avaient une eomiiiune iniersoction ; mais celle intersection aura lieu sous un 
angle droit ou sous un angle oblique; ainsi, en soumettant une formule, on doit avoir la précaution d'informer si les 
variables y et x représenlcni des axes rectangulaires ou obliques. 

D'après ces déSnitions, on doit conclure qu*on suppose comme connus cl détemûnés les axes des y cl des x, quoi- 
qu’ils soient figurés par des ictli^ qui annoncent rinconim ou rindélertnirié, puisqu'il est facultatif de prendre sur 
eux des valeurs arbitraires, po«tives ou négatives. 

5 . — Cela posé, soient (fig. 2) x cl y, des coordonnées faisant entre elles un angle droit, cl M un point dont on veut 
déterminer la (losltion dans le plan yAx. A ccl effet, abaissons, du point M, la perpendiculaire MP, sur Ax, et MB, 
sur yA. AP^BM sera l’abscisse du point M, cl PMi: AB, son ordonnée. Actuellement . si l'on veut arriver au point M , 
mi pourra le faire par deux chemins ; eu suivant AP et ensuite P.H, ou bleu en suivant AB puis BM. 

Ces résultats nous apprennent que les onlonnées doivent toujours être parallèles entre elles, ou, pour nous expliquer 
plus clairement, les ordonnées de tant de points qu’on voudra devront être parallclw à Taxe des y, quelle que soit d’ail- 
leurs l’inclinaison de cel axe sur celui des x. La même chose pour les abscisses, c’csl-àwlire qu’elles doivent être paral- 
lèles à l’axe des x. 

Un |K)inl «il donc déterminé de imsilion dans un plan |»ar ses plus courtes distances MP et PA. ou .\B et BM, à deux 
axes connus; car si l’on me dit que les coordonnées du point M sont telles quex— 5 mèl., et que y = 5 mèl., je por- 
terai, de A en P, sur l’axe des x, une longueur =s 5 (échelle n® 3), puis, du point P, je mènerai une parallèle PM, indé- 
lioic, à l'axe des y, sur laquelle, et à partir de P, je porterai une autre longueur PM = 5, et le point M. trouvé parcelle 
opération, a pour ordonnée 5 mèl., et pour abscisae, 5 mèt. 

6. — Voyons maintenant dans quels cas les abscisses et les ordonnées sont positives ou négatives ( n® 4 ). Le choix de 
ces circonstances est tout k fait arbitraire; car Taxe Ax, pris ordinairement jmur celui des abscisses positives, imurrait 
être celui des négatives. Néanmoins, nous nous en tiendrons k la première convention, et le prolongement, à gauche, 
de Ax, c'est-è-dire Ax*, sera l’axe des abscisses négatives ; les unes et les autres étant comptées à partir de l’origine A. 

Pour les ordonnées, elles seront positives au-d<'s.vus de l’axe x'Ax, ou du côté de Ay, et négatives en dessous ou du 
(•été de Ay'. Au reste, ces axes étant subordonnés aux mêmes lois que les sinus et les cosinius d’un arc, il ne sera pas 
nécciuvaire dVntrer dams beaucoup de détails pour rendre sensible comment les abscisses cl les ordonnées peuvent être 
simultanément positives et négatives. Plaçons le point M allernativcinenl dans chacun des quatre angles formés par les 
coordonnées, et, pour généraliser uos explications, supposons l'abscisse du point M-^a, et son ordonnée^!*. Dans 
l'angle yAx, on aura, pour le point M, des coordonnées positives; le lieu de ce point sera donc désigné (lar: 
x=fl=AP=:=IlM ; y=è:^PM=AB. 

Si le point «d en M", dans l'angle x^Ay', on aura : 

x=— fl=AP' = BM': y= — *=P'M"=AB* ; 

les cnordnnnées sont négatives. 

S’il est eu M', dans l’angle yAy, on aura : 

x= — a^AP' = BM' ; y±=è=P'M'=AB ; 

son abscisse est négative et son ordonnée p^îtive. 

Enfin, qu'il soit en M'^', dans l'angle y'Ax * 


x=:fl=AP=B'M"' ; y= — è = P3T'=AB' ; 

alor.H son atiscisse est positive et sou ordonnée négative. 

Ainsi, toutes les fois qu'une quafilité algébrique sera négative, on la iKiriera du côté opposé è celui des positives, 
et vire vend. 


7. — D’après les conditions du problème , il jkîuI arriver que le point soit placé sur l’un des axes coordonné» ; «lans ce 
cas, s» position sera définie par une abst’isxe .seulement, s’U est sur l'axe des abeisses, et par une ordonnée, s'il est sur 
l’axe des ordonnées. En effet, ai le point donné est M sur l’axe des x,suu ordonnée est nulle; donc l’équation du 

point sera : 

ÿ=0 ; x=AM=o. 
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abM'iKic H‘ra rirgativc si le point est en M ' : 


y=o; 

f=AM'=— s. 

Mettons le point en M ' , sur l'axe des ordonnée», nous aurofts : 


x=0 ; 

,=AM’=9. 

S'il est en .M”', sur le inénie axe : 


x=0 ; . 

j,=Air'=— ». 


Üe ce qu'on peut avoir altiToativcmcnt l'abscisse nulle, ou x ^ 0, et l'ordonm^c nulle, ou y = 0, le concours de ocs 
deux imlliti^s met le (loiiU M en A, oriftine «U's coonlonnées ; ains», un point «utué è I origine des coordonnées a ses abscisse 
et ordoHiiée nuiJrs. 

8 . — Ce que nous venons de dire pour les axes rectangulaires s'applique aux obliques; si donc (fig. 0) les axes yy', 

ix' font un angle quelconque, autre que droit, on observera {mur eux les eonveiitions établies {»ré€édemn]cnt[n^ 5). 
Ainsi, pour déterminer la position du {miitt M dons le {ilan yAx, on mènera, de ce point, une ]>ara]lèle à Taxe yy', et 
on aura : x=AI* -« ; 

Si le {H)int est en dans l’angle yAx' : 

x=AP'=— o; y=r|*'M' = t; 

s'il est en M" : j=AP'= — a; -fr, 

enliii, s'il est en M " ; x— AP— a ; yssPM'"^ — h ; 

ci le cas de y=s0, x— 0, ramène le point À l’origine des coordonnées. 

9. Ou |K)urraiL duiiiaiHlcr d'où vient que, puisqu'on |>uul indilTéreiiinicnt employer les coordonnées rectangulaires 
et les coordonnét'S obliques, l'on ne s’en est pas tenu à sc servir uniquciuciit de l'une d'elles, atin qu'il n'y eût pasd’ai'- 
bilrairc dans \«% opération.^ et que la règle fût générale ? I.a raison de cela u'est pas diflicite k sentir : le eboix d’un sys- 
tème d'nxes de préférence h un autre tiendrait dans l'obligation de conserver sous une forme com{diquée ré<|uatioti dc.s 
lignes qu'on aurait une fois obtenue, sans espérer de lut donner une forme plus simple. 

10 . — Coimaissant la position d'un point datia un plan, c'est-à-dire ses roordonuéos rectangulaires étant données, 
rlierdions l’expression de sa distance à rorigiiic des axes. Soit M'" (fig. 4) le point pour lequel 

j=AP=a; y^PM'^è. 

Joignons le {M>int A au («oint M'" par la droite AM'” ; le tnangic AM " P, rcetangle en P, donne : 

; ou: AS'' = ü=V/?+»’==V^«5TK 

Pour tout autre {mint M”, dont les coordonnées rectangulaires sont : 

y^AP'-fl' ; y'=P'M" = r, 

on aura aiuisi : 

AM’’ = Drr = \Z7rpyV 

Il n'est pas inoitLs facile de déterminer la distance de deux points M ", M'"" dont les eoordoantVs rectangulaires .Minl 
données. Menons M”'N, parallèle à l'axe des x : 

SPÏP=M'^N+.M\N==[AP— .\P'’;» + (P'M”— P'N)*==(x— x7-t-(y— y'}» ; 
d’où »'i’. 

Kn fai.saiit tour à tour, dan.s cette formule. x = 0, y sO, y=: 0, y'c? 0, on obtient les formules précédentes pour la 
distance d'un point à l’origine. 

Si les i'oordonnées sont obliques ffig. 5 , cl qu’on veuille les disiiUK’es de deux points M " et M"’, dont les roordoii- 
iiées S4ml : 

x'=AP', y'^P'M"; x=rAP, y^-PM"', 

on tirera N'M ", parallèle à l’axe des x. Le triangle obliquangle M 'N' M"' donne : 

ïr!ir'=D'=N^Vs'^— 2 N ’ M ■ . N ' M"' ro«. M N ' M ' , 

d’où D= y — y' j* 4- ( x— x^ ;*—2 , 9 ; x — yj co». 

Pour l'angle M obtus : 

D=\/ y — ÿ",*-f-ix — x'j’ fi.y— y^ !,•<■ — w'*- M"\'.M 

Dans tous les cas, l'angle sera égal A celui de.s axes coordonnés. 

Al>*~l'n problème étant résolu par rapport é un système d'axes rectangulaires ou obliques, et en avant réqiiation, 
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il PM MQvetU néfc.«»airp de trouver quelle ftcrait cette équiiUon &i le |>robU''n)e ^lait n'solu (»ar rapport à un autre 8vs~ 
itmc, mais sans recommenrer le ealrul. On cherchera alors les valeurs des anôennt» coordonnées en fonction des non* 
vellcs ; substituant ces valeurs dans l'équation primitive, on aura celle demamlée. I/opération par laquelle on pan iem 
à ce résiillâl se nomme transforniotion des coordonnées ; elle peut être faite sans changer l'origine des coordonnées ou 
en la déplaçant. Dans tous les ea.s. il y a des méthodes générales et des formules propres à rcffectuer. 

Il en est de la transformation des coordonnées comme du choix d’un système d’axes, c'est-4-dire qu'on sc sert du 
procédé le plus convenable pour avoir la plus simple équation. Ainsi, ayant trouvé l’équation d'une ligne h l'aide de 
certains axes, s’il advient qu’elle soit compliquée, quoique les axes adoptés aient paru les plus favorables à la donner 
simple, on transformera les coordonnées et on atteindra le but désiré. Nous enscigneromi, dans le livre où nous nous 
occuperons des profwïélés des courbes du scnmd ordre, avec quelle élégance on ramène à une forme trè»>sitiiple 
l’équation générale du sei'ond degré entre deux variables; mais il convient de sc bien pénétrer des princii>es que nous 
allons établir au sujet de la recherche des formules relatives à la transformation des coonloniiéea. formules sont, 
|H>ur ainsi dire, le fondement sur lequel est bâti tout i'artilice de l’analyse. 

13. — FroW*«M [K*a»J«r. Ptmfr d'an système d’axts è «a autrf «ys/ème respeefireweat pamtMf premier. 

Le vague de ce problème dénote qu'on pimt adopter un svslèmc d'axes quelconque, et la formule obtenue pour 
salisfaii'e aux conditions de la que.stion n>n sera pas moins générale. 

Concevons, en ^'cniier lieu, le point M (lig. 7) rapporté à dt's axes rectangulaires Ay, As; et, en second lieu, à des 
axes Ay, As (ftg. obliques. Suit mi {toint pria pour origine de.s nouvelles coonloniii''es. Par ce point, menons 
les droites A'X, A'Y, parallèles aux axes primitifs. Il s’agit de déterminer la {msition du |»oint M à l'éganl de ces 
droites. Or, la poaitiou de ce point, par rapport aux premiers axes, est donnée (lar : 

x-AI% y=PM; 

mais on a: AP=AEri-EP-B'A' |-AD, PM^PD hDM=A’K i DM. 

Si l’on fait AE=a, KA'=è, et que y, y’ suieut les nouvelles coordonnées, on aura : 

A'D=y, DM-=-y'; doive ; x— ari-f*, y=fr-l-y'. 

Ces formules ont lieu pour les axes obliques et pour les perpemUculaires ; les figures le coiidruieiit. 

Mais pour passer des axes A'Y, A'X, aux axe-s Ay, Ax. les coordonnées de M devront être changées en res autres : 
y' y— è, y--x— U. 

Kevenons à notre sujet et faisons remaniuer que, pour les nouveaux axes, la relation des signes est la même que 
pour les premier», <%rsi le point donné était en dehors de l’angle Y.VX, ciiM", ou bien en M', on aurait pour cederuier : 

x-AP', y^_P M' ; 

et puisque AE— fl, il vient : AP'— fl— EP' u— A'Q; donc: x— «— x . 

De plus, pois({UC A'E— è, il vient: QP'— QM'— A'E~y' — b; 

donc : 

Si c’était le i»oinl M", on trouverait encore : x = a — x', y = è— y'. 

En plaçant la nouvelle origine dans l’un de» angles yAx^, y'Ax', y'^W, les quanlUéstf, b, coordonnées de cette 
origine, serahîiil : l« l’une, b, posilive, et l’autre, a, négative; 2* b, négatif, n. négatif; 3» *, négatif, «. positif. 

18 . Pour ivasscr donc d’un système d’axes perpendiculaires ou obliques k un autre .systèiiie d’axes |«rallèle» aux 

premiers, on substituera, dan» l'équation proposée, pour x cl y. leurs valeurs, fournies par les formuler ci-dessus, et 
on aura une nouvelle équation, en n, b, s, y', lions laiiuelle fl, è, seront connu» ou im-oiiiius. Dons le premier cas. 
l’éqnation sera telle qu’elle devra être, tuoyemiam la riiluelion par rapport aux nouveaux axes; mais s’il y a lieu A le 
que fl, 4, soient iiicomius, l'onime cela peut airîver dans la transformation des équations des courbes du sex-ond ordre, 
on les déterniine par des moyens que nous ferons connaitre. 

K. Frablimfl dmxièma. Pnsxrc d'im sy^lrinc ri’axea oèliyacs d «a autre tys/èmr d’flxrs oèliçurs, ra cMMk’reaa/ Mgiur. 

Les deux systèmes d'axes devant avoir môme origine, les nouveaux axes feront avee le» premiers des angle» quel- 
eonques; riiispcctîoii de la ftg. 9 le jusiifte : les premiers axes ou les priiici|Kiux .sont A Y, AX, et les nouveaux, AY', 
AX ' . La position du point M, ;*o«r lequel ou a x=sAp, y=yM, étant connue par rapport aux principaux axe», qui font 
entre eux mi angle p, rcMe à déterminer sa position par rapport aux axes AY' AX*. Pour domicr à la solution toute 
In généralité dont elle est .susceptible, il faut que l’angle des nouveaux axes suit indéterminé, et considérer seulement 
les angles de ces axes avec le» anciens axes. En conséquence, supposons Y'AX=x', .X’AX-*, et nommons P'.M, y', i t 
AI*', x'. Le problème sera résolu lorsque nous couuailrons la voleur de Ap et celle de My. 
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Or, Af = ; et pM = \fP4-Pÿ»= MP (-P'/»'» 

on a : x=Ap'+p>=A;»' 1-PP' [\]; ÿ— MP-l-P'p' [î]. 

A^’ sera donné par le triangle FAj»', dans lequel l'angle AI*'^'=VAX— X'AX=s?— a=sYAX\ et l'angle Ap'P', <Mip- 
plément de YAX = ^, donc : 

AP' * A';»'* * sin. A;»'P' \ sin. AP'^i', 

ouï jr'! a/ X P Ü ***»•(?—«) * 

. . , sin. '9— «) , 

cl A»— 

^ «II. P 

Le même triangle donne encore : 

AP' I P'ji'* ’ sin. A/P'* sin.^'AP' . 

ou: y* P'f' ) * sin. P * idii. «, 

. , sin. « , 

* et P'p'=-T — z-y. 

^ Bill. P 

Pour les >aîeurs de P'P et de MP, on les tirer» du triangle P'.MP, dans lequel on connaît MPP'^p, MP'Pssa', 
p'MP=YAY'=p--a', et on a : 

MP' : PP' : : «n. MPP' ; «n. P'MP, 
ou: ^ PP' I! sin- ?! sin* {?—*') ; 

1 «n» sin. (?—«'! , 

donc: PP'is: — tr ; 

Bill. P * ' 

et encore : MP | MP' ; ; sin. MP'P ; «n. MPP' , 

ou ï MP [ ÿ' * * sin. a' * sin. B , 


Siihsiituaiit, au lieu de Ap', pp', ou PP', P'p', M'P', leurs valeurs dans [I] et [2), ü vient fînaleriienl ; 

r - «n-;?—a) y, sin. I P— a') _ sin. (p— «)x'H-sin. fp— «') b‘ . . 

sin. P ^ sin. P ~ sin. p ’ i'’-i 

sin. « , sin. i' , sin. sx'-l-sin. «'»' 

n = ■ .. - ■ — r'-i- , . tt = . ' Z • 111 


_ Sin. 9 , sm. 1 , _ sin. «x-4-s i n. . . 

® sin. P sin. p ^ ~ sin. p ’ 

15 . — Si l’on avait eu tiesoin de déplacer l’origine en même temps, ou de passer des axes EA', A 'B', aux axe.s AY’, 
A\', alors A'K=a, AK=^ étant les coordonnées de la nouvelle origine, on aurait eu : 
x=:A'p'''=A'K 1 Kp’'-i-p"p"'=A’K i-Ap'-f P'P ; 
et remplaçant Ap' cl PP' par leurs valeurs ; 

. sin. ’S— «ix'-4-siii. (P— a'ig' 

XZJZa -i“ i.i i.faU..... .1* ._ 

sm. P 

De plus : S=Mp'’'rrp"'p-i pP-f PM“AK-h P'p' ^ PM ; 

, , . sin. *xM-sin. «'a' 

donc: î- 

Telles sont les formules employées pour passer d’un système d'axes obliques À un autre, en dé|daçaiU l’origine. Elles 
sont générales, et pourront être utilisées quels que soient rinciiiiaison des axes princi|>au\, la place de la nouvelle 
origine et les angles formés par les nouveaux axes et lesaiiciens; mais on remplacera p, «, s, pat- leurs valeurs, et 
coordonnées n et b seront positives ou négatives selon la position de la nouvelle origine à l’égard des axes primitifs. 

Ift. ~ ProbléflM troIsSèaM. PniiuT «Thh nyslémf d'asf* rcrlaagMieim à aa sgs/eme d’aj-e* oê/igffcjr. 

On peut snpposcr : l'* que les axes primitifs et les nouveaux ont une commune origine ; 3** qu'ils ont une origine dif- 
férente. Dans l’un et l’autre ras, le problème est soluble à l'aidc du précédent. Concevons que les axes .AX. AY ;tîg. 9) 
devieniRml Ë'A, AX, ou rectangulaires; or {n** II] Y.\Xs=p, donc E'AXssp:s:9Q''; substituant celte valeur d.vns les 
formules [3], [I] du numéro cité, il vient : 


__ sin. ;90* — a)x'-l-sin. j&Qo— «')ÿ' . _ sin. «x’-f-sin. «'»' , 

^ ^ sin. 90* ® sin. 90® ' 

mais shi. (90®— -a)* sin. 00® cos. a— sin. a cos. 90® = eos. « ; stn. (90® — a')ss cos. a' ; 

donc: x = cos. ax'-|coa. a'j' ; y=sin. ax'-psiu.a'ÿ'. 

Dans le second cas, U s’agit de passer des axes A' B, A' B', aux axes AY', AX', qui n’onl i»as la luciiie origine. 
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Ceux-ci ayam pour origine A, le» coordonnées de ce point, par rapport aux premiers axes, sont: x=A'L— s, 
et i>our le point M : j‘=o-|-co«. « y-f-oïs. a'y' ; ii=i-hsîn. ax'-f-sin.a'y'. 

17. — Pour faire coiiiinodénienl rappUcation de ces formules ci de celles du n** 45, on commencera par déplacer 
l'origine, en substituant, dans l'équation pro^tosée, pour i et y. leurs valeurs (n<* ti), ce qui en donnera une en x' cl 
y', dont les cocflicienU seront déterminés en conformité de ce qui a été dit (n** 13) ; mutliuil ciiMitle pour ces Tariabtes 
leurs valeurs (u^* 15 et 10), qui miciment & : 

siii. (jl — a)y*-Hsiii, (p— aMy” . , sin. ax" 1-sin. «'y'' . 

ain. ^ ^ sin. p * 

y=C(W4«x^-f-coa. a'y" ; y'^= 8În.«x''-j-sin.«'y" ; 

puis, réduisant et rtMiiplaçant x", y", par x, y. la généralité de l'équation ne sera pas troublée. On se coiii|Kirlera de 
la même manière dans les problèmes suivants. 

18. — ProMèoM qsatHèaui. Poitfr d'ua lyx/émc d'oxca rtctnugnUiirf* à «a aitrr «ysféaic d’oxrs m-lait^itiairrs. 

lycs deux systèmes feront entre eut des angles plus ou moins grands (flg. 10). autrement le problème reviendrait A 
un de rent déjà résolus (n** 1i]. Prenons pour axes primitifs Ay, Ax, les nouveaux seront A' B', A' R. teafonnulcs (n** 10): 
x=a+coa.«x'H-cos.a'y' ; ÿ=à-Hi«n. ay-t-sin.a’y' 

nous .serviront pour la solution du problème donné; et nous ferons, comme plus haut : 

B'P x— LP'x=-B'P'x— BPx=a'— a=90'’-XP'B' = HA B' ; 
d’où U suit que : a’.=^90"-1-> « 

cl conséquemment : x=«+cos.»x'H-cos.(90* l-a)y' , 

ysà-f-stn. «y-l-sin. (U0®H-«)y'; 

mais : cos, (90" -1-a) s= cos. 90"cos.a — sin. 90 "Rin.«ss — ain. a ; 

sin. ( 90" {- »} = sin. 90"cos. «-hsin. acos. 90" cos. « ; 
donc; x=« 1-cos.ax'— sin.ay' ; y^ssà-i-sin.ax'-l-cos. «y'. 

Ces formules remplissent les conditions de la question. 

19. — Pr^Mèflia da^aiAma. Patsrr d’$ui syi/émc d’aart obli^aes à un lys/émc d’axcf prrpendicuùurn. 

Il serait facile de résoudre ce problème par les formules précédentes. Nous laisserons aux «Hèves celte occA.sjon de 
s'exercer, et nous procéderoos d’une manière directe. 

Soient donc (tig. 11), AP'=x', P M=y', Ica coordonnées obliques du point M, et AP— x. PMœy, les coordomiée> 
rectangulaires du même point. Désignons par a', a, les angles YAx, XAx, que font les axes AY, AX avec Ax. I.e 
triangle donne : 

MP* : Mp : : sm, MpV' : sin. MP> ; 

mais ; sin. MpP' = sin. MpX = ain. yAX = cos. XAx = cos. a ; 

Pt sin. MP'p = ain. YAX = sin.(9'— a) ; 

mi a donc ; .MP' ! Mp * | cos. a * sin. (a' — a) ; [1] 

dr plu» : MP— l^=.Mp = ÿ— pP , 


et le triangle PAp donne ; 

K ; sin. a 1 ; A/> ; Pp , 

d'oil 


Et encore : 

R 1 cos. * ! ! Ap ’ AP , 

d’où : 

Ap=A'^=-îiL 

COS. a COS. a 


IV— 

et 

^ sin. a 

mil . 

cos. a * 




[.a proportion [1] se change en celle-ci : 


, . sm. a . . . . , , % 

ï.y— X — cos. a . sin. (a— a) , 
' * * cos. a • • ’ ‘ ' 
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De piu-s : 


«loin* enfin : 


H t CM.«' \ * Mp' I Pj»', 
R * ** Mp' *MP , 


p,= 


_ jf cos. g' 


et : 


1^ proi>nrtion [2] devient : 




, sin. « . &in. {« — »]; 


d’où : P/r'=-Mp'cos. 
dou : — 

A/=x— ÿ 

, , sin. s'x— If cos. i' 

et, par consiquent : — 


sin. «' 

CM. «' 


Si l'on doit doit dé{dacer Torigine. ces formules prendront cette autre forme : 


, . . f cos.«—x5m. * 


. xsin. « — -geos. « 


iO. — Il y a encore une autre sorte de tran.^formalion : celle des coordonnées obliques ou rectangulaires en <M)or-> 
données polaires; nous traiterons ce sujet plus loin (liv. V, cbap. VI]. 


CHAPITRE II. 


le U lotiiioi 4 11 poiii 4aas l'eifK*: irauftnMtloa 4u caor4oaa4«s A trais iisMiloai. 

U. — Les opérations de la géométrie analytique ne consistent pas seulement à déterminer la position d'un point dans 
un plan ; elle envisage aussi les solides. Ces corps étant composés de points, elle fournit les moyens de reconnaître leur 
forme, comme cUc enseigne à suivre le cours d'ime ligne quelconque dans un plan. De ce que tous les points d’un corps 
ne sauraient être dans un même plan, U y en a au-dessus et au-dessous; ccux«ci sont alors dans l’espace. Déterimuer 
leur position sera l'objet de ce chapitre. Considérons un de ce.s points, et, comme U est sans dimensions aucunes, nous 
pouvons le preudre indépendant de tout corps, c'est-à-dire détaché et isolé. Il nous restera à choisir les objets aux- 
quels nous devons le raïqmrter; mais quels seront-ils, puisque l’espace est sans limites, et que tous les points qui le 
coiiiposcnl sont parfaitement sembIable.H, qu’aucun d'eux ii'cst caractérisé d’une manière particulière pour nous servir 
de terme de comparaison et nous indiquer dans quel lieu nous rencontrerou.s celui qui lui a été rap|M)rté? II n'y a donc 
rien dans l’e-space dont on puisse tirer un parti avantageux pour les opérations ; mais si nous prenons quelque chose de 
distinct, comme trois plans, par exemple, nous pourrons obtenir un résultat satisfaisant. 

Ces trois plans sont presque toujours perpendiculaires entre eux, et les lignes suivant lesquelles ils se coupent ont 
des noms particuliers: l'intersection Ajr (fig. 42] se nomme axe des y; rintersecUon Ax, axe des x; et riulcrscclion A.:, 
axe de» 2 . Il suit de là que le plan AH, qui a pour côtés les axes Xi et Ax, est le plan des ox; AB, dont côtés sont 
Xi et Ag, est le plan des iÿ; et AD est celui des xy ; tous trois sont dits coordonnés. Pour avoir une idée nette de la 
situation de ces plans, il faut concevoir que ceux des zx et des zg sont rdevés au-dessus de la planche de façon à lui 
être perpendiculaires; Us seront verticaux, et le plan des xy, borizontal. CcUc disposition est constante; la chnnge- 
t-ou, il faut en prévenir. Pour que les ligures ne soient pas trop compliquées, on a coutume de représenter les |4ans 
coordonnés par les axes Ai, Ag, Xi, et le i>oint A, de leur concours, est l’origine des coordonnées x, y, i. 

22. — Les trois plan.*» étant perpendiculaires entre eux, pour trouver la portion d’uu point à leur égard, on abaissera, 
de ce point, des perpendiculaires sur chacun d'eux. Les pieds de ces per|»cndiL'ulaires sont les projections du point. 
Celle sur le plan de xg est horizontale ; les autres sont verticales. Ainsi le» plans coordonnés sont encore des plans de 
projection sur lesquels se projettent tous les corps suspendus dans l'espace. Connaissant donc tes projections per;>eii- 
diculaires d’un point, ce point est défiiij de position. Soit M (llg. 12) ce point de l’espace; il sera au-dessus du plan 
horizontal et entre les plans verticaux. Le point N est u projection sur le plan des ix; Q, celle sur le plan des .;g; et 
P, celle snr le plan des xg. Considérons deux de ces projections : N cl P; si par P nous élevons une pcr(»endieulaire 
sur le plan xg, elle passera par le |ioint M, et conséquemment ce point se trouvera quelque part sur la perpeiHliculaire; 
de même, si en N nous conccvuus une per|>undieulairc au plan des ix, elle passera aussi par le point M ; or, ce point 
devant se trouver à la fois sur les deux perpendiculaires, il sera à leur interscciiou. Ou ferait le même raisonnement 
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|M)ur le*, pr^sjnciions P cl Q. T» point , on le voU , csi cnitèrcniem délcrininé rie position dans rcs|nire par deux de 
b^A projections; il le sera encore si deux de scs dustanres aux pians coordonnés sont coiuiues, car ces distances ne saa* 
raient êlr% autres qun les longueurs des perpendiculaires comprises entre le point donné et les plans coordonnés. De 
tout cela il résulte : que si par les |»erpemticulaires MP, un fait {ia.ssi‘r les plans MP\ MQ', MN', parallèles aux ^ 

plans jy, ss, iy, ils formeront, avec ceux-ci, un paruUélipipèdc reclanglc, et le point M occuprTa le sommet d’un angle 
solide Irièrirc, opposé à l'angle solide Irièdre A. 

Mainloiiant, ta distance MN=PV=Q'A ; la distance MP— NX'=rAP'; la distance MQ=PQ'=AN'; ainsi les trois dis- 
taiHH!9i du point M aux trois plans coordonnés sc trouvent en Q'A, AN', sur les axes Ay, Ai. As. et comptées k 
l»artir de l'ori^nc A. C<» mêmes distances sont encore AN', N'1% PM, en sorte que, partant de l’origine des coordon- V 

nées, on arrivera en M en prenant : P' sur As. une longueur AN* égale à la distance de M au plan des ijf ; 2* sur le j 

}>araliMe à l'axe des y. |>as»ant par N', une longueur N'P égale h la distance de M au plan des is; 3*^ sur une verticale 
ntciiéo par P et parallèle à A:, une longueur PM i^lc à la distance de M au plan boritonlal. 

tt. Ixs éléments AN', AQ*, .-VP', eomviiN)ndanl aux distances du |>oint de l'espace aux plans cooisloiinés, et pris 

sur les axes As. Ay. As. nous les désignerons désormais par s, y, : : cela noms rappellera les axes sur lesr^uels ou 
parallèlement auxquels les distances sont compti^, et si nous faisons : 

AV(x) = fl, AQ'(y) = ê, AP*(3;==f, 

nous aurons traduit eu langage algébrique ce qui nous a été donné (>ar des lignes, et il est bien clair que ces équatioas 
indiquent que, pour atteindre au point M, il nous faudra prendre, sur l’axe des x, une qtiantité =a=AN'; sur l'axe 
des y. une lungcur AQ'; ou bien que, par l’exlréniité N' de a, ayant moué une parallèle indéfinie N'P à l'axe des 
y, on devra prendre une longueur N'P ~ AQ'^ b ; et qu'enfin , par rcxlréiuilé P de l'horizontale N'P, ayant élevé la 
verticale indéfinie PM, on devra y prendre une quautité PM=f. 

24. — PuàMpie les projections d'un point (n* 22] sc trouvent chacune dans un plan, on les représente par des formule!» 
algébriques, d’apr^ les principes étaJdis (n^ 5). La position du point N, dans le plan :Ai. sera fixée par : 


x^AN'^a ,• 

j=NN'=AP‘ 

Q aura (tour équations dans le plan sy : 

î^QQ'=AP*=c; 

,=AQ'=|.; 


cl l’on construira le point dont N et Q sont les projections, comme on l’a enseigné (n** 23' . Pour P. projection sur xy, on a : 
x^l'Q'=AV=a,‘ y^PN'=rAQ' b. 

26. — Il sc peut que le |N)iiit de l'espace soit dans l'un des plans coordonnés; dans ce cas, le nombre des équations 
est moindre. En effet : soit N ce {miiit, dans le plan des ix; sa position sera déterminée par les formules : 

i = f , x=ï^fl ; 

car, pour tous les points du plan ss. on a t y = 0. 

Pour le fvoiiit Q, nous avons trouvé : ;^c, y = è. et si ce n'est que lui que l’on cberehe, on a |)Our tout le plan sy : 

X =K 0. 

Si c'est le laiint P : s~p, y— b, et tous les points du plan xy ont : 0. 

26 . — Heprennns les formules ci-dessus {n* 24), et examinons ce qu’elles deviendront lorsqu'on aura allemativc- 
nicnt deux des variables x, y, s, de nulle». 

Pour les premières, 00 a : a = 0, s — a, y = 0: 

ce qui mmilre que le point est sur l'axe des s, en N*. 

Pour les secondes, on a : c — 0, y = è, x = 0; 

que le point est placé sur l’ave des y. en Q'. 

Les troisièmes donnent le nicmc résultat ; mais tes secondes fourni.sscnt : 

i = f, y = 0, x = 0, 

pour un point P', sur Taxe des s. 

Cela pané, considérons les trois plans MN', MQ', .M?' rcspeelivcment parallèles aux coordonnées : les valeurs de x. y, 
s, c'est-è-dire a, b, e, conviennent & tous les points des plans dont elles déprndent; ainsi, par tout le plan PN ou MN', 
x^a, puisque, étant jiarallèlcs au plan des sy, toutes les abscisses x comprises entre les plans ;y et M.V sont égales. On 
démontrerait de même que tous les points du plan ou MO' ont : y=ê . 
et que tous ceux du plan MP' ont : s^c. 
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Eli O^nnilivf, oii désigner .1 le plan MN' par j = a. et te sera aon <W|uation ; te piau MQ\ par y = A le plan MP', pni- 
i-^c. El M 4^ tn)ÎH plaiiK sont «lonn^s, on tHiimailni évjüeiniiient le point M. pour lequel : x ^ a, b, z — c, 

27.-1^ posilioD d’un poim dans res|»acc nVsl pas toujours exprimée par des tnleurs powlire» de x, jr, z ; de co 
>nriabies auront, suivant le lien ot'rtipé par le point, des valeurs négatives, et d'autres des positives, et consécutivcnienl. 
Il y a huit ras que nous allons evannner. 

Soient llg. 13' huit angles Irièdres formés autour du point A, origine des «‘oordoMiiées. Nous considérerons toU' 
jours l'angle piAx tnmnie positif. Or, pour un point de r«^pate situé dans eet angle, on a : 


Si le point est daius l’angle f'«.Vx. 

X=5fl, g =3 à. 

jr = ti, y — — 

dans l’angle g'.;Ax', 

x=s — fl, ÿ= — 

«lans l’aiigle j-Ax', 

x =— fl, y = 

darts l’angle g^'Ax', 

x = — fl, jf = à. 

dans l'angle ÿzWr, 

X — fl, y = à, 

dans l'angle ÿ's'Ax, 

x=rt. — 

dans l'angle g'c'Ax', 

XÆ— fl, yss — 


('.CS résultats attestent qu‘au-dei<aus du pian clos jfx'jr'x, les z sont positifs, et négatifs au-desunas; qu’ii droite du plan 
i|i:jr'y, les xsont positifs, et nég^ifs à gauehe; entin, qu'en deçÀ du plan .r'ziz^ les g sont positifs, cl négatifs au delà. 

38. — L’n point M (tip. li t étant donné de position dans l'espace, trouver l'expression de sa distance AM k rorigiue 
des coordonnées. 

Joignons AP, le triangle rectangle .MAP donne : MP; mais dans le triangle AQ'P, on a: AP- AQ'H'Q'i*: 

* _ I t I 

donc AM=‘AQ' f-(,>T'i-'MP, d'où: AMsr I» =: 


29. — Deux |>oints.M et N {fig. 15} sont donnés dans l’espace; on demande l’expression de leur plus courte distamv MN. 

Soient y, ÿ\ z\ les coordonnées de N, et x', z'\ celles de M. 

Pour résoudre ce preddème, il est nécessaire de savoir coimnent une droite »e projette sur un pian ou sur une autre 
droite. Prenuns (Ag. 17) une droite AB, placée d'une manière quelconque dans l'espace, cl un plan Oa, qui soit celui 
de la pluiidic. Si, de tous les points A, o, o'. H, <]e la droite, on (*aiivuil des pcrpotidiculaires sur le pian Oa. la série 
U, m', m", u "** de leurs pieds sera une ligne droite, Mia"', projection de la droite AH. Cette projection .sera tiurizon>- 
tale si le plan Oa est liorùontal, et vertical dans le ca.H crmtraire. On observera qu’il suffit d'avoir les projections de 
deux {Kviiits d'une droite (MMir qne celte droite et ses projections soient connues. 

Le plHii K.VBm"* s'appelle plan projetant de la ligne AB; il è&t p<‘iq»cndicuiHire au plan Oa de projection, en sorte 
que l'intersection des deux plans est au&si ta projeetioii de la droite. 

mai"'’ est lu projeidion roinmiinc, sur le |dan Oa. de toutes les droites .\H. mH, etc., rnniprÎM's dans le plan projetant 
iHAHm"' et renfermées entre les perpendiculaires extrêmes \m, ' ; ce qui enseigne qu'une droite n’est i»oiiil rniimn* 

de position dons l’espace lorsqu’on n'a qu'une de ses projc^'tions (?i* 32). 

De ce (ju'il suffit do deux points pour que la projection d'une droite suit détenninée, il s'ensnit que si la droite |H'o- 
po.sée est |>erpendi(!ulaire an plan de projection , sa pntjection se réiluira k un seul point, qui sera celui de sa rcncontr*' 
avec le plan. 

l.on>4{iroii elierche la projection d'une courl>c ou d’une surface sur un plan, on se conduit roiiimc nous venons de le 
dire jiour une droite, c’est-à-dire que de tous les points de la courbe, ou de la surface, on abaisse des perpendiculaires 
sur le plan de projection, puis, joignant tous les pieds des pcrpcmiiculaires par une ligne, celte ligne est la Agurc de In 
prujectiun. Nous ferons voir U manière de tracer la Agurc <le 1a projection d'une courbe ou d’une surfact', sons aviur 
recours à ce procédé ; nou.s la trouverons dans les équations de ces courbes et de ces surfaces. 

Revenons à notre problcme. I) est évident que les droites M'N' et M"'N"' (Ag. 15) sont les projections verticales »lc 
la droite .M.N, qui joint les points donnés, et que .M''.\" est la projection borizoniate. 

Puisque x', g', z\ sont les coordonnées de N', on aura : 

Ari=/N®=x'; A/’=fN'"=-jf; N"N = cN' i' = p>'" ; 

et Aà=M"g = x"; èM"=^Aff = g"; M"M = èM'= pM i" ; 
car x", ff" , soiil les euonJonnées de .M. 

2 


Digitized by Google 



— <0 — 


I>») |ihiR, bc t«l la projection de M'N' sur l’ase des x, ff/" celle de M"'\ sur Taxe de» y. donc ; 

bc = Ae — Ai» = x' — x"* ; gf= ÿ' — ÿ". 

Menou» les di’oite» MO, M'd, M ''A, (Mirailèles au plan horizontal : 

OV'=îM'.M = flM '^AM'=y',- et ON^NN"— ON"- i' — 


Le triangle rectangle M'.N'd donne : M‘.N'= S'd \'*lS\ ou ; 

_ t _t » _f I 

M'N'=*r-f dN'=*c I (ix^ ;y— 

t t < 

hnns le triangle on 9 : lî ’LN'" = M ’'A-f-AN”\ ou : 

= ÿr+ XÙ - (ir'- g' ,* -H ( i'— 

— * * • 

Dans le triangle M' NV. on a : M 'X ' =: 5^4 îiPë, ou : 

t- 7/= (y — x'' ]• -h (g'— y" 

Telle» sont les expressions des trois projections de la droite de l'espace qui joint tes points doumas. 

Imaginons le plan .M 'MXX^ rabattu sur le plan hurizonlni en le faisant tourner sur M"N" comme charnière. MX loin- 
hera en M,N. ; menant M,m ftarallMe à M"N", 011 aura , dans le triangle ri'ctajigle : 

M,xf nn M.\ = M,«V\«*--M\\''VnO; 
doue: MX = I)^ F^v'— 


Keniar<}uons que 






('*est«4-<lirc que ta demi-soimne des carrés des trois projections est égale aussi A la plus courte distance des deux |»oint> 
donnes. 

80. — La somme des carrés îles trois aiigle.s que fait une droite de l'esitarc avn* les axes coordnmiés e.4 égales runilé. 
Quelle que soit la |M>silion d'une droite dans rospacc, im peut toujours lui mener une (tarallMe pa&.>iaiil par rortgine 
des coonlonnées. Soit AM (fig. 12 celle parallèle, et i*cpréM!iitoii» par «, «*, scs aitgU^s a>ec les axes Ar. A3, .A; ; 
il faut démontrer que ; eos.* * 4- cos.* *' 4- eos.* a" s» 1 . 

Prenons un point quelconque M sur la droite AM, et de ee point menons les perpendieulaires MX', MP' aux a\e» 
coordonné» : 

le triangle M.\Q' donne : AQ' ou jf = AM ros. s’ ; 

le triangle .MAN' donne : AN' ou j = AM c«». a ; 

le triangle MAP' donne : AP' ou .AMcos. x". 

# "T i 

On en tire, en faisant AM — fl t eos.a-«— ; cos. xt=- — ; c«».a'=: — 

a N <1. 

« _ t 1 

.Vetuellemcnt le triangle rectangle MAP donne : AM AP I PM ; 

maïs: AP*-AQ'4-Q'I^ ilwic i ÂM ÂQ'4-Q'P ) PM -■Aty-f-ÂV-t-ÂP' ; 


çl ; «* = «* ClWi.’x' 1 4t*COS.* x4'0* COS.* a" ; 

donc : tss=eo».*a4-co».*x'4 cos.*x''. 

81. — San» que deux droites soient {Mirailèles dans l'espace, il |»eiilarrjrer qu'elles ne se rciicontrcroiil pas, car elles 
seront dans des plans différents, ('ourexons deux de ces droites leilcuieut situées dan» l'espace qu'elles forment un angle 
sans »e coU|M.‘r. On a souvent l>esom de rmiitallre l'expression de cet angle; nous allons la rlicreher, et une fois trouvée, 
elle sera applicable à deux droites formant un angle en sc rencontrant. Cela est sensible, car, dan.» le prtMnier (as. un 
prend, }K>ur l’angle de deux droites qui ne ms rencoiilrciit pa.s, celui do l'une d’elh^ avec une parallèle à rnutro, imxiér 
par UH jKiint quelconque de la preiiiicrc, ce qui ramène ce cas au second ; mais, dans l'un et l'autre, |»our abréger les 
opérations, on .sul»»titue aux droites données deux autres droites qui, leur étant parallèle.s, |uo>scnt |»ar l’i^nginc des 
cuonloiuiécs. 

Soient AM, AX (lig. 16) ces deux ivarallcles; prenons sur elles les points .M, N, queleunques. et tinm» .MX. L<‘ 
triangle MAX donne : 
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cos. MAN 


AmVaS— MN 
«■AM.AN 


[fll 


Ile M o( N abaissons des porpendirniaires stir le-s h\<*ü coonlomiés; nous aurons en d6<if:iiant 9. 

les (coordonnées de M, et par x', y\ i', eeflea de N : 

t t 

XS = J’4 »* t-î* [»]: AN = y +»■>+■:": 

«I 11“ Î 9 ): Jix’=jj—ir')*+(j— 

Menant res suleurs ilatis [a], il vient : 

ros. MAN = ros. V=il±il±il±£:!+e±^Ui^^ 


jj'+ifiiN-îi' 


M. 


l/x* +»•+.;•: V^'*+»'*+i'T 

expiTS-sinn dctimndéc. 

A la suite do retle question, se présente celte autre : trouver les nnpies d’une droili* a\ee U>s trois a\es reetan»:u> 
taires. 

On a vu (II* ’IO) qu'en représentant par a, a', a", les angte.s de la droite AM avee les axes Ax. Af, A; ; 


AM 


ros..'=J^-; 


' AM. 
ros. a"=- 


Hetnplaçani >VM pur sa valeur [fr] : 

X 

~ + TÎM- ^ W’ + »’+;• . 

angles detuaiwlé.s. 

Ile mémo, si l’on nomme les angles que faits la droite AN avec tes mêmes axes, on aura : 

û___ . eos.V^ — , ■ ; 


eo®. S"— 


\/y'+j»+v* ' 

Le produit de eus a pai’ cos ^ est : 

xx' ^ C05. a eos. q {/x*+ 9 ''-hi* V^x'» + 9'*+ V»7 
Si l'on multiplie ro«. y par cos. a\ et ros. par cos. a", il vient : 




ÿj' =i eos. a' cos. fs' \/x* H- jr' + ;■ \/x'* -h 9'* i'* ; 

sî'= cos. a" eos. ?" V^x*T9»'qi7«“ V/ÿ»-P7HTïv' 

Siilistiluniit ecs valeurs de xx’, 99', si\ h leurs {daees dans [c], on a : 

cos. MAN = cos. V = cos. a cos. ?-t-eos. «'cos. cos. «" cos. ?" ; 
r‘(csl->ù-dirc que le cosinus de l'angle que font deux droites dans l’ciqiore est donné en fouetion des eosiiius de.s aiigl<c.s 
de chacune des droites avec les axes coordonnés. 

S9. — Ayant obtenu les équations d’uiie ligne droite, ou courbe, ou d'une surface de l'espace, |»ar rapt*ori k des axt^s 
rtvlauguiaires, ces équations, principalemGnt celles de la surface, peuvent avoir liesotn d'étre siinplitiées ou dégAigées 
de quelqm*!v-un$ de leurs termes. Tour cela, on sc sert de formules analogues h celles d'une droite dans un fda»; et. si 
l’on appliquait les principes que nous avons exposés (ii*** 1 1 à 19], on pourrait trouver les formules nécessaires A I» 
iraji.vfoniiatiüii des coordonnécü & trois dimensions; mais, pour rendre plus intelligible l’art avee lequel on reiu|dar(‘ les 
miciennea coordonnées par de nouvelles, nous allons résoudre plum'urs problèmes. 

33. — ProlilèBa praaalar. Panrr d'un sy»t^me d'axft à an autre »tf*tàiue d'axe* re^elh'emeut parallèle au premier. 
Comme ou ne peut passer d’un système d'axes à un autre systHne qui lui soit parallèle sans déplacer l’origim*. nous 
mettrons h nouvelle origine (fig. U) au point A', et les axes primitifs étant Ay, Ax. les se^’oiids seront : 

A'9', •\'x' ; les coordoimécs feUlives aux premiers seront représentées par x, 9, et celles des autres, par x', 9’, i\ 
Soit un point .M, déjà rapporté aux axes x, 9, ; nous aurons : 

X — Xm' — Ad-L d«' = Xd -i' r« = Ad f- A'B = a -hx' ; 

9 = Al AO -i' 01 = AO H- f ■ ^ AO + A'N' = à + 9' . 
i = MM =r III) -4 DM =. AV-I- DM =c H i'; 
e’cst* 4 i-dire : x = ff-t-x'; 9 = èi-9'; îsse+j*. 
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Mais si l’on voulait rcvoiiir <tes axe» 9 ', aux axes x, y, alors : 
y=j- — 0; — ft; 

lian» les deux cas, a, ü. r. sont les cmtnlomiées de ta nouvelle origine. 

Nous rappellerons, à Tégard des trois axes coordonnés, la remorque qui a été faite |H^ur un 5Tst^luo d'axes parallèles 
à un autre dans un plan ( 11 ® tî) : que la relation des signes est la même pour les tmuveaux plans coordonnés et pour 
k^s premier». Ainsi, pour passer d'un système d’axes, soient pcrp4'iidiculaires, soient uiiUques. à un autre système 
|tamUMe au premier, on remplacera, dans rc4)uaiîoii donnée, x. y, par leurs valeurs, fournies par les foriiiidc» ri- 
dessus, et on okliendra de nouvelles équations en a, b. e, x*, y', i', dr!M|ncllcs on éliminera a, b, c, ronforménicnt c<’ 
qui a été dit ( 11 ® 13). 

9b. Problèma 4«oxl«me. Pointer d’«a rys/éiNe (Taxes recMayaiaires à ya syntéme d'axes oMifues. 

Si l’on considérait les plans coordonnés des deux es|H\s*s, le problème offrirait di*» difficultés (|u’il n'a réclletnenl pas ; 
mai» on a égard seulement à leurs interseetinns, et il reste h eoni|uirer un système de lignes à un outre. Cria po»«^, 
examinant de nouveau le» opérations qui ont été exécutées {n® !d) pour une question sciublahle è telle qui iinns 
ocriipc, nn verra que k*s roorduiimH*» anciennes sont données en fonction des nouvelles; et, |Mir la forme des formules 
dotuiées dans ee lieu, on prévoira quelles relations devront avoir les coordonnées à trois dimensions otu'iermes avec les 
nouveUe»; car encore, dans les formules citées, il se manifcMc une eeiiainc loi sur ia<{uelle on peut sc tabler pour 
i-miiposer lits équations qui doivent satisfaire aux ronditions du problème. Kii effet, indiquons par x, g, s, les eoordot^ 
nées rei'langniaires, cl parx’. y\ le» obliques, on aura généralement : 

x = fl I «j' t «Y y b-\ px’-\-p'y'-\-p"i'; j = c fçx' »’ 

les quantités a. b, r. étant les cuordoiiriée» de la nouvelle origine rapportée à raneietiiie [n® 33 . Mais comme, dan» le 
problème (|ue nous avons à ré'sondre, it c»l indifférent de déplacer l'origine ou de la conserver, non.» nous en tiendrons 
Il celle dernière circnnslance. qui ne détruira rien de la généralité de la solution, et réduira la foniie des équalioiui 
précédentes à cette autre : 

x=s^tr'^ bY+«"-'.' 9'=#u’'-4-p'ÿ'-rg';'; î = h§"i\ 

dans lesquelle», comme dans les premières, les rocffiriciits de» vanabtes x', y\ sont d(*s constantes inconnues, que 
nous allons nous occuper de déterminer. Mais, avant, nous croyons utile de démontrer que ces équniions ont la forme 
véritable. 

Soient (flg. IH) .\x, Ajr, A;, les axes priuiilifs et reetangufaices auxquels est raïqmrté le point M, dont le» équations 
sont: X- A»"=: n"!)' ; g = Aa" — I)'a" ; j = K'M 

On aura les coordonnée» oblique» de ce inèiiie imint, le» axe» obliqm'S étant Ax', Aÿ\ A;’, en incnanl, |»ar ce point 
(n® 8;, une |uirallèk^ DM à Taxe des Ai\ laquelle rencontrera le plan de» x'j' en un point D. |»ar lequel rondiiisarii une 
parallèle DO à l’axe Ay\ on aura : 

x'=AO=0'D; /= AO’=;.IM); 

AriueUcment, cberrboii» k*» partie» des axe» primitifs eorTcspondaiite» aux nouveaux; leur totalité coni|>osera, en 
les 4*oii»idéraiit sur rlia(|uc axe ancien, la valeur de ces derniers, qui sera en fonction de» axes iibliqiics. 

Imaginez que le plan AÜÜO’, ou des j'y\ soit relevé, d'une do ses extrémités D, au-dessus du plan horizontal xjr, 
et que les trois plans des s'y\ c'y', soient teilcnient situé.» à l’égard de» plans coordonnés primitifs, qn'H faut les 
voir dans l’csiMiec n'ayant de commun arec eux que rongine A. 

Ola posé, 011 aura le» parties des axes rectangulaire» correspondantes apx axes obliqm'», en projetant eciix-ci sur 
ceux-là. On cdKiendra leurs projectïon.H en abaissant, de leurs extrennité» O. I), M )ii® 29), de» per|HMnliculaires O». 
D»', Mb "; Oa. l)a'. Ma ' ; Om*. DM, MN, sur les axe» Ax, Ay. Ai. Mais, d'après ce qui a été enseigné (n® 29), pour 
«pie Aa, aa'. u'h" , soient les projections de» droite» AO, OD. DM, sur l’axe de» x, il faudi^aîl qu'elle» fussent dams un 
même pl.in avec elles, ce qui n’a pas lieu. Néaiimoin», nous allons déinoiitrcr que A», aa', a'»", S4ml les projection», 
on bien sont égales aux projection» de AO, OÜ. DM, sur Taxe Ax ; qu'il en est de mémo de A«, ««', «'a", sur Taxe de.s y, 
et de Am, mw' m'N, sur Taxe Ai. 

D'alnsril, il est évident que .Ma’' est {terpciidiculaire sur Ax, puisque celte droite e»l dans un iiiciiie plan avec D'a', 
qui lui est per|N.mdicu)aire {ir 22'. ou parallèle à Ay. Semblable raisonncnienl pour M«", qui est fM*rpcndiculaire à Ay. 
Oa, Da', sont pcr{»endjculairc^ à ,\x, comme étant parallèle» à .\y ; enfin, Dw, Om', M.N, seront per|K’udicuIaire» à A;, 
si elle» sofrl parallèles au piaii des jy. C'est ce que l’on concevra sans dilUculté. 

En second lieu, pnÎMiiie A a un point AO de coiniiiun avec le» axes rectangulaire», elle »e trouvera allcriiatlvcmi^nl 
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dans un mênu* plan «vfreliacun de CC8 a^e», lorsqu’on la rom^^arera avec eux. Oone, le» pcrpendiriilairps ii" 29 <)a , 
Ort, ()«', font i-omiallre , sur les axe» Ar, Ay, A;, les projections An, An, Ai»', de AO. 

Voyons pour OD. Nous disons que »«'. sur l’axe des x, est é^al à sa projection. Kn effet , d’une des extrémités O de 
on, menons les parallèle» OA', OJ\ OQ, aux axes ixM^an^'iilain»; riiaeuiic de ces parallèles se trouvera dans un même 
plan avec l’axe auquel elle est juirallMe. 11 eu M’ra de même {mûries {)arallM<*s 1)1.', Dfl'.ON', aux méuM*snxeR, ineué«*s 
|kvr l’autre extrémité I) de Ol>. 

Couce\ons que IM soit une {HTpendieiilaire alnilssée, de D, sur le {dan qui contient Ay et Od’ ; DA. une {terpendjeu- 
laire sur le |»lnn qui passe par Ax et OA’; et eurni, DQ\ une pert»cndiculairc sur le plan {lassatit par A: cl sa {tarai- 
IMe OQ. Par les pieds d , A. Q', de ces perpendiculaires, menons, dans les plans où ils se trouvent, des peritendiculairi*» 
4ia\ An'. Q'«'. aux parallèles Od', OA', OQ, qui (escouiKTout ciides points d'. A’, Q, nmeontreront les axes en des points 
a', n', m', et devront leur être per|Hrndieulaire» puisqu’elles ont dans im même {dati avec les droites Dn', Un', O»', qui 
leur sont {terpe'ndkrutaire.s, Si l'oii joint l> aux point.» d', A'. Q, les droite.» I)d', DA', DQ, seront perpeudieulaires aux 
parallèles Od', OA' OQ, aux axes Ar. Ay. A;, puisqu’il a été démontré en {jéoniétrie que, si une droite est perpendicu- 
laire à la ligne qui joint les pieds d’une peritendiculaire et d’une oliliqtie à un plan , l'oblique est aussi {H?>rpetidietilairc à 
cette droite. Donc Od'.OA', OQ,sont les {irojertionsde ODsur les paraJIi'Ies aux axes re<‘tangulairc» menàs {tarie point O. 
>lais AO.ON.ONi'.sonl-perpcudiculaircsaux axes rectangulaires; il est donc éviüeiilque Od' — arf'; OA'— »»'; OQ = mi»'. 

Passons à DM. Du {Hiint M, menons les pcr{K'iidiculaires MT, ML, Mf, aux (dans, passant {>ar les axes A*, Ax. Ay. 
et leurs {tarallèles DN', DI.', IV.' por leur» pieds T, L, y. ronrevoiut les {MT{tendiciiiaires T.N, La ", qa", aux droite» 
l)N', DI.', Üy' ; elles les coiiperoiil en des pointa N', I/, y', auxquels joignant les itoinls I), les droites MN', MI.’, My'. 
MTont (terpeiHlieiilaires aux {laraltèles DN', DL', Dy', d'où H résulte que DN', DI/, Dy’, sont les prujerlion» de DM sur 
ce» parallèles. Ainsi, d'iiprès nu raisoimenieiil seuiltlabic au précédent : DN'= Nui ; 111/.=- m'o" ; Dy' — a a" ; rVsl-à- 
dire que mN, a'n", u'a". sont égales aux projections de l)>f. On aura donc : 

x = A»" = A» i »»' l-»'»" — A« -fOA'-|-I)l/; .[I] 

y = Ao" -- Aa -f- aW ~ .U 4 - Od' Dy' ; [2] 

I ==D'M = AN = Ai» \ mm' \ «'N = Aw f OQ : DN; [3] 
formules dans lesquelles les terme» An, Au. Am, sont de.» fonrlHHis de x'; OA', Od'. OQ, de» fonctions de y'; et Dl/. 
Dy’, UN', de» fuiictioos de ; c’est-à-dire qu'ils contiennent x*. y', en sorte que ces fomiuIcK ne diffèrent point d«* 
relies que nous avons données en premier lieu. 

Clierehons les valeurs des terme» du deuxième membre des formules [T. [2], [3]. Nommons «, a", l'angle que 

j' fait avec les axe» Ax . Ay, \i ; Ji', ^ les angles de y' avec le» mêmes axe» ; et ciiriu y", U*s angle» que fait, 
avec les mêmes axes. Taxe Ai'. 

('.oiksidérons d’almni Aa. Dan» le irtangie rrciaiigie OAa, on a : 

U I eos. % * ] AO * A» ; d’où : Aa ~ x' eos. «. 

Pour OA', on trouve sa valeur dans le triangle DOA', reclanglo eu A*, c’est-à-dire que ; 

U ; eos. DOA'. ou cos. y'Ax . ) ; OD | OA' ; d'où : OA' = y' ros, * 1 . 

Dans le triangle DMI.', rcrctangle en 1/, ou a : 

R ' cos. MI)I/, on eus. l’.Vx, * * DM * 1)1/ ; d’où . Dl/ ■= l' co». 

Substituant ces valeurs dans [I], il vient : 

X =ï y cos. * -h y' eos. ? -h eos. y.. 

Les valeurs de Au et Aw seront fournie.» {>ar les triangle» rcrtaiigle» AOn et AOm . puisqu'on a : 

Art 5 = x' cos. «' ; A» » x' eos. 

Celles de Od' et OQ, par les triangles D'Od' et DOQ, rectangles en d' et en Q : 

Od' — y' cos. fl' ; OQ = y' cos. y . 

Kiitiii, les valeurs de Dy' et DN' se dixluisenl des triangles MDy' et .MDN', ixTlarigle» eu y' cl : 

Dy' s= l' eos. ^ ; DN' = l' co». 

Siiitttitiiaiit CCS valeurs dans ^2] et [3], il vient tinalcment : 

y . 3 x' eos. s'-L y' cos. V -f- l'cos. ; 

5 3 = i' cos. 1 y' (OS. .5"-+-/ eos. y'. 

TeUcs sont le» formule.» qui servent à pa.».»('r d’un système d'axes pcrficndiculaîres à mi système d’axe» oldiqiir». Si 
l'origine doit être déplacée en même tenqis, on fera : 
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J* — fl H -j' cos. * f- ÿ' CO». ^ -h i' cos. ; 
y z= il 4- y cos. «' -4- j' eus. cos. ; 

* c -4-^' cos. «" 4- y' cos. y' - 4 - i' cos. 

Dans les deux cas, on joindra à ces forumics les e^quatiuiis de ronditiim .<iuivanles, qui nul lieu entre les trois anptes 
que font chacun des a\es x’, y', i’, atoc les axes rectangulaires (ti*30) : 
poury : cos.*s-4 cos.*a'-{ cos.»a"- I ; 

|M>ur y' : cos.* p -f- cos.* p' -|- co».* p" ss | ; 

pour y : cos.’ ç cos.* i cos.* œ I , 

ainsi que ces autres, lesquelles sont les expressions des angles que les a\cs oldHjues y, y', 'n* 3l l, font entre eux : 

pour l'angle de Aj-' et A;' : cos. L* = cos. a cos. ^ f-cos. % cos. cos. «" cos. ; 

|Mjur l'angle de \y et Ay' ; cos. V =: cos. « cos. p -t- cos. a' cos. p' -4 cos. a" cos. p* ; 

|MJur l'angle de Ai’ et Ay' : cos. T = cos. ^ cos. p 4- cos. eux. p' -4- eus. cos, p" . 

36 — PreblSoM iroisIèoM. Pna»er d’&a sytteme W'flj^cf rfclanguUitrct à su ns/rr ggMl^e H'tuf* rcr/asysiflircs. 

Ce pruideme trouve sa solution dans le précédent, car les nouveaux axes devant faire avec les anciens des angle», les 
anciens seront tnujuurs en fonction des nouveaux , et la furinr des relations qui existera entre eux sera ahsoluinent la 
inî^iiie qu'entre de.s rectangulaires ci dc.s obliques. Mais les angles que les noiiveanx axes font entre eux étant droits, il 
s'ensuit que leurs cosinus sont uuls; on aura donc, pour satisfaire aux conditions de la question : 

X = a -I y eus. * -f- y' cos. p -f- i’ cos. ; 

y = y - 4 - y cos. 9,’ - 4 * y' COS. p' ' 4 - y cos. y ; 

i s: c - 4 - cos. 9 ” x'-+- y' cos. p'' *+■ -* cos. . ( 1 1 

anxquellc.s il faut joindre : 

rûs.’a 1 ro 5 .*«'t-co 5 .*a"^ I ; cos.’ÿ ! cos.* p 4 cos.* p ’ -4 cos.* p" as |. [Aj 

El comme : . cos. V = 0; cos. IJ«0; cos. T=0, 

on a : cos. *cos. p- 4 - c»>s.«' cos. p' 4 cos. *" ros.p"= 0 ; 

cos. 9 cos. ç. 4 - cos. y cos. - 4 * cos. a" cos. 0 ; 

cos. ^cos. p 4 - cos. ros. p'-f- eus. cos. p" ss 0 . [Hj 

36. — Oii déimmlrerail , {mr le iiiéiiie procéilé et la même ligure, que, pour |>asser tics axes s', y', i', aux ave.s x, 
y. 011 doit faire u.sagc di% roniiiiles : 

y s= X rtis. a-{-y ros. *' * 4 -iCos. »" ; 
y' — .f cos. p H- y cos. p' 4 i co«. p" ; 
y = xcos. ^- 4 -y eos. ç-'-f icos. jij 

t.cs six équations de condition [A]. [H1 s<> ehaiigeiit eu celles-ci : 

cos.* 9 4 - ctis.* p -4 cos.* ^ = I ; cos. 9 cos. 9' - 4 - cos. p cos. P' 4 - cos. 5 cos. = 0 ; 

cos.*«'- 4 -ptui,* p' 4- rus.* y = I ; eus. a cos. «" 4- cos. p cos. p" 1-cos. ^ctis. =s 0 ; 

cos,* *’'4- ros.*p" 4 cos.* = I ; cos. 9' cos. «"-f- ros. p' cos. p" - 4 - cos. (},’ cos. f" = 0. 

On cunv'uit que si trois axes x. y, étairnl donnés, ou qu’on eût une équation entre ces variables. >{uj pourra étn* 

ctilc d'une surface, et qn'on voulut rapporter les points de celte suiihrc & de nouveaux axes x', y', i\ rectangulaires 
tomme les prt^miers , il faudrait pK'alablemerit détenninur les angles a, a, a'', de Taxe des x' avec chacun des axes / . 
y, î ; les angles p, p'. p '. de l'axe des y' avec ehucuii de» axes x, y. a ; ti les angles de l’axe des s’ avec le.s 

mêmes axes, ce qu’on ne ferait pas sans diflirullés. Pour y obvier, on exprime explicitement ees neuf cwfticienls en 
fonction de trois nouvelles quaiililés tiélerminées H îiMlépcndantes entre clics. Ces nouvelles quantités sont : V* l'angle 
entre l’axe des y cl riulersertion du plan des x'y' avt'C celui des xy ; l'angle entre celte iiitersiH*lion et Taxe des x : 
:{" l'angle d nielinaistm du plan desyy' sur le pian desxy : toutes rhost'S faciles à évaluer. Ainsi, il nous n‘Stc à résoinlrt* 
le problème suivant : 

87. — Coiiiiaissanl l'angle entre Taxe des x' et riiiterseclion du plan des yy' avec celui des xg ; l'angle entre cette 
inierseclinn et l'axe des j : l'inclinaison du plan de» x'y' .sur cidui des xy. trouver la valeur des angles s. a', a", p, p'. 
p", y, y', y", en fonction tle ces données. 

Stncnl [lig. io5] \x\ Ay'. A;', les nouveaux axes rectangulaires, et AH la trace du plan desx y' sur le plan desxy. 
(liincevons une sphère dont le rentre .soit en A et dont le rayon AT s I ; puis, imaginons arcs de grands cerch's 
Ty, ORS, TR, TS; les côtés TR, TQ, RQ, du triangle sphérique TH^i, seront res|»ecllveTiient : / , « cl y. I.'angle H. 
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«Ions 14^ liiajiglc» à|»hérîque TflO. I«|uel esl relui des deux langoiites en R, aux anrs Rï» Hg, s«?r« l'angle 0 d inrlmaiîMui 
■lit (ibii TAR sur QAH, ou du (dan s*s' sur le |iUii sÿ. 

Cela posé, ou a, dans le triangle sphérique THg : 

cos, TQ = eos. TH cos. Ug -f-sin. THsin. Kg cos. THg; 
ou : cos as=eo 5 ./ eos, y-f-sin. /sin. YCüs. fil. 

On a ici : y > 90*. 

Dan.s le triangle STB : 

cos. ST =î rns. TH cos. SR 4 - sin, TR sin. SR cos. SRT ; 
et eon.séquciament : cos. V -= cos. / cos. * 4 - &in./siii. ■y') cos.{c :— -0 ; 

d’où : cûs.s s cos./ sin.y — siii. /cos. y eos. fi. 

Üans le triangle PRT, furiué en raisaiil passer, par l’axe des : cl celui des j', un arc de grand cercle -TH. qui mi- 
eontre en H le plan des j-y, et en joignant par un autre aw? de grand cercle les poinu H et R, on a : 

sin. TRH ; sin.THH ; I shi.TI* I sin.TR, ou: sin. 0 * sin. -J- ’ * sin. • — — 1 '^ * siu y 

Z * < y * * '•* 

donc : cos. t” = sin. fi sûi. /. 

Joignant le |M»iiit l’ aux poinl.s S et g par les ares de grands cercles I S, UQ, le triangle I Rg donne : 
cos. ig =r cos. TR cos. RQ -f-sin. I R sin. Iig cos. IRg ; 
ou : cos.>î=riHi.[lT-hTH}co6.y-4 siii.(UT-f-TR)sin.yco 5 . 0 ; 

donc : 4 *os. 9 =3 — sin. / cos. y f* cos. / sin. y cos. 0 . 

i,e triangle L‘RS donne : 

cos. SI' eos. l'R cos. SR f-sin. TR sin. SK cos. SRI!; 
ou : cos. Ji' ~ — sin. y sin. y— -eos. y eos. / cos. fi. 

Si, |Mir les axej s et j'. on conçoit uu arc de grand cercle jusqu’au plan üim qu'il renronlre en I., l’jirr ;ri. 
K 4 ‘i*a ; et, daii.x le triangle Sfdtérique rectangle TRL, on a : 

sin. TL ’ sin. TRL ; sin. TR ; I ; 

mais: VX = — il.' = — J" ; = = 

donc la proportion précédente donne : cos. y sjn. fi cos. y. 

Kiilin, si l’on imagine l'an* de graud cercle VNg dams le plan j'j; THK dans le plan x'y' ; VSK dans le plan i'y. |l> 
«leux triangles sphériques NHg, KSR, seront sisiWement rerlanglca, Tun en N, l'autre en K; car : l'*daiisleprciiinT. 
l'imî THK est déi ril dans le plan y#', cl cet arc est rencontré à angle droit par l’arc Vg, décrit dans le plan |Mir le 
nyon AV, perpciHliculaire au plan x'y' ; ainsi : 

? = '2 i Ng» d’où: Ng==^_-Z. OR = y,. ARQ^fi, 

on a la proportion : sin. NQ | sin. gU \ \ siu. NRg ' I ; 

donc : ros. ^ =: sin. y sin. fi. 

4" Dans le triangle KRS, Tare TRK, décrit dans le plan .t'y', esl rencontré à angle droit en K , an-dcîvsous de xy. ptir 
l'arc VSK, décrit «ians le plan i'y par le rayon AV, |>er[Mmdiculairc à x'y’; donc : 

ÿ' = VK — SK = — SK ; 

d'nil : KS = -^- — s'; RS=^— y; KBS = XRg s» fi ; 

donc : sin. KS ‘ siii. SR ; * sin. KRS ; I ; 

d’où : cos. ÿ' =s cos. y sin. 6 . 

Kiiliit, l'angle y est l'angle entre les (ilaus x’g' et rg, que nous avons appelé fi; 

donc : cos. y = eos. fi. 

Les expressions de ces cosinus, substituées dans les fornnile.s {!] et [i] (n*“ 35 et 36), dofmcnl : 

X ^ y , cos. fi sin. y sin. /-f- cos. y cos. /; + v'{cos.fi«n.y cos./ — cos. yshi. /) — ysiu.fisin.y ; 
y (sin. y cos, / — eos.ficos. y siii. /) — jf\cos.ficos.ycos./- 4 - sin. y sin. y ] -h^'siii. fieos. y ; 
i =ix'(sin.fisin. /) 4- y’ sin. fi cos. y ) 4- i'cos. fi ; 
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<‘l : j' = x jCOS. ^sin. -f-cüs. Yro5./\ ÿfain.f <*us. y — coa. Oco&.v.sin. y) fuD.Oain. y; 

g' = X ,,cos. 0 sin. Y co&. y — ro». y siii y] — $ |cos. f^cos. y ros, y &in. y sin. y) -H - ««• cos. y ; 

=ï — • X sin. 0 &iii. y -h ÿ ^ cos. y + « cos. 0. 

38. — On |>i*ui, cti conservant l'un des anciens axes, celui des i |var exemple, changer la direelinii des deux aulrt*» 
av«^s dans le plan des xy. Dans ce cas, on a êxidciiimenl (üg. : 

cos. P = ros. (90“ + a) ss — sin. a ; cos. ^ — 0; cos. «'= siu.a; cos, ^' = cos. « , 

cos.Ÿ*~0j COR. a" = 0; ros. ^' = 0; cos. ^"=1. 

SubstUuaiil ces xaicurs dans les formules J] et [2] iV*35et 3G), on aura celles qui conviennent à cetic iransrurmalioii. 


CllAl'ITHE 111. 


É^uiiOB 4e la li(t« droue daas sa ^las. 


39. — La position d'une ligne droite est Hxéc dans mi plan lorsqu'on connaît les deux poinis par lesquels elle doit 
(KLSScr. Si l’on n'avait qu’un si‘ul poiul, une inCnité de lignes pouri'aieiit ctre conduites par ce point , et, [leut-iHre, 
Huciitie de ces lignes ne conviendrait ; mais si, en donnant un point , on assigne en mOnie tenq» la direction de b droite, 
alors, deux lieux de celte droite iMniu connus, elle est connue elie-mêiuc. Donc, une droite est détcriuiiu^e de position, 
soit par la condition de pas.xer (kir deux points, ou bien de passer i>ar un (»oiiU et d’clre située d'une mÿnicrc quelconque 
|Kir rap|>orl h une ligne déjà connue. 

La iiiélliode dont nous avons usé (n** 5. pour exiirimer analytiquement la position d'un |»oiiit ilans un plan, peut 
encore servir à délerminer la suite de points qui forme une ligne droite |taraliHe à l'un des axes coordonnés; car 
(fig. i il c^sl évident que tous les |K)ints de ta droite }’M, étant à égale distance de Taxe dos ordonnée.^, sont désignés 
|Mir X-- a =3 Al\ et que, |M>ur Ions les points de la droite HM, y = à = AB, puisqu’ils sont tous également éloignés 
de Taxe des x. Donc, si une droite est parallèle à l'axe des g, son équation sera : x -s a ; y ss infini ; si elle est paral- 
lèle à Taxe des x, on aura : y = à ; x = rinfini. 

Concluons de là que, si rahS4is.se d'une droite est donnée avec la condilion que la droite sera parallèle à l'axe des y, 
il faudra |Kjrtcr .sur l'axe des x, et à partir de l’origine A, dans le sens dc.s aliMUsses positives, ou dans celui des néga- 
tives. suivant que la valeur de x sera positive ou négative, tmrlcr, dis4nuîHiou.x, une Iniigueur .\l* ou AP', égale a cette 
valeur, puis, par le |H)int P ou P', on mènera une (taral)èle indéfinie à Ay, qui sera tout entière du rdté des absci»>e.s 
positives , si son al)s(‘iRse est telle, et i ire rcr«d. Si la droite était donnée par y = è , et x indéfini , il est bien clair qu'on 
opérerait sur l'axe des urdoimécs cumiiic nous avons fait sur celui des x. 

Le procédé est entièrement semblatilt t>our une droite rapimrlée à des axes obliques; ainsi, p»t le fait de la siniili» 
tmie des opérations sur l'im cl l’autre système tl'axes, on voit c|uc le pruhlèine donné ne sera cxaeleineut résolu que 
lorsque le système d axes sur lequel il a été conçu sera fixé en même leiii|LS que les eonditions de ce problème. 

40 De ce qu’il faut doux points pour délerminer une droite, il s’ensuit que, si l’on donne les coordonnées de 

chacun d’eux, la ligne est eiilièremetil fixée de imsiliuii dans un plan; car, construisant les points ji* la droite qui 
les joimlra sera celle demandée. Si les coordonnées de ces points sont égales, e'est'4-dire «{u'oii ait pour chacun d'eux 
xc a, y imiéflni, la droite sera parallèle à Taxe des y. Nous avons exaiiiiné ce cas. Mais si deux t>oinU d'une ligne 
droite (inunie m et an’ (fig. I‘J , ou »' et n’' (fig. 23), mit dt*s ('(Mirdonnét's diflrérrntcs tellement que AP"> AP' et 
P '«' > P'm, pour les premiers, et AP" < AP', puis P"m'' < P'ia', il est constant que les droites A.M feront des 
•angles avec les axes coordonné.s. Hé bien ! dans ces circonstances, il suftil d’un de ces angles, celui avec l’axe des 
abscisses, |*ar exemple, et d'un des points de la droite , pour qu’elle soit déterminée de position ; mais si la droite doit 
}Msscr par l'origine des eoordoutiées , te |Kiint dev ient inutile , car la condition de passer par l’origine supplée à ce point. 
Nous exaiiiinmms d’abui^ ce cas, parce qu'il est simple. Nous conclurons réqiialioii de la droite; de ecltc équation, 
nous déduirons le rapport des coordonnées |>our un point quelconque de la droite, et si ce rapport est le même |mur 
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loiu autn* point, ce sers une preuve que l’t^qualton trouvi^e sera celle de U limite, puisqu’eUe exprimera une relalion 
coniilante çntre les abscisses et les ordonnées de tous ses |N>iiits. 

41. Soit donc une droite A.M [tig. 19', passant par l'nrigine des coordonnées obliques Ay et Aj*. faisant entre elles 
im angle yAjr = p. Dé^signons par « l'angle MAs de cette droite avec l'axe des j ; prenons im point quelconque M sur 
celle droite, et. |tar ee point, menons rordoonée MP, parallèle k Ay. Le triangle AMP donne : 

AP I PM I* siii. M * sin.MAP, ou ; * y *| 5iu.{B — *) ] sin.a. 


et eonséqueinmetit : 




['1 


Celte romiiile sera l'équation de la droite si le rapport ^ déduit est le iiiéiiie |*our loin 


autre tminl de cette droite. Or, en pn'iiant un point m, puis, nomiuant AP', .r'; P'a». y', on aura : 
sin.a , .. y' sin. « 

y sin. fp-— 

y" sin. a 

sin. Cp — ”âT * 


Pour tout autre point m', dont les cnonlonnées seront j", y', on aura scmblablcmcitl : 


donc : 


. g 

T"" 


8ÎR. ;’p — %]. 

D'où il suit que l'é<|iiation [I] est celle de la droite, puisqu'elle a lieu pour tous scs points; r'est-â-^irc que quelque 
valeur qu'on donne k s, tant positive que négative, cm aura toujours pour y une valeur qui fera connaître un |K)inl de 
la droite AM. 

Considérons iiiaimcnanl U droite AM', placV*e dans la région des j négatîAi. I.e triangle AM’O donne : 

M O : AO : ; sin. M'AO ; sin. QM'A : ; sin. M'Ar ; sin. M'Ay ; 


ou : 
et : 


ÿ ! *in- * wn. — P); 
sin. 1 

y = 


[*] 


8111 . >*— P) * 

|K)iir équation de la droite. Mais faisant attenlion que sin. (p — *} =s —sin. (« — p , puisque « > p reml; p — * négatif. 

sin. « 


y ~ . ^ ^ , 

iP — «,i 

pour la droite AM' comme |K>ur AM. Ainsi l’équation [1] est celle de toutes les dr«»ile« qui passent |»ar l'origine, c'esl- 
à-^Jirc qu'elle conserve constamment U même forme. 

Dans l'équation [I), toutes le.s vaieui*s positives de s donneront pour y des valeurs du même signe, cl alors les points 
de la droite MM seront situés aiMe^vus de l'axe des s, dans la direction de AM, tandis que les valeurs négatives de 
In même variable donnant pour y des valeurs aussi négatives, les points de la droite wronl au-dessous de l’axe des s 
et dans la direction de AM". 

Dans réqiialion [2], il arrive tout le rontraire de ce que nous venons d'exposer : dra valeurs positives de x donnent 
des pointa de la droite M'M'", au-dessous de l'axe de.s x, dan.v la direction de AM’"; et, des valeurs négatives, des 
points en dessus du même axe, dans la direction de AM'. 

43. — Qu'un veuille maintenant trouvcrréqualiund'ime droite telle que BN {lig. 19 , située d'une manière quelconque 
dans un plan. Prene* un point \ sur relie droite, menez l'ordonnée Np, puis, pur l'origine A, conduisez la droite AM, 
parailclc à BN; l'équation de celte droite st>ra ; 


MM. « 

y =• X ,* 

' 8111.(6 — *^ 

et on aura : p.N =: y ^ p\. f- |.N = - x 4- AD — — -“T • 

sin.tp — «J sin. Ip — «j 

équation la plus générale d'une ligne droite considérée dans un plan, laquelle renferme deux quantités, a et indéter- 
minées lorsque la droite eherehée est a.vsujétie à deux conditions particulières : 1® de passer par deux points; 2* par 
un |K)iiil, et d'ètre parallèle ou per|>endicu{aire à une autre droite donnée de position. Dans res cireonslanecs, on déter- 
mine a cl fr par des moyens que nous indiquerons. On voit doue que ces quantités mmiI tellra que d'elles dépend la posi- 
tion d'une droite dans un plan, car p est censé connu; donc, si l'on assigne dos valeurs ù a et on pourra aisément 
construire la droite k laquelle appartient réqualioti. 

:t 
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43 . — On démontrerait , comme plus haut « que l’équation : 

sin. s 


ftin. — *) 




H lieu pour tous les points de la droite B\, car on aurait, |K7tJr charim d'eux, le rapport constant : 


44 . — Soit donnée l’é4{uation : 


si n. g 

s WII. ^ — » . 

rThK 


dans laquelle s et sont connus. Pour construire la droite de cette équation, il se présente deux prorédés : le premier, 
I I) donnant, soit k x, soit k y. diverses valeurs, au moyen desquelles on trouvera tant de points de la droite qu'on vou- 
dra : le serond, qui tire son oHjtinc des propriétés de la droite, est le plus expéditif, et consiste & chcretier les |>oints 
iiù cette droite eoupc les axes coordonnés, en faisant ailernativcment ssr 0. y s 0, dans son équation ; l'ondiiisnnt une 
droite par ces points, elle sera celle demandée. 

Faisons donc d'abord y =? 0 dans l'équation proposét' ; nous aurons (n»7) le |ioinl de la droite qui est sur Taxe des .i : 

sm. s * 

et la valeur de x fait connaître la distance de rorigiiic à laquelle sq trouve, sur Taxe des abseisM^s, uii H de la 
droite du célé des x négatifs. 

Pour X = 0, il vient : y = ÿ = Al). 

I.e point D est un autre point de ta droite sur Taxe des y ; tirant BDN, eette droite sera celle de réqu.'iliun : 

* siii. — a] ^ 

45 . — .Voiilroas niaiiitenant que cette équation est celle de toutes les droites considérées dans un plan et rapportées 
a ilej» axes oblH]ues. 

Supposons « > fl, on aura 'u'’ 41 ) : y — x-f- i». [ i] 

&in. l,p ai 

Otie équatiiii) est celle de la droite PM (lig. iO] , car, pour y zs 0, x = 0. on lire iji'' 44 ) : 

. shi. fa — B'. ,n i itt 

sin. a 

e'4»t'à«dirc que cette droite cou|m> Taxe des x dans sa partie positive, en un |>oiiU P; et Pave des y, ni un poinl H. 
Mtué dans U l'égion positive de cet axe. Si — — b dans l'équation [1], elle devient : 

sin. « 


y a- 


-X — b , 


sin. (fl — s 

et représente la droite PM Hg. puiwpie pour y s= 0 et x = 0, on a : 

. sin. — a! Lit» 

x = fr — i- = AP; ÿ= — frszAU. 

siii. a 

Ainsi PM a un P de coimnim avec Taxe des aliscisses positives, et un point Bdc commun avee Taxe des onlun- 
nées négatives. 


Enfin , faisant ^ s 4 dans ( 2 ] : 




sin. « 


stii. — {tj 

sera l'équaliod de la droite P'.M ( fig. ., car si y » 0 et x 0 : 

sin. ’a- 


X — 4, 


X = — 4- 


sjn. 




y = — 4 AB. 


Donc P'M a un point P' sur l'axe des abscisses négatives, cl un puiut B sur l’axe des ordonnées négatives. 

43 . <— L'équattoii [I] convient, on le voit, à toutes les droites du plan des axi*» obliqui>s. tàmcevons que 

sin. a A 

sin. ifi— ~ B. 

Oitc équation prendra la forme : \j -} Ry f B4 = 0, 

qui est générale, du premier degré entre deux variables; et elle est dite linéaire, parce que x et y ne s'y Irouveiil qu'au 
premier degré et n’y sont pas multipliés entre eux. On dit que cette équation a {xiur lieu géométrique la ligne droite. 

47 . — l'iic ligne droite rnp|iortée à des axes obliqut>s avant une équation compliquée, on préd-re, pour simplifier li>s 
calculs, la rapporter à des axes rectangulaires. 
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48. — Rr|>renoti» hi formule : g =s 

' * 8in. ;p— *j 

pHiir (le.H axes faisant un angle droit , on a : Jï = 941*^, d’où : 

9 ~ * — tang. a. j-) , 

en >ii]i|H>sam tang. a ~ a. Ainsi, dans IVquatiou y = a.x4- b, a exprime la tangcnie trigtmoiiictrit|ue de l'angle de lu 
droite avee l'axe des abscisses, cl l>, la distance de l’origine À laquelle elle coupe Taxe des ordonnas. 

48. — Il est fort facile d'obtenir dtrectciucnt Téquation d’um> droite rap(>ortée à des axes rectangulaires. Soit HM' 
fig. il\, eetle droite, et Ax, Ay, les axes coordomit^. Menons PM' paralIMe k Taxe des y. ou [lerpcndictilaire h l'axe 

des X. AM est une parallèle à RM' et {Misse jMir l'origine. Le triangle MAP donne : 

H ; tang. MAP ; ; AP ; PM , ou : i \ lang. « ! ^ x ; g ; 

d’où : ^ = lang- >. x = u. x ; 

mais : PM' — 9 = PM -j- M.M' = or -f- MM' =rt.x -+- , 

«Hjuation donnée plus haut pour une droite qui ne passe |mis |>ar l'origine des coordonnées, tandis que g = ex est celle 
de toutes les droites qui miiplisscnt celle condition. La discussion de ces deux formules en fera mieux comprendre la 
généralité. 

80. — fCt d'abord, il est évident que, pour la droite AM' {fig. 34) : 

tang. « =s — taiig. M'Ax *= — a' ; donc, l'équation de cette droite sera : g := — a*, x. 

(x>nsidérons maintenant les équations : 

[t] J = rt.x: n^x, [21 

et voyous quelles valeurs de 9 011 obtiendra ayant x pasilif ou négatif. 

!• Si les valeurs de x sont positives, on aura : 

lf = o.x, g= — a'.x» 

et la droite rcpr«*‘srntée par U première est dans l'angle yAx, puisqu'à des valeurs positives de x répondent des valeurs 
pc»sitives pour jf. Le lieu géométrique de (a deuxième est AM'", droite située dans l'angle f'Ax, puisque les valeurs 
{losilives de x en donnent de négatives À 9. 

f>es valeurs négatives de x changent les ét|iiations [I] et [2] en : 

ÿ — rt,X. j| = fl'.X. 

\ji inTinière ap{»arlienl à une droite AM" située dans l’angle x'Ag'. car 9 est négatif en même tenqts que x. La deuxieme 
est relie d'une droite, comme AM', située dans l'angle x'Ag. II résulte de ce qui précède que les équations [f] et [2| 
ii'ayant pa.x changé de forme, elles» sont celhrs de toutes les droites passant |i>ar l'origine des eorüoiim^^s. 

81. — Si par cas «i s= les forinule.s [t] et [i] dcviennenl : 

ÿ ï= O.X , y srt rt.X. 

Les droites auxquelles elles appartiennent feront, avec l’axe des x, des ongles égaux, et se couperont à roriginc. 

L»' pixMluit de ces deux formules ««l : g» sr a*, x», éiiuatioii complexe, sur laquelle noii.s reviendroîis (n* 164 '. 

81. — ira{>rès ce qui n été exposé (n« 49 , il est évident que : 

laug. MAP = long. « = u = ; 

e'csi-à-dire que a étant égal au rapport entre ronlonnéc et l’abscisse d'un point d'nne droite, celle tangente pourr.i 
rire ixunplacée par un nombre. 

88 . — Reprfiinn.s les équations : yssa.j, y = — «'.x. 

Ponr les ronslrtiin*, un fait x — un nombre qiielconqiie, à l’niiilé par exemple. Cette unité peut être arbitraire, aura 
une longueur du choix de relui qui opère; mais elle doit être roimue, afin que les opérations soient sensîMcs & tout le 
inonde. 

On portera de A en P, sur l'axe des x (lig. il), une longueur AP égale à relie unité, pour la première équatiun, 
puis, par le point P, élevant une {terpcmliriiiaire 4 Ax, on portera sur cette |H*rj»eudiciilairc, à partir de P, une lon- 
gueur PN = a, puisque y est positif. Joignant AN, ce sera la droite demaudée. On voit ce qu'il y aurait h faire pour U 
deuxième équation. ' 

84, — Il |K*iit arriv er que l'angle de la droite avec l’axe des x soit égal à 45® ; or, la tangente trigonomélrique de eei 
angle <**1 = I ; ainsi, dans les formules ci-dessus, a = t ; o'= I ; donc ; 
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y = x; ÿ~— X. 

i|u‘il Tau! l’onstruire. loi eotnmc au n' ')3, roU x < ; Ü vient : 

ï = i; — 

Portant de A cti P, sur l'acte des x positifs, une longueur AP = i (fig, i5', au point P, on t^lèvcra une |terpcndieu-> 
taire M PM , indéfinie , à Taxe den absHs(u>^ ; oa prendra sur cette perpendiculaire une longueur PM = I , pour jf s? 1 , et 
une lon^çueur PM'* — I, jk)ur # * — f. Joignant le |»niiu A aux points M et M’.les droites AM. AM', seront les lieux 
^géométriques di'S équations données. 

On aurait eneorc pu construire ces équatkins en suppoMint x * — I ; car, ru portant de A en P*, du cété des x néga- 
tifs, une longueur AP' * — I. et, ructiafit |»ar P' une parallèle à l’axe des ordonnées, on prendra sur cUe, à partir de 
P', une longueur P'M"= I, pour ÿ s= 1 do la première équation, et une longueur P‘M" = I, pour y » I de la 
deuxième. Joignant A aux point.s M"' et M", on aura les tnénies droites que dessus. 

S5. — Oïl construit l'équation y » «x-j-è comme celle que nous axons examinée (n* 44). Nous allons montrer qu’elle 
:<p|»arlieiil h toutes les droites d'un même plan rapportées k des axes rectangulaires sans passer par leur origine; mais 
les signes de se.s ronslanles n'éiaiil {>a.s toujours les mêmes, elle présente plusieurs xariétés, de sorte que nous aurmi.s 
il discuter les é^iualions .suix ailles, toutes renfermées dans In {H*écédenle : 

[I] = [i] [3] y x= — d. x 4 * ; L*1 y = — «-J— *• 

Si l’on a ailermitivemeni y -- 0, x.= 0, dans la formule [I], il vient : 

j = — -*'=AH; ir=t = AB, 

O 

cquation qui apparlietit (ii** 49) à une di*oiie telle que KM' ;fig. 23). 

On peut encore construire eelle éifuation en menant par le point B. }K>nr lequel y * à. une parailèic BL ü l'axe des j- ; 
puis, en ce même point, on fera un angle M'HL, dont la langimtc irigonométrique =a <i. 

De réqualiun [2], pour y * <), x = 0 : x = AP ; y c- — 4 Aü ; 

ilone elle est eelle de la droite BM (fig. 2f> . 

I.Vquation [3] donne, pour y 5= 0. x = 0 : x — -^-- AP; y=r-è = AB; 

résultats qui indiquent que celle équation a {tour lieu géométrique in droite PM' (tig 27 . 

4 

Eiilin, l’équation ’ 4], de laquelle ou tire, pour y = 0, x-0: x = — — =?AP; y~ — 4 = AB, 

appnrtienl à la droite P>T^ (flg. 2K . 

tt. — (Jue 0 * I : dons cette eirconstanee (ii*54\ l'atiglc de la droite avit Taxe des aliscisses xaut 45<*, et U‘s quatre 
•'iiuations précédentes devieimeiit : 

jlj J = x+t; [i] , = J-— I; |;)1 ,= — Jtl; [4] » = — J— I, 
imisque encon* 4*1. attendu que, dans mi triangle reidangle, le cdté mljai’ent et le eété opposé à un angle de 4-Vsoni 
égaux. 

(loiistruisons rci]uatioii [I]. y ss 0 et x = 0 donnent : x * 1 AH ; y r-; ( s AB. 

Donc les droites KM' (fig. 23 et 29) sont les lieux géométriques de cette équation. 

I.a droite P'.M est celle de l’éipialion [3], puisque y * 0 et x = 0 donnent (Bg. 29] : 

X*lz=AR', y = _| = AP'. 

Eiillii, comme on peut s’en assurer parles mêmes uioyens, les droites ItB, IUT |,lig. 30 appartienuent aux équa- 
tions [3], [4], et .■u>ni perptnidiculaires entre elles. 

67. — Par les détmls qui précèdent, il est sufUsamment démontré que. si l'on déduit de l’équation d'une druite les 
]KMUts qu'elle a de eommuits avec U*s axes eoonluniiés, U est facile de tracer cette droite. HéNdproquemciit , si l'on doiuie 
rordüimée y du point où une droite rencontre l'axe des y. et ralïseisse de son iiitcrseelioii avec l'axe dt*» x. on eoin|Mi- 
sera l'équation de cette droite. Soient (tig. i6) AB * 40; AP * 9 éch. n'* I . L’équation de la droite doit être de la 
ftiniie y = 0 . X 4- 4 ; restent à déterminer a et 4 (n* 42). Or, le Iriaugle ABP donne : 

Il ) tang. APH ou tanp. » ) ) AP ) AH , uu : K ) a ) ) 9 ) 10 ; d'où : o = -|p 

Mais II® i9) 4 =- AB * 10 ; donc: If — ^ est l’équation de BM. 

Dans ces opérations, il fanl prendre garde aux sigiïcs des eoordoimécs des points d’miersectkm. lei. y = — 10* AH, 


Digitized by Google 



— 41 — 


rt X nsi pcMiitif; e’eâl pour cela que nou» avoii» écrit 1Û. Il e&t im(K)rlam aussi de lenir compte du signe de lu tan- 
gente trigonométrique; dans l'exemple proposé, elle est positive. 

On [murruil encore coiiiposi'r réquation d'une droite si l'on avait l'abscisse ou l'ordonnée d'un de ses points d'inter- 
section avec les axes reelangukires, et lu taugentc trigonométrique de l'iUigle qu’elle fait avec l'axe des x. En effet. >i 

X ^ 9t et II = . le triangle rectangle BAP duiiiie : 

tn 

H I lang. * Il AP i AB, ou: l|-ÿ-I!9!AB; d’où: AB — — 10; 

cl ronséqiientnienl : y s — tO, 


Prakkmes relanrs t la lifM éroiia éaas ta plu. 


68. — ProblèflM rremter. Tcovtrr VAjuatum ti^unf Uguf droite yui imtae par detj paitiU domu^t daita aa platt. 

On dit qu'un ou deux points sont donnés loratiu’ou désigne leurs coordonnées. Si, |H)ur 1*1111 de ces points, on avuil 
If =s 0, X = 0, il serait . 11 * 7 ù l'origine des coorc)oniM^!s. et le problème serait déjù résolu, puisque nous savons la 
fonne de réquation de toutes 1rs droites assujéties à passer par l'origiiie (n** 49), et déterminer (n*^ 52) l'inconnue a 
qu’elle hmfernie. Mai». |»ar l’énoncé du problème, les eoordonnées des deux points étant arbitraires, il veut être ré^snlu 
d'ime manière générale; l'équntion cherchée devra convenir à toutes h*s droite.*», t[uelles que soient leurs initions dans 
le plan des axes adoptés. Ici, tromim! désormais, nous emploierons les axes rectangulaires. 

Or, pour toutes le.s droites situées dans le plan de tels axes ii** 55), 

j) = o.x + k. [Ij 

équationdanslaqucllc A et 4 sont des indCieriuitiées {n* 421, puisque h droite est assujétie ù deux euiiditions; lorsqu’elIeH 
seront trouvées, le prubUmie st*ra résolu. 

Soient dune y', les coordonnées d'un des points, et x y ', celles de l'autre. 

Faisons reiiian|uer, av ant d’aller plus loin , que lorsqu’on dit que x' et 9 * sont les coordonniVs d'im point , eela exprime 
quex' et y' tiennent lieu des valeurs de x et y; il en est de même {kmic y' cl g". (U’Ia posé, si, dans rétinaliun [I], un 
met successivement, pour x, ses valeurs x' et x”, on aura, pour y' et y " : 

y' = ay-l 4; [2] y" =s ax" - i- !• ,- 3‘ 

c‘est-à-4lire que puisque U*s |>niiits donnés sont sur la droite eliereliée, réquation do celle-ci aura lieu en rem(d.ie:inl x 
par x\ y par y’, etc,, etc. (n* 41). 

lU'tranrlmnt [3] de [2], il vient : y' — y" =: a (x' — x"), d'où : a =s -y,— - j ; .- 


if — H 

Substituant , }»our a, sa valeur dans ^2] : 
il'où : 


^ x'— y 


' t *: 


Hrinplavinii a et 4 {Mir leurs valeurs dans l'équation [1], on a : 

J- -F y' — 


y — y- 

y— x" 


•y; 


d’où l'on tire ; 




équation de la droite eln'rcliée. 


l*ouc coiisutcr davantage la vérité de cette formule, résolvons le problème i>ar la géométrie, 
î^il done M' (tig 34 le imiul pour le<|uel y = Al*', P'M'i=- y'; et .M' le |H)inl pour lequel x” := AP". P M " = ÿ . 
Les deux triangles semidable.s M NM' et M'N'M duiineiU : 

P M _ p'\ 


M N : M .N' :: M'N : mv 


c'est-à-dire 1 


d’où: MN’ = -^ 7 “ .M'N', ou 


AI--AP 

ce qu'il fallait prouver. 


AP— AP' 


68 . 


“ Il lions reste à démontrer que la formule : y — l«| *^*1 générale 011 apiurtient U 
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t(»utc» Irft <lroili'& qui par deu\ points situés d'une manière quelconque dans un ptaii. Nous y par\ tendrons ci» 

formant iliverst's hypothèses sur les coordonnées i\ jr', et s‘\ y"- 

I» Concevons que p" = p' ; on trouve : ÿ — y* = {j — jr',, d'où ; y = y*. équation il’une droite 

purallèle à Taxe des x (ii» 39), puisque (fig. 32) les points M', M", ont de» ordoiuiées égales : y ss y' is y" = l’X. 
V'W ^V"W. 

2“ Que J-" = j', il vient : y — y'= expri*»sion inlinie. 


Mais, si nous résolvons l'équation [n j [»ar rapport à x — x\ nous aurons : jr — x' ( 3 ^~*y'\ 

d'où il suit, d'après notre hypothèse, que x — x* — " 0, et, cooséqueiiiimnt , x - x'. Or, les abs- 

cisses étant égales, les points donnés, M' el (dg. 33], sont sur une droite parallèle à l'axe des y. 

3* Si y' = y", el x' = x", l’équation [«] devient : 

y — y = — (x — x). 

O qui nous apprend que la |tosHion de la droite est indéterminée [n* 39], car elle doit passer par un seul point dont 
les coonloniiées sont x\ y'. De même que est le signe de rindéicrmiuaUon, o est aussi indéterminé, une droite étant 


assiijctU^ à queb|ucs conditions; aiiusi, l'équation prée^'^ilunle peut être rctn(>lac<'*e par la suivaule : 

y — y' = fl(x — x"). 

i|iii sera celle d'une droite qui devra passer ]»ar un point donné. 


4*'Dmislecasuüy' = 0,x'.= 0, una ; y = équation d'une droite qui passe par l'origine des coordonnées (n*^ 49'. 

O* Supposaut y'= 0, l'équalioii [a] donne : 


y = 

fnrmulc qui revient à celle-ci : 
t>o KiiJiii , pour X* ^ 0, ou a 



y sr —MX -f- è. que tious avons construite (ii** •»5\ 


y. 


y — y'^ — SL_)î_x; jl'oii : y- — î'. X -f- y' , 

équation sciiibluble à la précédente, etc., etc. 

80. — ProMèaia dauièflM». Treairr IVyini/fon d’aNC droi/c ifui pttnf par un point donne et est aunj^tie û é/rc pnnttUIf 
a une ttroile donner. 

I.'éqiiation de la droite doimée sera de la roruic g ^ nx f è. et a cl è seront connus. Les valeurs de x cl y pour le 
l»uint drtiiiié seront x’ el y'. 

l’our une droite qui passe par un (loiitl duntié, on u (ii** 39) t 


x';. ii>] 

a' désjgne la laiigeiile Iriguiiüiiiélriquc de l'angle supposé de la droite avec Taxe des x. 

Pour que deux droite» soient jiurailèles, leurs angles avec l'axe des absi’i.vse.s doivent être égaux, d'où il suit que 
n -xz M. StiMiluant dans [D], pour n‘, sa valeur, y — y' = a (x — x'), sera l'é<tuation de la droite ehereliée. 

ilFxn.iTtuv nKOMÉTniot'K. — Soit Hit la droite donnée (fig. 34 \ et M' le point donné par lequel il faut lui iiicikt une 
|kauUèle U'M. On aura : a' — «. 

.Menons, |Kir M', une iwirallèle k l'axe des x; le triangle MM'H donne : 

K * tang. M'U * llM , ou: < ! -r — -f' ! y — y* ; donc: y — y’ = rt[x — x’). 

INnir construire celle équation, on se coiifonnera h cc qui a été enseigné (n” U .. 

81. — Pour rendre les formules des ii^* .>H et OU plus intelligibles, appliquoms-des à un exemple. 

[)) li] 

l.a première a rapport k une droite qui doit laisser par deux (toînls donnés; or, ces points Mml tellement situés dans 
le plan des axes reelanguJaires (tig. 31;. que, pour .M' (écli. n" 2] i 

x = x' = 8^AP'; y = y - M = P'M'. 

Pour M" : x = x*' = 4 -- AP'; y^y^ = 7 = rM ". 
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SuhKtittituit CCS val<>tir$ (iaii» réifuatînn [<], il ^icllt : 

g — 41 — — **J; d’où: jf — Jl-3, équation de f).M. 


l.'é<|ualion de BH (Ht;* 34) eM jr — x ->-3« inciUT, par le point M', dont Ic5 (*oor«tonnérs aont : xc= y = S,iis Al"; 
g ^ g' = 12 SS P'M', une parallèle à cette droite. 

Hans l'équalioii de BH , on a : o = 1 ; donc, dain» l’équaiiuii [ 2] , on doit aa^i avoir : a =s 1 ; elle devient donc, après 
les suttsiimiioiis : jf — 12 = x — 5,3 ; d’où : ji = x -4- 5,3 , ét|ualii>ii de IV.M , |uirailMe h BH. 

fil. — Pi^iJèaM trotâléaMi. ItHei'Viiner if potnl d’intfrurlhn de deux droiiei dont on t'onnnU les dgëatioas. 

Les équations des deux dixMles s»ont : y = i»x fr ; y = o'x + I»'. 

I.e point où les deux droites se coupent étant ( oniinun à l’une et ù l'autre, elles ont eu ee lieu des coordonnées épirs ; 
ainsi : g ^ y. ou : ax -{ è = a'x b' ; 

c est-a-dirc nue : x s=- -, 

‘ fl — fl. 

Mettant cotte valeur ù la place de x dans l'équation de l’une des droites : g = 


Ces valeurs de x et y sont les coonloiiiuV's du jioint demandé. 

„ . . , , b — b' fl'^ — (ïT 

Il peut arnver que « = o ; alors : x — — ^ — ; y = — , 

4‘xpre$M0iis inliiiies qui manifestent que les droites ne se reneoiitreiit pas. Au reste, on a vu que, |»our le eas de fl = it\ 
U*s droites sont imrollèles (n" 50 ]. 

$ 3 . — (^laiid on a à la fois : « = a', 6 = b\ les valéurs de x et y dev ienucnt , ou indéterminées, et 1rs iminls des 

deux droites sont communs, puisque encore les équations de ces droites sont identiques. 

t^’un plus grand nombre de droite.H soit donné, ou elles se reneontreroiit toutes en uii point, ou en des |K)iiitK diffiV 
rents. On se convaincra de cela en cuuibinani réqualion d'une dts droites av ec celtes de toutes les autres ; si les rcMillais 
fournissent pour x et y des valeurs égales, les droites se 4MU}»eruiit en un même point ; ce sera le contraire si les cuur- 
donnikii sont inégales. Ces vérités seront sensibles par «les exemple numériques. On trouvera que les droites dont les 
c(|uations suivent se cou|K«nt en un p<jint dont les coorduiuices sont : x =3 10, y = 20 : 




10 • 40 


10 ^ 80 


>5 . 

y = — .-x-4- 


210 


fU , 2HU 


y sa — X i- 30 ; 

mais les droit*?» d<?s éqtialKJUS suivantes se coup<?iit en des points différents : 




10 


y = -* X -I- 


40 


280 


20 , 
n^-* - n 


, =—,1., iw. 


64. — On verra que celle méthode est également propre à faire counaltre les points d’iiitcrseelion de deux ou plu- 
sieurs courbes sîtuc4?s dans un plan, comme 1rs iiilcrseelious des surfac«rs planes ou courbes données de posiliou dans 
l'espAce. Toujours ce .sco'ont des équations à deux ou à un plus grand nombre de variabk*s, i|u'il faudra cuiubiiier pour 
eu déduire les valeurs de ces variables, valeurs qui devront être communes aux courbes ou aux surfaces, si r’esi de 
riniersc4-lion de celles-là ou de cellcs-ei que l’on s’occupe. Chereber les valeurs respectives de plusieurs variables nm- 
reniiécs dans des formules diverses, c’est éliminer, entre ces formulc-s, celle.v de 'va variabU‘s dont les valeurs sont don* 
nées en fonction de la variable dont on «?*ilcule la valeur. Si donc 011 {tossède bien la science de réliiuirnilion, on sera 
bientét initié dans celle de rupplicalion de l’algèbre à la géométrie, car celle-ci est fomiée sur celJe-là. 

66. — ProtSIàna qutrMoM. Troiirer ('rtaylc de deux droites Honndes de po»itiou dans sa plan par teun egMliona. 

i.es équations de tes droites sont : y = fl.r 1- à ; y = «'x 1- b'. 

Si nous supiKiSons (tîg. 33, que la première ap|uirliem»e à B4, et la deuxième à 1)4, a exprimera la taiigimlc lng<»- 
noinétrique de rungle h[\x, et a\ celle de l’angle 4Ux. 

On sait que, dans tout Irimigle B41). l'angle extérieur 4D.r est égal à la soniiiic des angles intcriciii*» lUl), àlil); mi 
aura donc : BAD = M = ADj — AB. r ^ a’ — s; 


et, par suite: taiig. M — lang. ( 

pour expression de l’angle de deux droites. 


_ tailg.a — laiig. a _ a — » 


I 1- long, a tang. a' 


! f- 
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•8. — FroMèflM ctBqaltaM. Tronrfr In (vuditions pour que deux droitn dont ou (-oflu^tr U$ dqMtions toienl 

prTpemiU'uiaim entre ellee. 

lorsque (ieux droites sont pcrpondiciilaires, ta luiigeiUc Irigonom^trtque de leur angle est ifü^rtic; ainsi, d'aprt'^ le 
problème précédent, non» aurons : 

Ta,.g.M=i=“ ; 

ce qui exige que I -4< aa' = 0, condition nécessaire {>o»r que deux droites soient perpendiculaires. 

On fait un fréqueut u&ugo de cotte relation entre les coeOteienU de x dans les équations de deux droites por(teiidiru> 

ütir<^. Ou en tire : [t] a — — fl' = — [2] 

l\>ur la formule [2], si la droite BO (fig. 35] devient perpendiculaire à l'axe des x. et soit B'M , alors sa tangente h 
est infinie, et la forimile [2] donne a' = 0, ce qui montre que la droite DA doit être |»araiièie à Taxe des x et prendre 
la position de MO. 1/inverso de eelte proposition a lien pour l'équatioit [I]. 

Dans le cas où l'on sera amené à avoir une relation de ta forme I h m' 0, les droites qui, j>ar leurs équations, y 
auront donné lieu, seront perpeiidieutuires euln^ elles. En effet : 

H- aa' sa I -f- long. «' tang. « = t -j- \ v ^ ~ cos. *' cos. « -t* sin. «' sîo. a = cos. ( «' — a' , 

oos. V cos. <x \ » 

et conséqucmmeiil ; cos. («'—«}=* 0; donc; M s= «' — « =s 90«, qu'il fallait démontrer. 

97. — IProkMm* «iaLlèaM. Atsujétir une drvUe à ptuier p«r «a point doan<^ el à rencontrer une droite donnée nous nn ongle 

déterminé. 

Que BO (fig. 35) soit la droite proposée, et g ss nx -f- 4 [t J, son équation ; M , le point donné et dont la position. 
ilaiiK le plan des axes Ax. \g, est lixée x', g'. 

Nous avons trouvé (n*^ 59] pour équation d'une droite qui passe {uir un point donné : 

, — = l'), [î] 

dans laquelle a’ est la tangente Irigonomélrique de l'angle inconnu que doit faire la droite avec Taxe des x. Pour déter- 
miner ret angle, il faut connaître relui qu'elle doit faire avec la droite BO. En conséquence, eoncevoiis qu'il doit rire 
droit ; alors, la relation entre la tangente trigonoinétriquc de l'angle de la droite donnée avec l'axe des x, et relie de la 
droite cherchée, devra être (n” 60) : 

1-f-da'=0, d'où on lire : a' ^ 

A. 

Substituant h la place de n* sa valeur dans [^2] : 

g — g' = — ^^x — x') équation de .MB', droite cherchée. 

68. — Supposons mairdeiiaiit que la droite cherchée doit faire un angle quelconque avec la droite donnée. On déter- 
minera a' par la fonnulc ( n* 63 ) : 

,i «• a'— A . , A i V 

Tang. M S5 > « , , , el on aura t n = , *— «• » 

^ I 1 AA I — oV 

et réqustion [2] devient : g — g'= V — ■*’*)» é«|uatiou d'uiic droite telle que .MD. 

Si la droite doit faire avec celle qui est donnée un angle de 45*, ou aura : V = I ; 

O - 4 - 1 

donc : g— g's= '(x — .r^i, sera Féquatioii d'une droite telle que MN. 

88.~ PRusLèMe 8IXISME nisoLi* cboN»:TaivveitE>T.-— Que U droite cherchée doive être perpcmlicuUirc à la droite don- 
née. Si le jMjint donné est en M (fig. 35), le point d’iulersecliori sera en N*. Par ce point, lucnuus une parallèle N'm à 
Taxe des alisrisscs; elle rencontrera l'onioimée g' du point M en a. Le trtaoglc .MmN' donne : 

B ] tang. MN'm ] ] «N' ] M» , ou : B ! — tang. « ] ] x — or' | g — g' ; 

mais : — tang. a'=^ — tang. [ M.N'B — nN'B) ~ — Uiig, (90“ — «) := — col. a = — * 

donc: i| — jT**-*^ — x' ] g — g', d'où: g — g' = — 

On voit commciii on se conduirait pour le cas où l'angle des deux droites devrait être quelconque. 
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7t. — Mp«lèaM. Trouver Vejftremon dt la diaiance entre an point dona^ et NfK* droite donui^e. 

Kiiire le$ divcrst-a dùMaiH'es qu’il pcul y avoir d'un point donné & une droite, U plu» courte est ccUc que nou» cons»> 
déferons la première. Dans eetle eireonslaiicc, la droite qui joint le point k la droite donnée sera perpendiculaire k 
celle-ci et aura pour équatiuii (tr* 67} : 

y — j' — — .L(x_x'] [I] Cette droite est MN'. 

I.'équaliüii de la droite donnée BO(fig. 35) sera : |ssaj'-|~è> (i] 

Reste h trouver l’exprcîssimi de lu longueur MX' comprise cnlro le point M donné et la droite BO. 


Onsaitquc: I) = — •^i*+TÏÎ“f'!* [3] 

exprime la disiunec entre deux points donnés (n* 10', Ici t et y tiendront lieu des coordonnées de N', et s', y\ des 
cooitlonnées de M. Si nous avious Ica voleurs numériques de ces coordonnéi», en le.» substituant à leur place, nous 
aurions, en nombre, ta longueur de MN'. Nous eoniiaissons Ica coordonnées de M; évaluons celles de N* à l'aide des 
équations des deux droites. A cet effet, rappclons-nou.s ce qui a été cuscigne (n** 69 . L’équalkm [I] |h;uI être mise 
sous la forme ; y =. -{x — x’J+y' 

Remplaçant y par sa valeur dans [9], il vient : 

11 . t x'i-fly' — aè 

ar-f-ès= don Ion lire: j* . 

« ‘ ; w * f +fl*. 

ns* ~4~' a*y' - 1 - è 

Substituant au lieu de r sa valeur dans [9], on a : y = coordonnm du |M>iiit V d’inierste- 

tion des deux droite» MN’, RO. 


j-'-t-fly' — ai» _,Y , «x'-+-flV Ï-T 

I 

J. . yiv> -U ff'— ax' — b 

dou: MN'jiaX-^- 

V/ 1 4- 

expression de la plus courte distance du {loiiit donité k la droite. .Mais celle expression devant être csscntieUeojenl pusH 
live, on aura soin de prendre le .signe supcTicur quand le immérateur y' — ax' — è sera positif, elle signe inféneiii' 
quand ce numénitour sera négatif. I..a même retnarque s’applique aux formules ci-après. 

71. — lut plus courte distance d'un |mitit à une droite se mesurant sur la pcr|>ciidiculairc à cette droite, toute autre 
distance se mesurera sur les obliques menées du point À ta droite. Ainsi, prenant une oblique MD quelconque (fig. 35\ 
son équation sera ^n* 6K) : 


Donc : Ü = MN' = ^ 




*4- 4 } (y* — ffx ’-~ 
i 4‘4- 


• ® 4* V / _M 

*-»=•,— VT "" = 

et celle de BO : y = ax 4- fr. 

Oii aura pour l'abscisse du point A d'iiiterseiiioti : 

-4*V 


[î] 


(I) 


«X 4’ è I 




ffx' 4- Vx* b — èVrt — y* 4 ^ a Vy' 
V ; r-f a* ' 


Substituant celle valeur dans [2J : 
donc ( 0*70) : 


flV4-aW4-«è4- AV — ay' 4 -a*\y 

I v,r-r»f; 


tV- 

+ -y, H-.-; 


U = y \ JîfliA''!!:* * + — >' + «ÿ y' 

V , ) + a*j 

— // T^” — I)' i ’—."*' — *;*+ [« + v lÿ ,'— »j' — 1|‘~ _ //'T~ÿ« 

l V ‘ 


b\ — 


et eJiliii ; 


M» = ± 


+ »: 


-ay—b // t+v 

V T+«'7 


«T— *:• 

[Vt< + .',p 

["] 


formule générale, quelle i|ue soit la distance du point M à la droite HO qu’on veuille déierniiner; car, si l’on coiuiaîl la 
tangente trigonométrique V (ii“ 68) de l'angle que fera la droite sur laquelle on devra mesurer la distance avec la droite 
donnée, on la sultstitucra dans cette formule, qui donnera ta di.xtance demandée. En effel, eoucevoiis (|iic l’oblique sur 
la<|ueiie doit être mesurée la distance fasse un angle de 45 degt^ avec la droite RO ; alors V ~ et il vient ,n^ 68' : 


D«MN 


4- 


y' — a s' — b 


VT- 


[»] 


t 
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Si cpt Riigio est droit : V = oo. cl l'équation [«] donne {n« U7} : ï) ^ M\' ^ ^ ; [r] que iiouk 

V I t“ s 

ii\ons trouvé pour la plus courte distance (n* 70 1 . 

73. — Examinons quelques cas particuliers des roriniilcs [«]« [A], [r]. Si le point donné dont on cberche la dislame 
fl mip droite est & l'origUic des ooordonnées, alors f' s 0, y =£ Ü« et la runiiuir [r] sc réduit à : 

"-i-tn:- 

longueur d'une perpendiculaire menée derorigiiie sur une droite. 

l.a formule [a ] donne : D — it - \- 

longueur d'une droite menée de l'origine sur une droite donnée et devant faire avec ce)]<>-ei un angle dont la tangente 
irigmiomélriqiic = V. 

Pour la formule [J>] , on a : D « i I» y , — 

kmgueur de la droite menée de l'origine sur une droite donnée et devant faire avec elle un angle de 4<V. 

73. — Si la droite donnée était |»arallMe à Taxe des onlonnées. romme LP par exemple (lig. 35\ la plus l'ourle üis- 
tanre ML du point donné M & cette ligne serait égale à la différeiu'c des abscisses, et la perpendiculaire menée par ce 
|M)int aurait pour éituation la valeur de l'onlonnée du point {n" 39). Pour toute autre distance MF ou M\' de M à lu 
droite PL, voyons quelle sera .son expression. 

L'<S|U8tinn de LP sera (n^ 39} : jr» h. 

Celle de MB', sur laquelle doit être mesurée la distajicc M.V(ir' 59}: g — g' = fl' y . 

Or, la droite LP étant perpendiculaire à l’axe des abscisses, a est inHni, et rexpressioii de l'angle que fait MB' avec LP 

éluiil fn** r>H ) : Va < nou.H pourrons en déduire la valeur de a. 

*• ' H- flrt' ’ ^ 

En effet, mettant cette formule suus bi forme (n** U7| ; 


pour A = oo. 


cl I cquHtiou de MU' sera : 
et les coordonnées de N' : 


S — g V 

» = — Ÿ 


donc: Ü = M.N'=f';»-x’)'+(-^,(. — yj— ,'+/)■= K— ^ + 

On voit, d’après rcs résultats, rumnienl on oblioiulrait la distance du point M à une ilroile m\\ {^ralKde à l'axe des 
iiliiscisses. Il e»t toujours bien évident que, pour la plus courte distance, elle sera égale à Mm, différence des onlonnée.s. 
Il cal facile de déduire ces conséquences de la foniiuln [a' du numéro précédent , car celle formule peut être mise sous 
la Pirtiie : 

JL_y_ ^ I T+V» 


cl pour une droite donnée parallèle A l’axe des ff, u est infini; doue in* U7 : D = — — V V*-|- I , expressian 

y 

de la distance MN', trouvée ci-dciaus, puisque — » è' a AP. 

74. — Si le point donné est sur la droite donnée, les coordonnées x' , g', de ce poml doivent satisfaire à l'équation de 
la droite ; on aura donc : g' .= «y + b’, et conséquemment la distance est nulle. 

75. — Ou sait que le rapiwrt de la diagonale au cété du carré est V'' â ; ee rapport existant aussi enlrv' les for- 
Riiile.s de distances : 


„=4-_»nfLr± . 
- V i + «' ' 




n s'ensuit que le rapport entre la plus r.unrtc distance d'un puitil à une ligne et sa distance comptée sur une ligne fai- 
wml avec elle un angle de 43®, est a îT c*e6l-A«-dire que ~^ÿj ^ 
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AfpliaÜQB its r»mel«s précéëeates. 


— Les enordonnées du point M {lîg. 36) sont : y = 4 ; y' = 20 ; par ce poml , mener une pcr|H.'ndieu]ajre ii In 
2 

droilc LB, dont réqnatioii c&l : jf *= y x f 8, et trouver la iongueur de la perpendiculaire comprise entre le puiiü 

et la druile. 

Ona: " = ‘3-; {&)i.n»î). 

L'équalion (ii® 67) de tn perpendiculaire sera de la forme : y — y' s=fl'(x— y), et la condition dëtrc |>erpeiidirii- 

2 3 

lairc exige ^n® 66) ; I 4-a«* = 0» on ; I = 0 ; donc : o'œ — ~ ; et, pour équation de la perpendiculaire MP : 


c'est-à-dire : 


3/-»'=-y(x-y): 

3 


d'où : 


f-26. 


formule que l'nii roristruil comme il a été indiqué (ii® 44.) 

Actuellement, puisque n = , la fonuiilc (n* 70) : D ^ , donne : 

3 _ \/ 1 4* O* 

1) =s MN' s= 7,77, distance demandée. 

Supposons, pour cnordoiinées de M\ y sa — 4, î= 20 ; Téqualion de la perpendiculaire sera : 


y— i0=— y(x f- 4), 


et In plus courte üiMance ; 

Que, pour M' ", y = — 4 , y' = - 


y = — 


M'N «= 42,22. 

> 20, un aura, pour équation de la perpetidicolaire M'^'P" : 


3 


y 4-20:^ — y (x+4), 


ÿ = — y X — 26. 


cos. M' AM"' == . 


ou ; 

et la plus courte dislaïU'C ; M'"N‘“' =r 2f,4 1 . 

Knfin, si, pour M", on a : y = 4, y' as: — 20, réquation de la perpendiculaire M'*N" sera : 
y -1- 20 = — ÿ (j— 4), ou: ys=— — 14 . 

Pour la plus courte distance : M”N" = 25,55. 

77* — Proiiléaia kattlèas*. 7n>iii'cr rexprewtofl dr /'anyle de detu droitei dooMent par teun étfuatwnÈ. 

(>ii peut toujours, à deux droite» t|ui se cou|H‘nt dans un plan, en substituer deux autres (fig. 4), AM ” et AM"', qui. en 
|MU«anl i»ur rungiiic, leur soient pnrallMes. nous prenons sur ces droites des longueurs telles qu’ou ail: AM AM ”>'= I. 
le triangle M''.VM"' donnera : 

AM" -h ÂM"'— .M">r' 2 — ÏTW' 

2 Xm'\'am'"‘’ ~ir. 

I 

Nous mon» Irmné fn” 10) <|ue : M t, — — j-')* = j/> — + j*— a r*. 

* 1 f 

Déplus: AM ' = I == y»4-x» ; [4] et: AM' ’ =* 4 = y»-|-y»; [2] doue: M' M ' = 2— 2 [yy' h xx' . 
et t 00,. M" AM'"= ±- * + 

Cela posé, Icqualion de AM" est : y — ox; [3] cl relie de AM"' : y' = (iV, [4] 

Ix^ produit de ces équations étant : yy' = aff'xj'. il \icnl : <h)S. M == (oa” 4 - 4)xj”, 

Maintenant, pour avoir la valeur de xy, élevons au carré les formules [3], [4], noos aurons ; 

y» Z= fl'j® ; y'» = n'*y*. 

Menant dans rcs carrés, pour y* et y'*, leurs valeurs tirées de [I] et [2] ; 

I — x* = «*.r»; 4 — y* — a'*y*; ou: rt*j*4-a*=4; <i'V* 4- x' • =- I . 

4 

' - vi+a^' 

: COS. V, expression demandée. 


On en lire t 
COS.M’AM":*^- 


\/4 4-n* 
4 -\-aa' 


\/îTü'’ 

Si les deux droites étaient pi'rpcnüiculaircs entre elles, il est évident que, dans ce cas, cos. V =ï 0, et. par suilc. 
4 f- OU — 0, propriété déjà démontrée [n® 67 . 
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CHAPITRE IV. 


tfUÜM 4e It lifie 4roiu dus l'es^ice. 

78 . — Nous abolis montré (n" 22', i]uc, connaissant deux projections d'un point de Tcsikace. la positiou de ce point 
était délcrfiniiéc. Il .suflit aus&i de deux projections d'une droite pour que cette droite soit coitniir de position dansl'esr 
|kare; car, si l’on conçoit |»ar cette droite des plans {H*rpendirulairca à deux dt« pians coordonni’’», h>s intersection» de 
ces derniers a^ec les premiers seront les projections de la droite sur les pians ctmrdoimés ; mais la droite devant 

être à la fois sur ses dent plans projetant», se trouvera ât leur commune intersection. Donc, eminatssaiit deux projections 
d'une li|fne droite sur d<‘ut des plans coordonnés, si, |>ar ctiaciux* de ses projections, on élHr un tdaii |»er{Nmdiculaire 
au plan .>>ur letpiel elles se trouvent , riiitersection de ces deux plans sera le lieu de la droite de l’^^qiare. 

De liiéine, pour préciser U |>osition d’une courbe dans l'espa<*e, il ne Tant (wls plus de deux de scs projections sur les 
plaiLH coordonnés ; mais ces projections ne sont plus les traeirs de plans projetanl.s : elles .sont les (rares de surfaces per* 
peinlieulaires aux {dan.» coordonnés, surfaces engendrées |Mtr le mouveincnt d'une ligne droite qui lounicrail autour de 
la courbe de l'espace, paralléicinent è ellc-fitéiuc. On conçoit (me là que rcs aurfa<*es projetantes sont cylindriques, et 
(|ue les projections d'une ligne courbe plane seront ellesr-niétm^ des courbes, ou une eourlH^et une ligne droite, suivant 
que ta courbe de l'es(Niee ne sera pn.s ou sera dans un plan perpendiculaire à l’un des plans de pixijeetion. 

Cela posé, si l’on connaît deux des projections d'une droite sur les plans coordonnés, il devient facile de déterminer 
les relations entre les coordonnées des points de cette droite; car, d'après ce que nous avons vu (ti** 57) si nous eom- 
(Mvsüfis les équations de ces projections en vaiiablcs des plans sur lesquels elles se trouvent (n* 2T, ces équations M'roni 
iitissi eelk*s de la droite pro|K)»ée. Ajoutons que la foraie de ces équatious devant dé(iendre de la position qn’affectcnl 
les projections à l'égard des axes, U est essentiel de savoir si 0 (>s projections sont |»raUèU‘S à l'un d'eux, ou si ctlus font 
des angh^ avec ces ménies axes; ce dernier cas comporte des iN]ualioiis moins simples que le précéxlenl. 

78.~<kjnsjdérous d’abord le premier cas, et soient (flg. 12' .NN'elQQ' les projeelions de la droite MP; la première, 
sur le plan des ix, la seconde, sur relui des . Ces proje<'tioiis étant parallèles à l'axe d(*s la droite MP, à laquelle 
elles appartiennent, est perpendiculaire an {dan des .rÿ, et cnnséqiiemmcnt les équations de 4*es projectimui s«u'uiit n* 39 ' : 
s = \y = b, j=:iiidéAni; jr = AQ'=:d, sr indétini. 

X SS à a lieu pour tous les points de la droite >N', comme pour tous ceux du plan MN', qui passe par cette droite et 
est parallèle au plan dea La valeur de ÿ ne change (ms pour la longueur indéfinie de ni pour aucun des (voints 
du plan Mt,)’, parallèle au [dan des zs. 

D'apn-s ces eircoiuUaiices, il est bien cUir que les éqimticms ci-dessus ne sont [ml.h Kculcmeiit celles des |»rujec(kin$ 
NN', QQ', mais encore des plans projetaiis MN' et M(J'. 

Ainsi des formules de la furiue : x ^ 8, y = 7, - = indéfini . étant données, |>uui‘ les construire, on portera, sur 
Pixe des X, une longueur AN' « H (écb. n* 2); puis, par le point N, on mènera une parallèle mdéniiie à l'axe des ; ; 
ensuite, prenant sur l’axe des g une longueur AtJ' ~7, {wir Q', on fera (msscr une parallèle indétiiiie à l'axe des z. <IcUe 
iqiération achevée, on élèvera, par les droites NN', QQ', de» {dans (wrpeiidiculaires à ceux des ij et des .:jr;ieur inter- 
section dans res(»acc déterminera ta droite .MP, représentée par les équations donnée». 

On peut construire ces équations d’uiw nuire monièrt* : porlea, sur Taxe des x, une longueur AN'=* K, et, sur une 
parallèle PN' à l’axe de» y, jirenez une longueur PN' = 7 ; au point P, élevez une perpendiculaire PM indétiinc, au- 
dessus du pian des xg, elle sera (larallèlc à l’axe des s. 

AcUicUemcnt, si l’on revient à ce qui a été dit (n* 27], au sujet des diverses portions d'un point à l'égard di» plans 
«‘oordoimés, la même diMnisstori est applicable aux équations des pnijivlion» de In ligne MP; car, faisant éprouver aux 
coordoimées de ces équations des variations et combinaisons de signe.», on {dnn^ra cette ligne dans l’une ou l'aulre des 
huit régions des (dans tujontonné's (fig. 43/; et, de ees diverses positions qu’nfl'ectera ta droite MP, il ne résultera pas 
d'é<]uatioii d’une forme étrangère à celles données, seulement 1rs variable» x, y, i, auront des signes différents. 
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Tout cola «t’appliquera avec la inî^ine facilité à une droite rapportée & des axes obliques et panJlèle à Tuii d'eux; se.s 
«‘‘quations ne se distingueront nullenient des préeédeiites. Mais, si cette droite n’était plus parallèle Â l’un des axe^ 
obliques, ses équations reiirenncraieiil plus de tenues, seraient plus («omplcxes que si elle était rapportée à des axes 
rectangulaires; aussi emploierons-nous ceux-ci de préférence dans nos rceberelics sur la géométrie à trois ditneiksions. 

9ù. — position d’une droite sera connue dans l’espnre du moment qu’on aura les équations de deux de scs pro- 
jections; néaumoins, on a souvent besoin de connaître les trois projections d'une droite, d'mie courbe, d’une surface. 
Un détermine la troisième les deux autres, en éliiitinanl eiilrt* clics relie des variables r, y. s, qui n’appartieiu pas 
au plan coordonné sur lequel est la projection rberchée. Cela sera d'autant plus possible, que les expiations des deux 
projections cnnnuxts n'ufcrmerunt les trois variables x, g, toutes les fois que ces projections feront des angles a\ci- 
ies axes des plans. C’est aiiist que, si les projections sont sur les plans des ^ et des .;jr. r*S|uation de la première sera 
(il i et X, et celle de la seconde en i et y. La troisième projection incomiue aura une équation en xg, puisque, devant 
se trouver sur le plan de ces variables, il faudi'o élîinîiier s encre les équations des deux autres. Cette équation sera du 
premier degré, si eeIU»s d’oii elle lire son origine sont du preinix^r degré; alors clic indiquera la projection d'une 
droite (il* 4G^ ; mais si elle est du second degré, ctlc pourra convenir à la projection d’une courbe plane, ou è double 
courbure, ou d'une surface, comme on s’en convaÎDcra pat- In suite. 

81. — l ue droite nit (fig. 37) étant située d'une iiiaiiicre quelconque dans l’espace, trotner l’équation de ses projet - 
lions. 

On aura les projections de cette droite sur le» plan.s «x, ;y. xg, en menant par lotis ses imiiits (ii* 29) des perpcinii> 
culaires è ces plan», qui seroitl aussi itarallcles aux axes Ay. Ax, A«, tellement que les [toiiits O et m .seront les projec- 
tions du point B, de la droite «U, sur les plans ix, ;ji.le point a élaitl situé sur le plan desxy. Knfm, on reconnaîtra que 
les droites 00', mM, aN, sont les projections de 1» droite dont il s’agit. .Nous considérerons les deux première.s. 

Par les |M>înts O et m, menons OA. mK, parallèlement à Taxe des pui.s .ML, parallèle à l'axe des g. et OL, à Taxe 
des X. Les triangles OAO', .MuK, rectangles en A et K, dmincnt : 

U ; uog. O'OA : : OA : AO' ; 
ou : ^ I * • I ♦ 

donc : AO' — a* ; 

mais: AO' =* LO'— I.A =» x — a; 

et cnnséqiicnimcnt ; x— » = a. ; ; 

d'ott : x—rt.c-i-îi; 

équations des projections 00* et «M. Noos le.s axons ohlrnues par les moyens déjA conmis n* 49). Il est bien entendu 
que \es quantités a et ^ sont tes coordonnées des points où les projections de la dmilc cnnpent les a\c.s x et y ; et « 
et A. les tangent!» Irigonomélriques des angles des projections avec Taxe des 

Pour avoir l'équation de la projection rN sur le plan des xy, éliminons i entre les foniinlcs ci-dessus, en inullipliaMl 
la première par A et la deuxième par a, et retranchant le ileriiier produit du premier, il xiciit : 

» = 

Nous répéterons ce que nous avons déjà dit (n* 79) : que ecs équations ne sont pas seulement relies des droites 00'. 
Mm. bN, mats aussi des plans projetants de nH. qui sont perpendiculairi» aux plans des ;x. 'g. xy. llonc, si l'on dorme 
deux équations telles qnc : x = a. j 4- « î y — A. i 4- P t 

HIes signiûcront qu'ituc ligne droite devant sc trouier à la fois sur ces deux |dan.s, sera à leur commune intersec- 
tion II* 7M). Oti ronstruim ces équations dons leurs plans, désignés par les varialiles <|u’elles reiiferinenl, confurnié- 
mciii à ce qui a été ense^né (n* 44 \ 

91 . — Savons niaiiitenant la droite de Tcspacc sur l’un des plans coordonné», sur ;x, jar exemple, et soit 00' llg. 37, 
relie droite. Ses pi'ojeclions sur les plan.s iy, xy. se (‘oitfondenl évidemmeiil avec le.s axes, püUi|u’elles sont LA , 01), 
Pi U» équations : x = «.; H«; y=sA.i-|-*t, 

dans le.s(iU(‘}lcs on a : A ss 0, ft ^ 0, donnent : x » a. ^ 4 - s, y » 0, pour équations de 00'. 

Si la droite de l’esitace eût été mM, alors : a :=s 0, a = 0, et t x ss 0, y ~ A. ; -f- seraleLt ses équation». 

8S. — Lqc droite, (>ar sa position dans l'espace, peut être parallèle à l'un des plans cuordunnés; il résulte de là d'au- 
tres couséquence» pour les équations: [rt] x=:o. 5H-a; y = A. ; 4- Ji. [A] 

Eu elfct, soit MN (bg. 40} mie droite située dans le plan Ml'S.N, parallèle au plan de» :g. Sa projeciinii m'm" sur ce 


Il ) iang. M»K ) ) wK ) MK ; 
I : A : : i : MK ; 

.MK = A; ; 

MK = I.M— LK = y — 
5— S= A.;; 
y=^A. ; i ?. 
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|iUii aiirn uno «Quation de la forme [<t], mais sa projection an' sur Ir plan des ^tant une perpendiculaire & l'axe Ay. 
il s’enatiit qite, dans [ l>] , é s= 0 ; d'où : jf f). 

Considérons la droite NV fip. 42 , dans nn plan M'SV, imrailMc au pian d<^ itf. Sa projection sur ce plan aura 
une équnlion de la forme [ù] , mais sa projection sur le plan des ix étant perpendiculaire à l'axe des j*. a — 0, cl l'équO' 
lion doient : t s a. 

Kniin, soit NN' {flp. 41'. imcallMe an plan des ly. On a évideinmcnl, pour ses projectinus m'n" H a'a : a oo. 
^ =s oe, cl les équations [a], [^], donnent, pour équations de ces pnqcctîuris : jas r *sî H'm"; i r- e« Ha'. 

I.'équation de VS sera de la forme : jf = a'. T-f-ii'. 

84 . — Cne droite de l'espace étant donnée par scs é«|uatioiis, on jieiit a\oir tiesuin de ronnattre les lieux où elle ren- 
contre les (diiiis eoordmmt^, e'esl-ù-dire les points où oetle droite, étant prohmgéc, perce ers plans. Pour trouver ces 
points, on remarquera que, le lien de rcncontpe de la droite avec chacun des plans coordonnés ne devant être qu’en lui 
{K)int. ropéralioii consiste à chercher les coorduniuVs de ce point )uir les équations do la droite. Or, il suflit (n* 5) de 
deux variables |K»ur délormtncr la iMJsilion d'un |mint dans un plan, et les équations de la droite en renfcrinenl trois; 

donc on annule celle île ces variables x, y. étrangère au plan que la droite devra (>ereer, nn aura coordonnées 
du |Miiiit do rencontre. 

Suient : x = n. ; 4 - a; JT *= ü. ■: 4- ?. les équations de la droilo donner. 

Pour savoir si celle droite rencontre le plan d<>s xjr, il faut faire ; ^ 0; il vient : x =: a » AO; y s |ii s Am ss On 
lip. H7', et elle le perce an iminl a. 

Nous aiiron.*i soit point d'interseclion avec le pian des jy au miiyrii de x s; 0. dans ces équations, ce qui donne : 



, >Hl-à-dire que riiiterseelion a lieu en d(‘SMms du plan des xy. dans la partie toute négative y'Ax' (fig. 13 '. 

86 . — V oici un cxciiiple iiuitiérique (érh. n* { : 

11 

I.CS équations de la droite «H tlg. .17) Sont : x— yy.;4-H; y=i4-6. 

Si 1*011 fuit • = 0. dans ces équations, on aura : x — I i ; y = 6, cuordoniices du point n, où elle pirrcc le plan des xy. 

Pour y =s 0, on a : x == 6,5; ; =» — 6. Elle jiercc donc le plan des zj dans sa région partie positive, partie négative. 

Knlin, si x ~ Cl, il en résulte : ; — U.O; y » — K,9, et la droite «K rencontre le plan des ;y dans su partie toute 

négative. 

Il ne faut pas com iure de ce qui préeixle que toutes les ilruites de l'esiiaix* doivent percer h*s plans coordonnés; car, 
.Vil jr en a de parallèU's à un un a ileuv de cis plans (n" elles n'en irncoiitreroiit que deux ou un. Ainsi, |>our 
i|u’une ilruile (M'uiètre, étant prolongiV, les trois platis, il faul qu'Hle ne soit porallcte à aucun d'eux. 

86. — Hepceiiuns les équations : x -- a. ; 4 - 1 ; y — ù. • V 

î.orM|iie. dans ces équations, les quantités «r. «, h, 4, sont coimiit's, il est bien clair que les vanaldes x et y le sont 
HDSsi, et qu'il n'y a d'indéleriiiiiié que la variable ou bien, plus généralement, avec les quaiilité» a, «. b. connues, 
il y aura deux quelconques des variables x, y. qui seront connues, et l'autre indéterminée. C'est-ù-dirc qu'il ««si indif- 
récent que l'on consi<lcrc comme iiidétcniiiiice laquelle que ce soit de c«*s variable» ; car, en lui doimant des v aicnrs, on 
iihlicndra farilemeiil les valeurs corres|H)ndnnlcs des deux autre.s avec les<|urilcs et celle de la première on construira 
.vut.int de |>uints de la droite de rcs|iacc. 

3 t 

.\ppJiquons cc raisonneiiienl à un exemple. I.(*s équations : x y ; 4 B ; y = - 1- 6 , 

sont celle» des projections «V, »M" {llg. 38), d’une droite de l’cspaee. Décrire cette droite. 

(lomnie il suffit de deux points (ic* 39) pour connallru la diretiion d'une droite, mm suuhnncnt dans un plan, mais 
encore dans l'esikaee, si nous considérons z comme indéterminé, et que nous lui donnions deux valeurs, nous oonnal- 
tmiis deux |mints de U droite. 

Soit ilone ; » 4 ; il v ieiit *. x « H ~ Afr ; y ss K s= èe. 

Pour : « 12, on trouve : x = 17 c= Ad ; y s= 12 n dy. 

I*ar les points O et C)*, ainsi détermines, tirant a'OO'M, ce «Ta la droite dernaiHléc. 

87 . — Si, dans les équations : x ^ o. 2 -f s; y su é. ; 4 - les quantités a, a, b, nu lieu d'ètre connues, étaient 
imlélerininées (n*'4i , la droite .secail assujétio à quelque condition, comme de (»a.ss4T par deux points donnés, dépasser 
l>ar un }>oint et d’èire parallèle ou periK’iidiculnire ù une droite donnée. 


Digitized by Google 



— 3< — 


tt. — Nou-*i mnntreroas qu'on pont ^gaiement déterminer la succession de» points d'une ligne courtfc située d'uiu* 
■nniiièrc quelconque dnns l'espace, les équations de deu\ de ses projections étant données; mais coiiime il arri>e fré- 
<|uemment que les courbes de IVspace qu'on considère sont les inlcnkcclions de doux ou d’un plus grand nombre de sur- 
faces qui se pénètrent, elles ne sont i>as toujours plar»es, et sont le plus souvent à double ci>urbure, c'csl-à-direquVIIes 
n’ont ixis tous leurs points dans un même plan. Néanmoins, il est aussi aisé de fixer leur position dans i'csitacc et de les 
dttTîrc daits leur lieu que de déteriniiier la suite de leurs points, eu diiunaiil eomeiiablemeiil des valeurs li Tune do 


variables x, g, i. 

S9. '-'Jusqu'ici, nous avons considéré la di'oile de respiirc coiiiiiie élaiU située d'une niaiiicre qucli'onquo; si clti* 
|uissc i>ar l'origine des plans coonlonnés, il est bien rüiir que, dans les équations : 

les quantités a et ^ seront nuHes; doue : 

x = «-3; y = ;; y Aj. [A] 

90. — Représentons par I. la droite de ces équalious, laquelle fera, avec les axes coordonnées, des angles ^iig. IJ 
que nous désignerons par », »'', le premier axec Taxe desx, le deuxiciue avec relui des jgr, le troisième avec celui des ; 

ür (n^ 30), rexpression des cosinus de ces angles est ; 

-C t t f, i 

cos. = cos.î- Æ cos. 5= 1“ ; 

d’où: X — I.cOR. y = |.ros. 5 = 1 . cos. y". [B] 


.Mais on lire des équalious [.\] : 
l.es ét|uations [R] donnent : 
donc : 


j| _Lci>s.y' 

J “ L cos. y 
cos. »' 


L eos. y 

I.COS.-/ 


cos. s 


I. COS^s' 
I. IN)â. 


co$. V . 


Mettant rcs valeui^ dans. les »|uatioiis [A], nous aurons des forinulcs en fonriion des cosinus des angles que fait lu 
droite avec les axes coordonnés : 


X — ^ - • CQS. y , . _ J_os._y 

cos. y'^ ** * ^ ~ eos. y" * * cos. y 

Ces mêmes valeurs, substituées dans les équations générales d’une droite, leur ilonneiit la tonne ; 

cos. a , cos. »' cos. , 

x= V — -5c_ f J- — , j-%; 

cos. y ’ cos. y ^ ‘ ^ cos. y ' 

ou : (•*^“*) cos. y"= eos. y ;; (ÿ — cor. y*=: jcos. y'; (jt — y = "/ 


autre.s équations d'une droite de l'espace, dont on fait usage en nuVunique. 
91. — Si, dans les équations : x s a. 5 ; y = è. 5 ; 


It 

x = fl, 54-a; 3f = fr. ; j fs: y ss — (j— * f- S, 

les langenles trigoiioiuétrique.H a cl fr deviennent thaïes h Tunité, on a ; 

x = :; il — ;; ï — -c; x — 5 ^- 1 ; = ÿ = x — ïi-fi, 

équations qui nous apprcimcnt que les droites de l’espace auxquelles clics appartieniiciit sont situées de telle nianicic 
que les pi*ojcction$ font avec les axes des aiigIcK de 45*. On construit ces équations comme celles des n** 54 et 55. 

99. — Fr«WèB« praalar. Trouver Ti^Batioa d’uue drvUe qui fmt$e pur dcax point» Aoun^s Attiu rr*piifc. 

(.es coordonnées des poiuU donné» sont : pour lu premier, x', y’, ; pour le second, x', f". et le» équations de 

la •Iroile cliercbéc stîront de la forme : x = a. i-h»; y = 4, 5 -f- Ji, ^|] 

Mais puis(|u'eUe doit imsscr t>ar le plan dont les coordonnées m>iu : x’. g \ i \ scs équations seront satisfaites en .miIimi- 
tuaiit x', g\ i la place de x, y,; ; donc : x' = a. j'-f- *; y' « 4. [2] 

i.a même chose pour y”, x ', •" ; donc : x'* = ; l" = H- % [5] 

I.a droite cherchée étant ossujétie à nne eoiiüition ( 11 * R7 , les quantités 11 , fr, «, S, sont încomiues. On délcnninrra t 
r>i 3 en nitraiiciiaiii les équations [3] de (2], et les équations [3] de [4 j : 

JT — .t' = n(s — »'): SI — f»l 

y— x'' = o(î'— sr' — = — i"). 

Ces deux résultats sont, chacun en particulier, les viiuatioiis d'une droite a&sujétie à passn* |Mtr un point donné. 
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Nous avons encore à di^lermiuor « el ft. Les i^quations [5J donnent : n = ; 



SidtMiluaiit res valeurs dans [4], oo a cn6n : 



4N|uations de la droite demandée. 

— U est aisé de s'assurer que tes expressions l'cndent toutes les conséqticiict^ des liyixitliéseA qu’on peut faire 
sur ta position de ehaïun des points : Supposons que : = i‘; il vient : 

x — i’ = -'.^C-'0]=^0'’ » — »'= = 0 ; 


d’oil : xss x' y — f *• 



Effceluaiil 1<» o^nVatiou» indiquées et réduisant, ou trouve : j- ^ x" ; y — |f". 

94 . Pour mieux faire rnmprrndre la forme des équations du ii** 93, nous allons indiquer comment oo les oblieui 

par la synthèse. 

Soient 39) N’ cl N' les points donnés, el NN'M la droite qui jias.se par ces points. 

Les projections des points doiiné'S sur le plan des ix sont m" et ta', et, sur le plan des a' et a. La droite N.N'IU a 

pour projections sur les mêmes plans, M'w" el a'M Par les points ta" el mciiuiis les parallèles «"A el m'k' à l ave 
des i, cl les parallèles « ’« cl «'*' à Taxe des x. De raéme, j>ar les |M)inls n cl a', iiienotis les droites a/ el a'/', parallèles 
à l'axe des 2 , et les droites aè'. a'a. parallèles à Taxe des g. 

Les triangles «' Am' et aaT, rertauglcs en k el P, domicnt : 


Il ] tang. s ’ I m”h ' km' ; R : tang. ? 1 1 a'P * l'a , 

en nommant « et ^ les angles des projcitions de la droite avec l'axe des z. 

Les coordonnées de N étant x", g‘\ z"; celles de N', x', g', cl celles de M, x, y, z, il résulte qu'on a ; 

lia;; — i" ;x' — x"; I ; k :;i'— J* — 

. y— x" . f'— 

d ou : n = ’* ^ ~ 

Actuellement, les triangles M ’ai, rectangles en A' et 1, donnent ; 

H ^ tang. * * * «'A' * A’M' ; H | tang. jï * * al ’ IM'', 

el enfin : aï=s— — A «J? — 


Mettant pour a el A leurs valeurs trouvées plu» haut, on 
^ x'^ — x" .... 


» /-"l" ' 

y— ’» — -TcrV^- 


[A] 


99 . — Il nous reste & prouver que ces équations conviennent à toutes les droites de l’espace. I^)ur cela, nous forme* 
runs diverses hypothèses sur les coordonnées x*. y\ z\ et x", y”, z". 

Soit jr" = jf'. U vieil! ; x — x' — » = $'*— y'i 

ce qui nous apprend que la projection aa' 40} de U droite MX est parallèle à Taxe des i : ce qui est évident, puistjuc 
la droite MX est dans un plan parallèle au plan des zx {ii® H3,. Ensuite, la projection de MX’, sur le plan de zx, est une 
droite comnie «' «’. qui fait, avec Taxe des z, un angle dont la tangente trigonoinétriqiie est : 

y— x" 

L>ne y 011 trouve : x — x'^ — -^^^(5 — s'); y — ÿ'= — , 

expressions infinies, qui ne nous indiquent rien ; mats, si nous résolvons les équations [A] |tar rapport à : 



on en lire, pour ; = z^z'i donc: 

Ainsi, la droite XX' (fig. il est parallèle au plan lioriionlal, et ses projections m’ ai' et an', sur les plan» de» .;x et 
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iles sont parallèles, la première, à l'a\c desjr. U setonde, à Taxe des ÿ. On a déjà une preuve de cela (n^ 83], mais 
la projcrlion horûumalo aura pour équation ; 

Enfin, si y = y', les équations [A] doimeiil : 



d'ou : jf — — ~ff- {- — -')î 


ce qui manifeste que ia droite NN'(fiK 43), par sa position dans l'espace, a sa projection »"m'"sur le plan des 2 x, (taral- 
lèie à Taxe des ^;et celle na', sur le plan des iÿ, fait, avec Taxe dos un ajigic dont la taujjeiite trigonométrique est ; 

^ t '-iT 


Sous l'Iivpotbfesc ÿ" = jf", y = y', i'— y, Îl vient : 


f » / 

r-x ' = ô-( = 




> V , ,, 


expressions indéterminées, puisiju'on n'y voit qnc la condition de passer jwir un point dont li« coordonnées sont y, ai', 
i‘. Ces formules peuvent être remplacées (n* 59) par les suivantes, qui leur sont identiques (n** 93) : 

X — y = «;i — a'); y — 


X X = -7“ 


-y' 


i^^Iicaiiaa des foraales ; 






96. — Sfliriit, pour le |>oint X': y= W; )'=Î3; i'=30 = SX' (Hg.39); pour le point S: x"=8; ," = 7; 
i"=IO = lX. 

Les fonnules eiUies reviennent donc aux suivante» : 

— *9 = 4^,ü = 

qui sont les mémos que : j — y ; — I, 

équations dea projoctioiis O'M' et CM" de la druito NM, qui passe par les deux points donnés. Pour les construire, fai- 
sons (n“ 44 ) i = 0 : on a (éeh. n® 2) : x = — 2,5 = AO'; ÿ = — I = AO. 

Ensuite, pour jr a 0 et y = 0, il vient : s = 2,38 a Aa" ; i = 4,25 = An'. 

21 tri 

Le rocftlcieiit de dans l’équation de la projection O'M', est la tangente trigonométrique de l'angle fr« "M , que 
fait cette piDjoolion ovcc Taxe des j; et i est celle de l'angle à'a'M", que fait la projeiliou ÜM" avec le même axe. 

97a — FroMaaa* 4MnièoHi. I*nr aa point donné dnnn l’espace, mener nne parallèle à nnr âroHe donnée. 

5^icnt X =s tt.i 4- a, y = 4.; 4- ^ les équation.s de la droite donnée, et y, y', t\ les coordonnées du point doiuié. 
Cela posé, la droite demandée devant être dilTérente de In droite donnée, ses équations, quoique de même forme que 
les siennes, reufennerout des oonstanlcs a', b\ différentes; ainsi, scs équations seront : 

[1] x = a'.j + «’; , = >'.34-ji'. [3] 

Mais clic doit laisser par le point qui a pour coordonnées y, y’, donc : 

[2] y = o'. y' = à', y -h P'. [4] 

Heste à déleniiiiier a' et et a' et à'. Pour les premiers, retranchons [2] de [Ij cl ^^4] de ^3], il viendra ; 

J— y=B'(j — y); ÿ_ÿ'=y(; — y), 

équations des proji'clions de la droite cherchée, qui passe par le point donné (n** 92 et 95). Pour que celte droite mhI 
parallèle à la droite donnée, il faut (n® 6<1) que u ~ a’, à = h', c’&d-à-dire que les angles des projections de la droite 
cherchée avec l'axe des s soient égaux à ceux des projections de U droite donnée. On nitrit êone : 

X — x' = fl{i — y); y — y'=îit(j — y], équations de la droile cherchée. 
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M. ~Si Ton iinvait pax doimf' un point par lequel ou ilût mener la droite parailMemenl à la droite domuV, et qu'on 
eût H'uicineiit demandé les eonditiotis iiéei^saii'cs pour que deux droites fussent parallèles dans l’espace, alors, leurs 
équalioiis devant a\oîr a s» a', ^ ss 6^', pour que ces conditions soient remplies, on aurait : 

J* = a: « ; jf = 4 - ^ , pour équations de la droite donnée, 

et: x = aî-i-s'; jr = pour équations de sa parallèle. 

Il est bon de faire observer que quantités «' et fi' sont indéterminées, parce qu'il y a une infinité de droites paral- 
lèles k la proposée; mais si ces qiiaiilités sont données, la position de la parallèle sera connue. Cependant, s' et ^ imu- 
>Aii( être donnés de diverses manièrt's, il arrivera, suivant les valeurs que ces constantes recevront, ou que les projections 
des droites (tarallèlcs se confondront, ou ne se cmifondrontpas, sur l’un des plans coordonnés, tandis que, sur les deux 
autres, elles rempliront tes conditions voulues de parallélisme. Cela esx évident ; car, de ce qu’on peut placer une droite 
de l’espace parallèlement à une autre droite, aussi de l'espace, d'une infinité de manières différentes, il s'ensuit que les 
quanliiés a' cl fi' doivent varier comme les (M>sitioii$ de la droite & laquelle elles appartieunenl. 

Soit a différent de z', et fi. de ou aura deux droites telles que NN cl MM' [fig. 43 '. Les projections de ta première 
sont »»*, a"a’", et ont pour équations : 

x^a.z + n; y — ÿ = -^{j — z) H- 

Les projcclioitK de la seconde sont mir', m ’si'", M "M "; elles ont pour équations : 

T=în.i + z': ÿ=è. g = A(j — «', 

Lu second lieu, si z diffère de a', et que p ss fs', la projci tioii se cniifomlru avec la pi'ojfx'lioti les pro- 
jections X''X"', ne seront plus à U même distance, tandis que les projections aa'. mm\ n’en changeront pas, 

leurs équations seront : 


j- = n.î + ,'i , + ÿ = -^;x— •') + ?. 

On voit, d'après ces formules, que Ic^ droites de l'espace sont dans un même plan |>er{iendiçulttire à celui des 

Kn troisième lieu, que « — z', et que fi diffère de : la proj<'ctiun mm' se confondra ayee la projei-lioii bm'; les pro- 
jections sur le plan des zg resteront les mêmes, et les projections N^’N"', ne seront plus aux niéine.s distances, 

car en aura, pour équalimis des uru'S et des autres t 

h 

2 -i-z; ÿ = y =_(x — z)H-|ï; 

T = o.: + !i; J = + , = .t(x — ,) +ÿ’. 

Kn quatrième lieu, si z et z' = les deux droites de l’espace seront dans un même plnii {KM'pciidiruluire au 
plan de.v jy, et .va trace sur ce plan sera leur projection, tandis que les projections sur les plans des is et des :y seront 
k des distances égales, puisque leurs équations sont : 

x = a. i-lz; y — è. y = -^(x — z) + a — -jj-x. 


X = fl. 2 -i- »' y = è. 2 + z' ; y = Ix — z' ) -4- — X. 

Enfin, si Z SS z', ^ = les deux droit<^ du l’espace n’en feront qu'une, dont les projections seront : a»', n’’n’’\ .N 'X'". 

99. — ProMème troUiioMi. rmarcr /’fluyie d'nne droite t!e iViipflcc flfcc te» prejcrlie».v svr ie» plans coœdomuf». 

Soit Ifig. 13) MS la droite de l'espace; M'X', M"X", .M"'X'", scs projections. Tour trouver l'angk* que fait ccUe droite 
avec sa projection horizoutale, iiienoiis, par un de ses points M, une parallèle MO au plan horizontat. (^ite parallèle 
sera perpendiculaire à XX", et égale à M''X", pulM|u'eiie est, avec celle-ci, dans un même ^aii vertical MX", et sont 
ftarallèics comprises entre parallèles : ainsi, l'angle XMO sera celui de la droite avec sa projection horizontale, et : 


laug. XMO = 


.NO 

MO 


XO_ 

M"X". 


NO = NN" — MM" = 2 '— 2 " , et ( n“ 29) : «"X" = V/'V — — 

donc : .anp. XMO = long. X 
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l*ar un autre N do la droite MN, menons NCV, pai'allèle k M'N'; nous aurons NO'= .M'N', eoinuie parnilMts 

intercepté entre parallèles, et le triangle MNO' donne : 

«V.V MO' !MM'— M'<y 
l«ng.51M) = 

Mais: MM' — M'0' = jr" — g'; et[n®i9): MN' = \/[V — — î" * î 

donc : tang. MNO' =a 77^—-- = tn«p. B , 

y^X — X . -T" .- — » J" 

expression de l'angle rjue fait la droite MN avee sa projection M'N' sur le plan des ix. 

Kiifiii, par le point M de la droite donnée, meiKMis MO"', parallèle à la dixnte M^'N"'; nous aurons MO"» 
ruumie parallèles intercepté entre parallèles. I.e triangle MO 'N donne : 


tang. MNO' s 


r s tang. B, 


; nous aurons MO"» M^'N" 


. NO" NN'— N "O 

tang. NMO — 


et (n« 49) : 


tang. NMO" = 


Mais : XN"'»N"'0"=sx'— x"; et (d« 49) : M ";V"= i ■,* ; 

x'— x" 

donc : wiig. NMO' = tang. D = j a'— a”;»'. 

Aiu.si, on volt que le prtiblèmc consiste u prendre deux points sur la «Iroite et à en assigner les coordonnées; puis. 
I>ar CCS points, menant des {larallèlcs aux projertions de la droite, on obtient les valeurs des angles demandés. Mais si 
les formuler qui les donnent sont connues, comme cwlessus, on remplaeera x', g\ i\ x", g", i’ , pw les >alcur.x qui 
leur convicnnciil pour les points choisis, et on arrivera aux expressions numériques des angles que fait une droite de* 
l'esparc avec scs projections. 

iW. — ProblèoM qjuMrtéaM. Trowirr i'eaglr de deux droHeu do«l oa n teu étiuâtioua. 

Soient x»ffi4-«, g» les équations de la première droite; x»a'i-f-a', g » è'i -f- relies de ta se«rondi*. 

Nou.h avons déjÀ résolu ce problème ( n® 3 1) sans employer aucune des constantes des équations des droites. Ici , imu.x 
fournirons une expression plus générale de l'angle demandé. 

Si l'on revient sur ce qui a été dit dans le imiitéro cité, on comprendra coimneut les équations pré«‘édeiites |H‘uveiii 
être remplacé (>ar celles-ci : jzsai, g»è«, pour la première droite; 

X = u'i . g ^ è';, pour la seconde (lig. 16). 

On sait în® 31) que : eus.Vs:^ _ — - - [A] 

lorniuie dans laquelle x\ g', i\ sont les coordonnées d‘im point pris sur la droite AN des premières équations, cl x". 
g , i ', celles d'un point pris sur la droite AM des autres équations. D'après cela, les équations de ces droitra aiimnl 
ciicoro lieu lorsqu'on rempliwera x, g, i, par x^, g', i', et par x", g", i", on aura donc : 
y»a;'; [1] g'=è:'; [2] 

[3] [*1 

Mettant, pour les vnriabira X, g', x", g", leurs voleurs, fournies [»ar ces équations, dans [A] : 

aa'-V- èt*- l~ 1 

cos.^ = -Çv> ■ î r i “ “ 

Tel est le cosinus de l'angle de deux droites qui se croisent d'une manière quelconque «Ions l'espace, et ce cosiiiii.soi 
évalué uu moyen des duimées de la question. 

loi. — Si l’angle des deux droites de rcjqutce est droit, dans ce cas. le cosinus » 0; d'où il suit qu'on aura la l'elulion 
suivante entre les coefiieients de x : ou'-f- 1 =s 0. 

lOS. — Actuellement, si l'on demandait Ira expressions des angles que font chAcune des droites avec les axes coor- 
donnés. 011 se rappellera (n*3f) qu'en désignant par x, x', a", les angles de h première droite avec les axes Ax, Ag, 
Ai, et par 9, ceux de la deuxième droite : 

^ , g' . î! 


On sait ^n® 31) que : 


V^'- t->qry ' "* ; 


~ yy’+f-’+Y- 


eos. 9» -r-}--,- 




ï"» t- J"*.' 


Substituant dans c« formules, pour x*. g', t\ etx", g", i". leurs valeurs tirées ries écjttnikms [I], [jj, [.'Ij, (4], 011 
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V*'+h’+t 

V 


COS. «" = • 


1 


il est facile de déduire ces expressions de celle de cos. V (n* 100), en iiiiaginaol que l’une des droites se conforKle 
alternativement avec l’un des axes coordonnés. Coueevoiis que oo soit .AM (tig. 46), dont les équations sont : 

y* 

Si elle devient l'axe des x, il est évident que y" = 0, = 0, et, |Hir consé^iuent : fr* — 0 ; 0 î 

ce qui est sensible, car AM étant Taxe des x^ sa projection sur le plan des sjf est un point à l’origine des coordonnées; 
donc : fr' = 0. La condition d’étre perpendiculaire A Taxe des ; veut «’ = riiifiui = ; d’où ; 0 = , ce qu’il fal- 

lait démontrer. Ainsi, faisant y = 0, dans cos. V, et divisant ensuite par a', on a : 

4 


cos. V=r 


/Th 


-h 


n -I- 

i ' Va* i-V l- I 


V/a*-4.*«4-4 


Que AM soit l’axe dc.s y, les équations de cet axe étant s" = 0, jr" =: 0, il en résulte : a' 0, -A- = 0. et. par suite : 

P 


cos. V = 




3 + 


M 

1 V'o* I - |P« I- 1 




Enfin , si la droite AM devient l’axe des j, alors : = 0, jf" — 0 : d'où : o' = 0, fr' — 0 ; dom? : 

V * 

COS. > = "T"7^’’T' = COS. * . 

-f. 4- 4 

Si, cil uonservaiil à la droite d\M la position tpi'cllc avait en premier lieu, on amène la droite AN k être alternative- 
ment l’un dc.s axes, il sera aussi facile de déteniiinur les exprcvslon» des aiiglc.H de relie droite avec les axes coordonnés, 
d'après celle du cos. V. 

Si, des expressions des ARglc:s des deux droites avec les axes, on tire les valeurs de m'. bb', 4, pour les porter dans 
rr»s. V, on trouvera : cos. V ^ cos. s cos. ^ -H ro.s. %' cos. -4- cos. «" cos. fomiulc identique à celle du ii*' :H . 

Êlrvani au carré les deux iiiembres des expressions dont il s’agit, et les ajoutant, il vient : 

co.H.’a H- to5.*«'-f-cos.* a" ~ 4 ; cos.»^ 4 - cos.*y 4-ros*ç-"=ï I, déjà connus (n" 34 . 

103. — FroMé— cS^qnléwa. rroarcr U» coadilioaj aiVcwaircs pour yac drax draite» »e consent d<m« tftpacf, et, hrnque 
te* coHdiliùhs nonl rem/flte», trouver ie point d'intenerlion. 

Ixîs équations de la pinuicrc droite sont : x=sa. ;4-a; ys=à. ;4-{it; 

celles de la deuxième : x s=s a', a 4- a'; y == à', s p'. 

Or, d’aprt>s l'énoncé du proldème, U ne s'agit {vas précisément de trouver le point de rencontre des deux droites, mais 
d'exjiriiner qu'il existe un tel point. Cependant, si ces druiti's se couplent (n'^62], les coordonnées du point d'iitierscc- 
lioii devront satisfaire aux équations de l'une cl de l'autre. En conséquence, soient y, y', le» coordonnées de ce point ; 
il faudra qu’on ail en même temps : 

x' = fl.î'4-«; [4] y' = é. i'4-f»; [3] 

x' = 4-*'; [2] y' = y'.;'4-f('. [*j 

El , dans ces équations, les seules quantiti'-is inconnues sont x', y', on les déterminera fanleiiicnl à l'aide de ces quatre 
équations, neiraiichons [4] de [2], U reste : (a' — a) y -l- a' — « = 0; [6] 

cl en retranchant [3] de [4] : [fr' — fr)y 4 -p' — *1 = 0- [6] 

De CCS doux restes, on déduit : a' — ; [7] ’f^fr' 

Mais, pour le point cherché, ces valeurs de y doivent être égales; donc : * * ? ^ . 


a —a 

d'où : {fl _ a*) [ a— ^') — { » — y) (fr — fr' ] = 0. [ü] 

(]e sont les conditions nécessaires imur que deux droites se rcncontrt'iit dans respace. 
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Maintenant, l'équation [7] provciicuit de [<) et [$], si l'on siihstîtiie dan.s celles-ci la valeur de a' fournie par cclle-Ià, 

on aura : r = — , MOI 

a — a. ^ ^ 

La formule [8] émane de [3] et [4] ; remplaçons dans rclles-cl j' par sa valeur donnée par la première, 
ilïiciH: ■ = : (<<] 

<'oor<!oiinées du point d'intcrstNrtion des den\ droites, fkourvu, toutefois, que la coiHlilion [9] soit remplie. 

104, oiri des exemples numériques qui jiistiûerotit les résultats ci-dessus. 

Soient: r = 7.i4-8, ÿ=lî.3-(-6; x = 3.i-fr), ÿ = 10. • + 4, les équations des projections de deux droites. 
Il s'agit de savoir si res deux druitesse coupent. 

Or, daeks ces équations, « = 7, a' = 3, « = 8, fi, 4 = 12, 4'.= 10, ^ = 6. y =3 4. 

Mettant ces valeurs dans la formule [9] du numéro précédent, on a : 

(7 — 5), 16—4)— 8 — 6)(12 — tO) = 4 — 4 = 0; 
donc, K'S deux droites se coupent cti un point dont les coordonnées sont : 

= — 6. 

Ies(]uclles on obtient eu mettant, pour a, a', a, 4. 4', S, y, leurs valeurs dans les formules [7j , [8] , [40] , [i 1]. 
Soient encore les équations : j" = 7 . 3 -L 8, ÿ =• 9. 3 4- 3; j ^ 3. ; 4 6, y — 2. s 4- 4. 

On trouve : ^7 — 3; (i — 3) — _ 6) (9 — 2} = — 4 — 44 — 18 ; 

donc, les deux droites ne sc rcnecmlrcnt pa.s ; (‘«•pendanl, elles se croisent dans l’esparc, puisque les tangentes trtgu-> 
nométrkiues, ou les coeflirients de 3-. ne sont pas égaux, cas dans lequel les droites seraient fwrallëles (n* 98'. be plu.s, 
remplaçant, dans les équations [7], |8], [40], [41], 0 . e‘, x, 4, 4', y y, par leurs valeurs, 011 aura |»our y. y, i\ 
des valeurs difl'éi’ciites. 

Imaginons que les points «, «, y, où les projections ri« 8 |) de deux droites devront couper les axes coordonnés 
des X et des y soient donnés, et qu'on demande de dédermiiier a, n\ b, b\ de façon à ce qne les deux droites cliereliées 
se rencontrent. On doimcra ù ces constantes des valeurs telles que la diflrércm'c des produits : (n^n'} Ift — y] — 
[4 — 4') (a — »'j, soit nulle; ces valeurs, on les substituera dans les é<]U 8 tioii$ : x « «. 34 - a, y = 4.; 4 - .S; x = «'. ;4-a’, 
y = y'. 3 4 - y, et on aura celles d^ deux droites cherchées. 

O 1 1 r 1 r .IA.,' t a — a' , ^ — V , a'x — »'« 4 'S — frV 

106. — Si, dans les formules (n* 403 : 3 ~ — ; i = — V-î x^ = — , ; y = — — i'— 

' n' — a * 4' — 4 ’ n — ci ' 4 — 4. 

on fait n = a' et 4 = 4', les valeurs de y, g\ i\ deviciment iiifini<«, cl l'équalion de eundilioii [9] du iiuiiiéro cité est 

vérifiée; ainsi, les droites se coupent en un point iiifiiiiinciu éloigné, c'est-à-dire qu’elles sont parallèles ji** 97). 

106. — ProMèoM ■l » ia »a . I*ar un point tlonMt* ftnoM mener une droite perpetutU nUtire à une droite donn/e ; Irourer 

lea espretaionu des prajcdieiur de h pïua courte dhtnaee du poiut dound à ta droite doant^e. 

Soient x‘, y', 3', les coorduimées du point donné, et : x — a. 3 4- «; y = 4. 3 4~ y les équBtimi.s de la droite donnée. 

Les éiiiiations des projections de la droite eUereliée seront de la forme ; x s: a'. • 4- x' ; y = 4'. s 4 * y. 

Mai^ eette droite doit pa»M>r |uir un point dont les coordoimées sont x', y', 3 '; ses éijualioiis seront »alisrailc.*k lurs- 

ipi'oti nmiplaeera x, y, 3 , par les coordonnées du (vnint donné, e'est-à-dirc qu'on aura : 

[I] y = 4»'; y' =4'. 3 ' 4" y. [«] 

Hliiiiinant x' entre les valeurs de x cl y, et , entre celles de y et y', y, un obtient : 

[3] J — x'-o’ ,j — j'); , — il'- II’;: — [J] 

équations des projectiün.x d'une droite qui passe par un |»oitU donné (n*’ 92 et 93], et qui si'ront celles de la droite 
rliereliée Uirsi]u'üu aura déterminé a' et 4', d'après la eondilion qu’elle doit remplir (ii** 87 d'èlrc perpendiculaire à la 
droite donnée. 

Il est csH'iiticI d'observer que. puisque la droite cherchée doit être [lerpendiculairc a la droite donnée, elle la rcii> 
contrera; ainsi, les constantes de leurs équations auront entre elles (n<* 403} la relation : 

— f*') — ,* — »’) (4 — 4') — 0; 
ou: (x' — * [4 — 4') — y — — y) = 0, [6] 

en même temps que (n* 404 } : au' 4 - 44 ' 4 4 = 0. [A] 

Ür, les équations [4] et [2] domirnt : x' = x' — a'. 3' ; ?' = g* — 4'. 3 '. 

On lire des équations [.'Il et [4] : a' g= ; 4 * = [fi] 
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Substituiiit ees valeurs de o' et V à leurs places, dans les dernières formules : 

«' = x' — iJ ; ?' = ir' — 

llciraiichaiit a de |mrt et d’autre« dans la première formule, cl dans la seconde, il vient : 
RiHraucbant a de part el d’autre, dans la première des formules [6], et fr dans la seconde, H vicul : 


, X — x' — rt ( ; — ' 

fl— a=-- — — — 'i ^ 




(«1 


Cela posé, portons dans [A], pour a' el b\ leurs valeurs [6] ; on a : 
ail — x') , è.’j — ii'1 


• -4- / * -4-1=0; d’où : « (x — j'. 4- è [y — /) 4-i — •' = 0* 


m 


[9] 


Mettons, [tour a' — fl cl è'— b, leurs valeurs [8] dans [5], ainsi que celles de a'— % et p [7] : 

[ j — [i — j'] — jy- 

; — j' — i' J V i — i' A i — 




Klfectuant les op4^rations indiquées : 

(j' — ,){j — ;')(» — 5’) — i’Jj — j’) — — — i') 

— (»'—S*)(^— (j — s') = 0. 

Héduisant cl divisant par (^ — y] ; 

(x' — f') — [j'— «K-— - iJ— x')— (jr — *ï)(x— x')4-[ÿ'— — (i;'[|r — v')=ï0. 

Iléutiissaiil Ica termes muUipliés par (x — x'), [jr — p'), (- — i'), on a enfin : 

[J— ■5*)[(jf'— p)rt — fr;x' — a)] — (x — x'ii^f'— ,aî — fti')] 4-(ÿ — a — «'} =0. '[lOl 

Cette formule et la formule [Uj rcnreriiieiit des quantités constantes, toutes üoimées (»ar la définition du proMèuic. 
Nous verrons que eus formules sont celles des plans qui passent par le iM)iiit dtnmé, et coiitieiineiit ctiacun la |>erpeiidi- 
ruluin\ Or. puisitue cette perpendiculaire est à la fuis sur l’un el l'aiilre de ces plans, elle se trouvera A leur eominunc 
intersection; ainsi, pour avoir ses projections sur les plans coordonnés, il n’y a qu’à eliereher les liâmes suivant les^ 
quelles les plans dont elle est rinterseiiion coupent les pians des xjr, Pour cela, il faut éliminer successivemertt 

X — x*. y — ÿ', entre les formules [0| et [10], 

Chenlions la projection sur le plan des ;x. Pour éliminer y — y' entre les formules citées, multiplions [10] par — à, 
il viendra : — è(y — y') {x — a — n;') 4- à (x — x'! (y’ — p — yy) — è(; — 5*) [a {y' — p) — 6 (x' — a)] — 0. 

Au lieu de — b (y — y' mettons su valeur tirée de [9] ; 

((; — s') -H" (x — x’))(j'—, —«:') + »(X—X')(ir'— P — — » (J — j'; — = 0. 

Rassemblant les termes facteurs de (x — x') el de ( j : 

{x— x'; [fr(y'— ?— fr;’)+fl x'— »—(!;')] = {; — a)+ [x' — a — fli')], 

t.e facteur de (x — x'} peut être mis sous une foniic plus symétrique, en lui ajcnitanl et retranebant i'; la luénie 
rtiosc pour le facteur de (^ — s'|i, en lui ajoutant et retranebant en même teiufoi a*(x' — a); l'équaliou de la projertinn 
rlieri-héc sera donc ; 

, y . x) + »[ Ç— 3^4-x'l — 'x'— .t-h»*+»V lin 

u;x’— »)+»(, '—syPT^j'ri+n'-i-ï’l '■ *' * ' 

IViiir la projection de la perjieiidiculaii*e sur le plan dos :y, il faut éliminer (x — x') entre les èqualioiis [0] el [10|. 
Pour cela, multiplions l’équation [10] par a, il vient : 

Il , J — JJ — »(x' — ,)] — «(x — x’) (ii' — J—»;” (x' — , — m') = 0. 

Au lieu de —fl (x — y), substituons sa valeur tirée de l'équalioii [9] : 

(x — (»' — J — tx'j + 'itll — li’ilx' — » — Ii;') + a(; — — J) — b(x' — ,)] = 0. 

Réunissant les facteurs de (y — y') et ceux de — i*] : 

in — ,')(o;x' — « — o;')+ b(|i' — J— »j’)] = (j — ,)— o»(,'— JJ — J — 

Le fniieur de (y — y') étant le même que celui de [x — x' , nous prendrons celui de ce dernier, puisqu'il a été mis 
^ous mie forme symétrique, et nous donnerons à celui de {s — y) une fonneau&si symétrique, en lui ajoutant le facteur : 
y* {y' — Ji 1 — y* (y' — d’où il résulte : 

, t[ "lx’— . 1 + »[,'- J) + Ji, 1-1-°’ -I-»* } .M 


[lîS 
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107. — Passons & la rerhprche rtc la plus tourte distanrc dn point donné à la droite donnée. Celte distaitce esi 
exprimée par (n* 29) : — x',’ — 2 ',*, [B] 

Rc.sie à détermitier (jr — x'), (7 — |f'), (i — •). On aura (i — *') en cmiibiiiant les é<|uatioii.s de la droite donnée ; 
x = rt.i-h*; ÿssft. avec celles des projections de la per|»endjcu!aire. Pour exécuter celle coinbînaistjn d’une 
manière conimo«le, mettons les t^oalions rte la droite donnée sous la forme auivanle« eu ajoutant, aux deux niemlH’cs 
de la première, — x^, et fri'— > 9 ' aux deux meudires de la seconde ; 

J — x' = «;i — i'jH-a-i-a;'— X*; [13] 

ÿ — /= fr(j — — ÿ'. fU] 

Cmnbiuaitl les formules [1 1] et [13] , ou a : 


a(j - j’I + , + = i-t * I ± _ y 


i'I. 


Fai.sanl disparaître le dénominateur et réduisant : 

. fl(x'— I- l-fr j^s: f-y— 

* * * ' ^ 

Si nous B>ions combiné les formules [12] et [U], nous aurions obtenu pour (i — une pareille valeur. Triinspur- 
loiis> 1 a dans les équations [1 1) et [12] ; il vient, toute réduction faite : 

[16] 

i”l 


— .) )• l",’ — “l' +;' 1 _ ,x'_ 

1 +"’+*■) 

ii-«*4-fr* 


frlfl.x'— a) i-friÿ' — i 

1 + 

1 fr». 


reviennent aux suivantes : 


Ii|x' — .1 + »;»' — P' + ;■ 

LIS] 

I+O'+Ip» 

[19] 

») + *(,'— 5)+ i’J 
* l + 

?• [20] 


Siiluitituant pour (x— y), (fr — ÿ'j, (i— •*'], leurs valeurs [15), [16], [17], dans [B'i, on a : 

f, //^lT^’T»^[V7' — «; 4-fr ÿ'— ?; — * 4-«*Tfr’ 

' '1+o*-hfr\». 


Divisant par 1 «* d- fr*) î 


y — »j-I-fr(i'— J :> 1»^ y ^ , t -p. ■ .^ rr+ a» -h >* ' ,-,o 

exprcssioii de la plus courte distance d’un point donné fr une droite donnée. 

106. — Actuellement , la projection de cette plu.v courte dislaiH'e sur le plan des ;x sera donm^ (n'^ 10 ) par : 

D = 

Substituant pour (x — x'), (i — i'), leurs valeurs [13] et [16] : 

Il _ //(i+«*'[" V — + Fr^l i'Mj i'pr ,,,. 


La projection sur le plan des i|. par : Ü = — **)• + (f 

Remplaçant (; — s'), (ÿ — j' par leurs valeurs [13], [17] : 


l^•l 


196. — Lorsque la droite donnée dans rcs|wce passe p<ir l’origine des coonloniiées, alors, dans les équations { IKI , 
jlU], [20], du n** 107, on a : 3 ^ 0, ^ = 0, puis<{ue (n* 81), les projections de celle droite ne coupent pas Taxe des j 
et lies y ; donc : 

. „ «s'-ht ÿ'-hy . „ — fr fr^H- I . 

l+a'-hl' * ^ ^ H-fl*"-f-fr* * 

i‘l CCS coordonnées sont celles du point d’intersection de la nouvelle droite et de la perimiidiculaîrc qui lui est iiicinV 
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|Mir te point «loimé. Ctierchous la lotif’ucur de cette droite roiiiprise entre Torigine et le point d'intersection. On sait 
no âfl , que U plus courte distance d‘un point de l'eapace à l’oiigine est exprimée par : 

I) = 

Or, ici, le point donné étant le point d'ijtlersection, la longueur demandée sera : 

IV _ £/i . 'tr’4- "V , i ; i«'+ 4f'+ V. 

I»’ y ''V !+«•+»• y' ’ 

IV tÆf+i'' + f : : «y’ + 1»' + ?7~ + *»' + 

' ;(+«•+*’,' ~ v/<+«*+*’, 

qui est encore Texpi^^oii de la |dus courte distajicc de l'origine h une droite donnée, laquelle expression re\ient à : 

n — a- r -h 4- : 

Vi i-n* i-ft* ’ 

car le.H équations d'une droite donnée sont toujours de la forme : f =? o. : -d- a; y s= 4. j + p, et U ne s'agit \plus d'un 
|M)iiit donné par x\ y', s'. 


A^plicaüoi des foraales de ^roMtae prtceéeot. 

IIO. •^La droite donnée MN dans l'espace a p<our é><iuatioi» de ses projection.^ (Hg. 4<5} : x s ; 6; y = ?Û. Lai 

mener une perpendiculaire par le point D', dont les coordonnées sont : x' =. 5, y' = 20, a' = 30. 

Or, on a : a s: f» ; « « I ; 4 « 0 ; p s 20. 

Substituant ce» valeurs dans les fonnulcs [i 1] et [lî] du n® 106. on trouve pour é<|uations des projections de la per- 
pendiculaire : x = — :H-35; y = 20. 

La première est celle de la droite an, et la seconde, celle de BN'. Sur le plan des ;y, la projection de la droite >l\ 
se confond avei' celle de la perpeiHliculairc M'N', tandis que leurs projections .sur le plan des is sc coupent i angles 
droits. On remaj'quera encore que la {Krojectioii de la droite et celle de sa perpendiculaire se confondant sur le plan 
«les :y, elles sont dans un même plan parallèle au plan des ix n® 79 , dont réquation est : y s 20. 

l.a formule [D), du ii® 107, doiiiie, pour la plus courte distance : 1) = 24,8t « D'O. 

La proj«N*tion de cette plus courte distance sur le pian des ix est donnée par la formule [£] du n® 108 : 

(-’est<Â*dire que la longueur de ht projct'tion de la plus courte distance lui est égale, parce que cette plus courte distance 
est dans un plan parallèle au plau des :x. 

ni* — D'après cet exemple, nn sera peut-être porté à ]ienser que, dans quelles positi<ms que soiciil, à l'égard des 
plans ctiordonnés, deux droites (pii sont pcr|»cndiculaircs dons ri‘S|Mce, Icors projeiqlons seront aussi perpendiculairt's. 
Ce S4'rait une erreur de tirer celle eoim^ucnrc, car, de ce qu'il arrive en même teiu|w que dea projections sont |»er- 
|KMidiculair<?s .sur un plan, d'autres projections, sur les autres plans, se oonfundent en une ligne droite, il résulte aussi 
que deux dniites qui ne .<« 4^0111 pas placées dans un même {dan |inrallèlc à l’un des plans coordonnés ii'aurunt |nis leurs 
projections perpendiculaires. Pour le déinontrer juir l’anaJj.He, soient : 

LO y = |,— 9 ; , = 1*1 

tes éijualinii» des projcction.s d'une (11*0116 donnée dans l'ospacc. Lui mener ime |H.'rpcndieulaii*e par le point dont les 
coordonnées sniil : y «s 3, y' = 8, =s :J0. 

ür, on a : fl ** *r- î a == — 9 ; 4 « -1- ; H « — 8. 

4 ( 

Transportant ecs valeurs de a, «. 4, % y, y'. s\ à lcur.s |daccs, dans les équations [1 1] et [12] du n® 100, 011 Iroutc . 
, , ___ 2n:i,00K 9,411.864. __ 59.584_ 289,856 

w tSÎ.JOK * ' "(ST.icit' ’ IHT.JÔS ■ IK7 ,î«»7 

jiour é(|uatio(is des projections de ta pciqiendieuluire. Ces projections seront per|»cridiciilaircs à celles de la droite dunnée, 
si l'oii a, entre les eucfficicnts de c, dans les équations [I] et [3] , la relation : m' -f- 4 = 0, et. entre les corftleieiits de ; 

dans les équations [2] cl [1], la relation : 44' -fl = 0, ou bien : a' := ^ pour l'équalion [3], cl : 4' ^ l»our 

rêipialioii [4]. Mais ecla n'a pa.x lieu; doiH*, quoique deux droites soient perpendiculaires entre elles dans resjiacc, leurs 
prtqectiods ne le seront sur les plans cooixlonnés que lorsqu'elles seront situées dans un plan |»aral]èle 4 ron des {dans 
de proj«a’tioa. 
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lH. — Pr»fc lèMa I)eus droites ^tant donn/e* dan* tenpare, trauper : 4^ le* éqvelion* de la droite füi e%t en 

m/dk* temps perpendieulaire à l’une et à Patttre; î’* respression de cette plus conrte distance. 

Les éqiiattims de la première droite sont : x s 0.54-*, ï = celles de la seconde : y = è'.s-h{»'. 

Les t'*qualion$ de la droite cherchée seront de la forme : x = a". 1 H- «"♦ y ss j 4. [ 1 ] , et les quantités 

a” , it", sont indéterminées (n®87), puisque la droite cherchée est assujtHU* à deux conditions qui ne pourront être rem- 
plie» que du moment que les quantités x", K, seront données en foi^lion des coefficients des variables dos 
équations des droites connues. 

Cela |>osé» la coudition que doit remplir la droite demandée, d'éire |>er{>cndjculairc & la première droite. exi;rc 
que n" 1 0 1 ) m" 4- èfr ' 4-1=0. 

Celte même condition, par rap|>ort à la deuxième droite, comporte : a*a'* 4 - 4 * 1 = 0. 

On tire de ces deux formules : fîl o''=~n— — — ^rr* [3] 

*■ J ffè— rtè * flè — «fr. ‘ ^ 

Il reste à chercher les valeurs de at", p*". 

Pour que la droite demandée coupe les deux droites données, on doit avoir séparément (n* 103} : 

Rciiiplaçoils. dans ces dernières formules, a" et ^ par leurs valeurs, il vient : 

Oti en tire : [«(o*' — a'fr)— (è — y )] (^ — p") — (« — [ y{(iy — <#'4} 4 - (a — a')] = 0. 

[y(«y — a'4) — (4 — y)](^ — P") — {y — a")[y(ay — a'è)4-{fl — «')] = 0- 

Ou bien, en faisant, pour abréger : aè* — a'4 s= m; b — è' «=s a ; a-^a’ = l, 

mi a : {am — a)(fi' — p*')-— (■ — a") (4m-M= 0; 

{fl'iii — ») (p'— pr] — a") (ywi 4 - f) = 0 ; 

ou ; (ou* — a) ^ — P" (n« — «) — a(èm 4-f) 4-a" (è«4“l) = 0 ; 

(b'« — P ' — P" (a'« — a) — flé [ym 4- 1) 4- a" [y«4- 1 = 0. 

LIiminniis p” entre ces deux formules, en niuUipliaoi la première |>ar (a'si — w), et la seconde, par (aat — n\ pui», 
reirunehant le dernier produit du premier, on a, toute réiluction faite : 

^ a è w 4 - f ! ’q'm— » w} — a' {b'm 4 - f] (nm — u — — ' a w— a ^a'ai — a 

4ni 4- /; I o'm — a', — \ b’m 4- Ti ^«ïi — a 

Faisons, pour abréger, a" A. 

On éliminera semblablement a" entre ces mêmes formules, en multipliant la première par {b'm 4 - I;, et la scromle, 
par èm (• l) \ retranchant le dernier produit du premier, on aura : 


— g’ ; èat 4 - 1 ^ I ffflt — a j ; yw 4 - T 4- [ bm 4- 1; ^b'm-^ T , 

^ ’ èw -}- — (tjia — a ' i è'« 4- 1 * 

4iu, p4)Ur abréger : » B ; 

d*où il suit que : x=— «4-A, » = — ~54-B, 

Bi m 

sont les équations de la droite per]>endiculaire & la fois aux deux droites données. 

2® Pas.sons h la recherche de l'exprcssinn de la plu» courte distance entre les deux droites. Celte plus courte dLHianr-<>, 
devant se mesurer sur la droite qui est per{)endicuiaire à toutes deux, sera égale à la distance entre les points d'inter- 
se<’tion de cette perpendiculaire avec les deux droites; il faut donc commencer par déterminer les coordonnée» de ce» 
points d'intersection. On les obtiendra facneiiient en rombinaiit (n* 103] U*s équations de la perpendiculaire : 

[1] -r^ÿs+A, ir = — [3] 
avec celles des deux droites : [2] x ss a. ^ x ; y « 4. a 4- |i ; [4] 

[5] x=o'. ;4-®'; y— y. j-t-Ji’. [fi] 

Les équations [I], [2], [5], donnent : i 4 A; «'.■ \ a' = -~ ; ( A; 


d’où l'on tire : 


—A — • la 
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■' — 4- A [ IB tf w ■— w ] ^ 

m UM — * 


p43ur (former plus de généralité h nos opérations, nous représenterons par x*» y\ 2 '. les coordonuéea üu puiiit d’iii- 
ieraoetion de la perpeiidicuJaire avec la premiéix' droite, et par f", s^, celles de ce point d'intersection avec la 
stM^oiide. On aura donc : 

p, "A—.. ™ 

Il csi facile de concevoir ({ue, lorsqu'il s'agira du point d'intersection de la prennère droite avec la pcr|Hmdiculairc, 
(Ui |H)urra, dans les équations [1], [3], [2], [4], remplacer x, y, z, par x', jf', y,* et, dans les équations [1], [3], [5], 
[6], remplacer s, y, 2 , par 9", 2 ", pour le point d'intersection de la pcrpertditnjlaire avec la seconde droite. Si donc, 
dans les équations [1], [3], on met, à la place de 2 , sa valeur [7], on aura : 

4_ l -{- n [ m ,fliH — a ' 

^ in 

qui, avec [7], sont les coordoimées du point d'interserlioii de la perpendiculaire avec la première droite. 

Si, daiLs les mêmes équations [4], [3j, on remplace 2 par sa ^aleu^ [8], il vient : 

^ _ a l’wA — w»', ■+• A [m ^ 1mA — m*' ' -f- B [ w ; g'w 1 

~ ai'fl'm — a ’ ^ m a'w — a'. 

Maiiiteitant, pour rentrer dans la formule de la plus courte di^ance (n^ 29} : 

I) = — x" — ÿ">H- r?— j";», 

entre deux points donnés, imaginons que l'un des points d'inters^tion, celui pour lequel on a x", y'*, 2 ". soit ceini par 
ie<|uel on a mené une perpendiculaire I la première droite ; alors nous aurons : 

y _ B iwA — mr -i- A [ w (TW — »a' ] w A«— «tx'i -H A ' m ‘a'm — a ] 

m,»iM— « « a'M — n' 

[ H a — «*'i -f-aata^ — — w A ] n 

— n n . 

t mA — ws* , - f- B ’ m (l'w — a ' ] l m\ — m a) -I- B ■ a)' 

M a'iN— a' nm— N m 

— /[b — g'wa — iw A , fl— . 

dm — B — b) ’ 

wA — ma mA — m»' w ^a a — -f -ffw»*— b^bh — wA b — b^ 1 

ma — « «'« — B i(ïw— B rt'm — a'. 


Ensuite: jf' — Jf" = 


rl enûii ; 


el. .«nséquemmeHl : D = + 

[ rtin — a fl m — a *, 

Hemplaçaiit A par sa valeur : 


«s • 




puisque nous avons fait « — * 1 '— /. 


I , / « . . . .1 TT t f , y* bm-hi it^«— a — » fr m-1 l nm — a — ^ um— a b «— b , |* 

. I ; if* •« — a.-f-flai*' — o«* — tm[ ..- J -i— -- , , , — 

Bss|/ ' L ‘ \ >m-l-l BMI— « — èm 1-1 Bm — a '_J 

\ ~~J (im — «I ym — a^j*. 

Pour simpiiHer, supposons que : bm-\-t=ik:h‘m'\-lsstk’;nm — H=sh; a'm — n = A'. Il vient : 

D =1 / I t * — *' ) + «wi — n'mn — ml 

V 

Ktfectuant les opérations indiquées, et remplnvniit 1 par sa valeur à la première puissance, on a : 


1/ l' \ ^ rt»i— « tHA'a — rt« — a AA'»" n'm— ifTt'A»:— «'m— "a^A'Ax 

"■ ^ ^ 

Mais am ~ a = A', et «rm — p» => A ; donc : 

h — ^,1* — a')A' — » — 1 * A* — — y y — ” * 

• AA'— t^A - 

a’ [ a — »' “À— A' — S' fl-^ü’yT'T 
AA' — A'ATT”* " 

Hcmplaçanl A, A', A, A’, par leurs valeurs : 

n — jy , /* 4- m*-f- B* i a — tt' Am -r 1 — A' w -f- 1 'i — ^ {ï — ,n — b' w ^ *_ . 

— fr'w -r- 1, i,Bm — a ' * 


— % — i* A^it' AA'm ** 
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d’où l'on tire : 


D 


= /^ !P + + 


b^k ' — ‘i — p’ g- 
fc — è' m« -f- i a 

. V , . S—» V [a- 

w’ PwT, 


»' 1» Y 

-d',*m J 



imisiiue flii' — «'fr =r m, ÿ » a, a s / ; donc enfin : 

[t — g ': t> — >' — ° _ 

— (* — ^' f* f' (« — rt'î*» 

expression de U plus courte djstûiicc entre deux droites données dans Tcspace. Si cet deux droites se eoupaicm, il est 
bleu évident que leur plus courte distance serait nulle, et que, par conséquent, on aurait : 

(a— «')(& — — — p'}{fl — .a') = 0, relation déj^ démontrée (n® 103}. 


CHAPITRE V. 

tfiiliot da pl». 


US. — De même que la lifme droite occupe le premier ran^t dans les lignes (n® 46}, le plan est du pnniiier ordre 
dans les surfaces; il est la plus simple de toutes, et sa cmiformation est telle qu'on peut lui appliquer une ligne droite 
dans tous les sens. I.es surfaces, en général, tiennent leur onire de celui de leur gémVatrit'e. c'est«^'^ire de la courbe 
qui sert à les engendrer, soit en tournant autour d'un de scs diamètres, si la surface est de révolution,^ soit en se mou- 
vant dans son plan peri^îndiculairenienl è une droite donnée, mais en ayant ses diamètres variables, si la surface n'est 
pas de révolution. 

Ainsi, le plan dout la génératrice est une ligne droite qui se meut (uirallèlement k ellewnéine te long d'une autre 
droite, sera donc, comme nous l'avons annoncé, une surface du premier ordre. C'est plus paj'ticulièreinent au caractère 
des équations qu'on reconnaît l'ordre des surfaces auquel elles appartiennent. Far exem|dc, si la relation qui existe 
entre les trois variables x, y, s, est du premier degré, l'équation .sera celle d’un plan ; si elle est du second degn* ou de 
tout autre, la surface sera du degré marqué par le plus haut exposant d'une, ou de deux, ou de trois variables. 

l/équatïon d'un plan devant être du premier degré, r4*ste à cberchcr sa forme ; mais il est essentiel de faire remar- 
quer que U position d'un plan est définie lorsqu'on connaît deux de s<^ traces sur les plans coordonnê.s, ou . ce qui est 
la même chose, les lignes suivant lesquelles il coupe deux de ces plans; car, si l'on prend l’une des traces, et qu'on la 
fasse mouvoir, parallèlement à cUc-méme, le long de l’autre trace, elle cngemlrera, par son mouvement, le (dan auquel 
elle appartieut. 

114. — Soient AB et AD [fig. 46} les traces du plan AM, l’oiic sur le plan des et l'autn' sur le plan des ig. I^lles 
ont un point de coimiiuii à l'origine des coonlonnées, A. Considérons sur le plan donné un point quelconque H. Si, de 

ce ]K>int, on abaisse une perpendiculaire MQ sur le plan des xy, et qu'on tire QP parallèle h l'axe des y. Qll parallèle à 

Taxe des s, les trois coordonnées de M seront : 

MQ=ï; üP = y; 0ll = AP=rj. 

.Maintenant, par le point D du plan AM, menons, dans ce plan, la droite DM, parallèle à la trace AB. et l'horuoii- 
tale DG. Les lignes DG, DM, MO, étant dans un même plan : MQ = MG i- GQ. [Al 

Nous connaissons MQ, U faut évaluer .M(i et GQ. De D. nhais.sons la ]>crpendiculairc DH sur le plan des j'y. nous 
aurons : DH s= GQ — AH lang. DAH = y tang. DAII. 

D'un autre côté : MG DG tatig. MDG s= AP tang. B.\P = j* tang. BAP. 

Mettant ces valeurs dans IVquatinn [A] ; i =~- J’tang. BAP + y tang. DAII. 

Si l'on fait tang. BAP = a, et tang. DAH = è, U vient enfin ; i ssej-f* èÿ. peur équation du plan. 

Concevons que le plan donné ne ;iasKe plu.s l'origine des coordonnées, et qu'il coupe l’axe des s en A' : .«les traces 
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MTonl parallcIcN à ceUcs du pmnifir |»Uin. Il est évident que M'Q e^t plus grand que MQ ; il faut donc augmeitter l'or- 
iinnnéc z d'une quantité d ss MM' ss AA', ce qui changera l’équation précétiente en cette autre plus générale : 

j = iix4-frÿ-f d, [ft] 

iaquelte est linéaire par rapport aux varîahlca s, y, s, ci renrerinu trou» coeflicients constants et arbitraires : a . 4 , d « 
i»arce qn'jj faut en général trois conditions pour déterminer la position d’un plan dans l'espace. 

115. — dans l'équation du plan, on suppose que successlveinciU j s 0, y = 0. « ~ 0, on obtiendra : 


^ = H, + 'l: [t] i = «x(-rf; [î] , = _"p!. [3] 


La prcniiérc équation appartient 4 la trace du plan sur lu plan des :p ; la deuxième, h la trace sur le plan des zx ; la 
troisième, & ta trace sur le plan des xy. Les projections de ces traces se retrou\ent sur les axes coonlonnés; c’est ainsi 
que la projection do A'B' est AP; celle de AIL 

116 . — Maintenant que nous connaissons les équations des traces d’un plan, si nous voulions les c^Kirüonnucs des 
points où ce plan coupe les axes, il e«t bien clair que cela revient à rhereber les imiiils de rencontre do ses traces avec 
les axe». Faisant donc y = 0 dans [I], on trouve : ; = d, et le plan A'M' de ré«]uation [D] coupe l’axe des z en A'. 
(Hiur lequel i = d. 

Pour X = 0, l’équation [2] donne : 2 ss d , ce qui veut dire que les traces des équations * f ] et [i; se roncoritrer*Mii 
en un uiôme point A' sur l’axe des s. 

Que X = 0 dans les équations [I] et [2] , il vient : y = — ^;xc= — ^.etle plan dont il s’agit coupe le* axes des x 
et des s dans leurs (tarlies ii^atives. 

Admettons qu’on ait succes&iiciueut x = 0, y =: 0, dans l'équation (3] , nous aurons :yss» — -^;/ = — \ donc 

la trace sur le plan des xy^ dans lu région négative, a un point de commun avec les traces des équations [I] cl [2 . 

117 . — Iteprenons l'équation i =î ox 4- 4 y 4- d, et supposons que : a = — — It ' 


Cette équation se diangera en celle-ci : 


A 

X- 


C 


y 


I) 

C, 


qui est la même ch'>se que : .ix + By 4 - Gx 4 - D = 0 , 

formule d'une forme générale, qui a |M>ur lieu géométrique un plan quelconque de l'espace. On en déduit : 
Ax 4 'Cj-|-D = 0; By 4 -Lj |-I) = 0; .Vx 4 - By + I> 0, 
équations générée* et linéaires (n** 45j des traces d'un plan queleoiique. Il n’est pas inutile de faire remarquer que les 
cucdicicnls A, B, C, sont les tangentes irigonomélriques des angles d'un plan avec les trois axes. 

116 . — hav<>ns on plan dans l'espace de manière à ce qu'il soit perpendiculaire à l'un des plans coonlonnés, au |dan 
des XX, (>ar exemple; ses traces sur les autres plans seront parallèies 4 l'axe di» y; alors B = 0, et : 

Ax ("Cx i l) = 0 

est l'équation du plan perpendiculaire à ix, lequel coupe le* plans des xy cl des xy suivant des droites dont les équa- 
tions sont : X = — ; x = — Y > 

et ces droites sont parallèles (n* 79) à l'axe des y. On les a irouxées en faisant successivement x~ 0, y =s 0, dati.s 
l’équalioii du i>lan. 

Si lu surface plane est {N^qicndumlairc au pian des xy, ses traces sur les autrc.s plans étant (Kirallèles 4 Taxe des x. 
alors la tangente irigoiioniétrique A 0, et U vient : 

Bÿ i Cx-f Di=n, 

ira<x% sur le plan des xy, de la surface plane iienKindiculaire 4 ce plan. Ses autres traces sur les plans des xx et des xy 

.... DU 

MMil ifidiquecs par : x — -g- ; y = — g-. 

Lutin, que celle surface soit perpendiculaire au plan des xy ; puÎMfuc C sisO. les équatioii-H de ses iraees seront : 

AxH By f D-O, 



Les deux dernières appartiennent à de* lignes parallèles 4 Taxe des x. 

119 . — Il peut arriver que le plan de l’es|«ce soit pt'rpendiculaîre 4 deux des plans coordonnés, par exemple aux plan* 
des XX et des xy. Ses traces sur ce« plans seront |«raüètcs aux axes des x et des y ; les tanycnles trigononiétriqucs A 
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et B seront nulles, et l'^quâtion et'ïu^rîUe du plan se réduit à ; s = — -jî-, équation qui est aussi celle d'un plan paral- 
lèle au plan des ay. comme nous l'avons montré (n** 79]. 

IM. — > Si un plan de l'espace, en étant perpendiculaire h l'tm des coordonnés, passe par un axe, cherchons son équa* 
tion. Ima^^nons ce plan {urpcndiculairc au plan des ix, et qu'il passe (uir Taxe des y ; alors, dans : 

A J H- By H- Ci 4- D = 0, 

la tangente tri{2ouumétrîquc B = 0, cl D = 0, parce que le plan coupe l'axe des i à l'origine des coordonnées; donc : 

Ci H- Aj = 0 est l’équation cherchée. 

Que le plan donné soit perpendiculaire au plan des iy, et qu'U passe par i’axc des x, il est évident que, pour ce plan. 
A = 0, D = 0, et : Ry 4- Ci = 0 sera son équation. 

Entin, si le plan est perpendiculaire au plan des xy, en |uis&unt |»r Taxe des i .* C = 0, l) = indéâni, d'où : 

.\x 4- Hy = 0 sera l’équation du plan donné. 

121 . ~ Reprenons l’équation : i = nx + [F] 

trouvée plus haut (n* Hi), et rappelons-nous que a est la tangente trigmiométrique de l’angle que fait la trace du plan 
avec l’axe des x sur le plan des ix; fr, la tangente trigonométrique de l'angic de la tra<'e sur le ;dan des zy avec Taxe 
des y ; et d, ia distance de l'origine & laquelle le plan coupe l’axe des Avec res données, il est très-facile de trouver 
l'équation du plan dont les traces sont connues, ou les coordonnées des points où il coupe les axes. Fxi effet, D, E. P 
(lig. 47], sont les imints qu’un plan de l’espace a de eoininuns avec les axes coordonnés. Joignons PD, P£, nous trou- 
vons (éch. n® I) que EA = 17, AD = 17, AP = 21, cl coiiséqueinmciu ; 

lang. PEA = — « = — ; tang. PDA = — b — -y 

Mais le plan donné rencontre l'axe des s en P, (Soigné de l'origine d'une longueur PA sstd. 

21 21 

Rcmplavaut, dans [F] , a, b, d, par leurs valeurs : i = — -~x— . y 4- 21, 

formule qui est la même chose que : 17i 4- 21 x*{ 21 y — 357 = 0, équation demandée du plan. 

On en lire pour équations des Irma PE et PD (ii* H5) : 47 i 4- 21 x — 357 = 0 ; 17i 4- 24 y — 357 = 0. 

Supposons que le plan donné coupe les axes en des points P, F, D. Joignant PF, PD, on trouve (éch. n® 4} t AF — 17, 
AD = 47, AP = 21, et. par suite : 

taiig.PFA = a= -|i . lang. PDA = — F = — i = 

L'équation du plan donné sera donc : a = *4 24. î 47 i — 24 x 4- 24 y — 357 ss 0 ; 

et celles de scs traces sur les plans dt?s iy et des ix : 17 a — 21 y — 357 — 0; 47a 4- 24 x — 557 = 0. 

Ces résultats sufliscnl pour convaincre combien il est aisé de Irouv cr l'équation d’un plan , quelle que soit sa position 
dans l’espace ; mais U est fort essentiel de bien faire attention aux signes des tangentes irigonoinétriqucs des angles que 
font les traces du plan avec les axes coordonnés : une méprise sur ces signes pJai-ei'ait le plan dont on cherche l’équa- 
tion dans une ^siliuii différeiile du celle qu'il devrait avoir. 

122 . — Connaissant les équations de deux traces d'un plan, si l’on veut construire ce plan, Il se présente deux pro- 
cédés : le premier consiste à décrire les droites lieux géomélriqiic.s de» équations connues, puis, conduisant un plan par 
ce» droites, il sera le plan demamlé. Si l’on met à profil le deuxième procôilé, il faudra donner des valeurs à une des 
variables des équations proposées, et détcniiincr celles des deux autres qui, avec celles de la première, feront connaître 
autant de points de la surface. Ce dernier procédé peut être abrégé en composant l'équation du plan avec celle» de ses 
traces, et en se üüimanl ù volonté deux des variables x, y, z, de cette équation. 

Soient: 6 j — 4x — 12 = 0, [4] 6i — 3y — 42 = 0, [2] les traces d’un plan. 

Pour composer avec ces équations celles du plan, faisons remarquer que l’équation [4], ayant été déduite do celle du 
plan en supposant y = 0, si l’un restitue doius cette équation le tenue en y fourni par l'équation [2], il vient : 

Ci — 4x— 3y— 12 = 0. [3] 

Les droite» D'L, DI/, sont celles des équations [I] cl [2] (lîg. 4Hj. 

Que, par hypothèse, x=2 = Aa.y= 5=3Uè (^b. n® 2 , réquation [3] duimo : 2 — 5,8.1 — èu. 

Si X = 4 = Af, y = 7 = crf, on a : i = 8,46 = do'. 

Four X = 6 = Ac, y = 9 = d '‘cnt • • = 40,5 = fo"; et les |M>iiil» o, 0', 0", ap(»artienncn( au plan cherché. 
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iSS.— Le p^n, de la manlèpe donl nous l'avons <‘oiisidéré jusqo'icL n'éuit assajéti à aucune cotHlition; aussi, les 
consianics A, B, C, D, ont été cons^k^i connues; niais si ce plan doit être construit de façon li passer par trois points 
donnt^, on bien de passer par une droite et ôlrc parallèle à un autre plan dorm^ de position» etc,, les constantes A, B, 
C, li, sont des inconnues à Uéierniincr de manière à ce que le plan cherché satisfasse aux conditions de la question. 

lâ*. — Probl*BM praaalar. faire pojuer va plan par trou points doaa/s data rcj^rc. 

Les coordonnées du iiremier point s<Hit x*, y\ a'; celles du deuxième, x*, j*, a"; celles du troisième, f*", i"'. 

L'équation du plan demandé sera de la forme : Ax + Bjr -f- Cs 1- D = 0, 

et puisqu'il doit contenir les points donnés, son équation sera encore satisfaite si Ton y met, pour x : y, x"*, x"'; pour 
V • if*. ^ •* c'est-4-dire qu’on aura : 

AT'+Bj'4-Ci'-1-I> = 0; Ax^-l-Rÿ'' + Cj''-hü = 0; Bÿ'"-i-C3"'-f D = 0» 

formules h l'aide desquelles nous déterminerons A. B, C, D ; mais, pour atteindre ce but, mettons ces formules sous La 
forme : 

4*'+ fïi'+<=o; [1] 4"^’+ 4'*' ^ 4*''+*=®’ 

PI 

A 

Nous éliminerons ciUre les deux premières équations en iiiultiplioiit réquation [1] par x", et l'équation (i|, |iar 
y. puis, retranchant le dernier produit du premier : 


Multipliant (4) |>ar cl [3], par x', et rclrauchant le dernier produit du premier : 

y (jt'x"'— »"V)+ — î"V)+x''— x' = 0. [5] 

B C C 

Ces deux formules renferment deux tinronnues, cl -|y- Pour déterminer multiplions l’équaiioii [4] par ; 
(ÿ'x"' — f"V), et réqualioii [5], par î ( y'x'' — jf"x' ), et faisant la soustraction comme ii l'ordinaire : 


C — (x^— x')[pV-p"V) 

j' f x^ — I H-y'" — x') + y ~ 


i«) 


-VT+ — ; + x"'T»';" — »" 

Nous ublicndrons -p- en nmlliplinnt la Tonnule [t] pnrfjV" — i"V), el la formule [5], par (j'x' — j"x'j, el sou!.- 


n (x"'— x') (i’-r" — î^x') — , V— x'H j'x"— i"'x'! 

D ~ ( 5'x*’— i"V) (*'x" — ï^x") — »"Vj liV — :"x'; 

x*!:" — a"') 4-x" ; j"'— s” — f") 

- X» - i 'ï"' ) + X" ( ,"'i’ 4- X"' I »'î" - ,"î 


ra 


Mempla{am -j- el -p- par leurs valeurs dans l'une des t'quations [(], [î], [3], il vienl, touic rildaetion faite ; 


A a* i y" — ; -M" ( + s'" i y' — : . 

"B” l’is":"'—-'»"’, l-x'iy"':’— y'j"') +x"’7ÿ's" — y''j'l ’ 

d'nù il suit que ; A = î'(y" — sr'j + i'iy"'— y') + a"'(y'— y"); 

B = x'{î"-s-")+x'(a"’ — yy + x"'(x'-j'); 

C = y'(x' — x'"H-»"{x"' — x';+y«'{x'— x"); 

D = x' i"y"’ J y ( p»V — l'i'’) + x" ( y’i" — y"j' ). 

Donc, l’équation du plan assujéti à passer par les trois points donnés Si'ra : 

li'(y''-y'")+^”iy"'-»')+î"'{»'-y'’;]x + (a'{î"-i"’)+x''(s'"-;')+x'''(-'-=")Iï 
4-[y'(x''-x'”) I- |"(x”'-x'j+y'"(x'-x''))x + [x'.;,'';'"-jV')+x''(y"'a'-y'-'") + *"'(y'.:"-»".!'j] = 0. 

135. — ProbléflM Trouver le» eomiHions nt^essaire» pour que deux plan» mieut parallèles. 

L'équation d'un de ce» plans sera : Ax-fBir f C2-4'Da=0. 

Celle de celui qui doit lui être {laralUdc aura une forme semblable; mais les constames A, B, C, D, étant imiétermi- 
nées, nous les distinguerons de celles du pian cMessus par A'» B', C'» D'; de sorte que nous aurons : 

A X -f- B'ÿ C; -f- D = 0. 
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MaiiilonaiU, |>our que les plans de ces ^qualioas soient parallMe^i, il Faut que les tangentes trijironométnques des 
angles que font les trar^ do ces plans sur les plans des sx et des iÿ avec les axes des s et des y soient égales. 

Or, pour le premier plan (n* H7 ), ces taiipcntes sont ; 1!-; pour le second : ^ - 

A A' I) B' 


On devra donc avoir : 




ir - iT* 


mais D sera toujours différent de T)', car, s’ils étaient égaux en même temps que les tm)gentes trigonométiiques. les 
deux plans sc confondraient dans toute leur étendue. 

196. — On vient de voir, par les deux problèmes précédents, que nous ne nous sommes |>a5 érartés des prim ipus 
étaldis pour la solution de cos mêmes problèmes, relatifs à la ligne droite dans un plan. Pour donner une intelligence plus 
grande encore de l'analogie de ces principes, supposons qu’on ail proposé im point par lequel un plan doit être mené 
parallèleiucul à un plan donné. Si les coordonnées du point donné sont ÿ', i*, l'équation du plui clierché étant de la 
forme: A'x -4- B'ÿ -j- C'; 4 - I) = 0, [I] 

elle sera satisfaite en remplaçant x, y, i, par x\ y\ puisque le plan clierché doit contenir le point donné; on aurii 
donc; AV-f- Ü' = 0, [i] 

équation dans laquelle, comme dans la première, les «-oiistantcs A', B', C', sont déterminées conformément à ce qui a 

^..1 .lu A S! B B' 

«lé dit. que ; = -c^ • 

Il ne reste plus d'inconnu que D', que l’on obtient en retranchant l’équation [2] de [1] : 

A'(j- — x') + B'[ÿ — 5'14-C'(; — j'] = 0, ou : A (j— y) + B{p — G{ J — i') = 0, 

qui est l'équation chercht^:. 

117.-~Problèa« trolattaM. Dfvx pUint ^tant par Uurt àfuativHs. trauvtr UtprojrcfioM de Uur$ iHlerneelionM. 

Soient : Ax-|-By-f-C:-4-D = 0; A'x 4 - B'y -4- C'i -h D = 0 , les équations de ces plan.s. 

Puisqu’ils doivent se couper, il eiA bien clair que leurs équations auront lieu en même temps dans les points qu’ils 
auront de communs, c’est-è-dire que les coordonnées des deux plans seront égales dans le lieu de l'intersection. Si 
donc on élimine alteritativcmenl x, y, entre leurs équations, les formules entre deux variables résuluiites seront 
celles des projections de rintersectioii des deux surfaces planes sur les plans des zy, des *x et desxy. «Vinsi, on aura 
la projection do rmtcrscciion sur le plan des zy en éliminant x entre les deux éciuations proposées, c’est-à-dire qu'elle 
sera : (AB' — A'B;^ — {CA' — C'A); 4-AI)'— A'D = 0. [I] 

ICIimîiiuit y entre ces mêmes équations, il vient ; 

t BC' — B'C ) J — ( AB' — A'8 ) X -1 BD' — B’D = 0, [2] 

projection de nnlersccUou sur le plan des ix. 

Kntin, éliminant «, on trouve : (CA'— C'A] x — (BC' — B'C) y -f- CD' — C'D = 0, [3j 
projection de rinlersertion sur le plan des xy. 

136. — Mais, deux plans étant donnés par leurs équations, quoiqu’on puisse, par la même méthode que dessus, trou\er 
des équations semblables à celles que nous venons de montrer pour les projections de l'intersection de deux |dans. il ne 
s'ensuit pas que riiitcrseetion ail effecUveinent lieu, car ces projections peuvent appartenir, chacune en particulier, à 
des droites différoiucs, cl alors les plans ii'onl aucun point de comiimn. Il faut donc d’autres condition!» entre les coef- 
ficients des équations de deux plans que celles qu’ils remplisstmt dans les formules des projections de l'interseclion de 
CCS plans. Cherchons quelles relations régneront entre ces coefficients, lors<{ue l'intersection s'opérera. Or, si l'on ignort* 
que deux plans se coupent, les coordonnées x, y. i, sont des indéterminées |K>ur le lieu de rintersection ; en les élimi- 
nant, on trouvera les relations nécessaires pour que deux plans se rencontrent. 

Pai.<mns, pour abréger, dans les équations [t], [2], [3] : 

AB'— A'B = n ; CA'— C'A = à ; BC — B'C = d ; 

AD'— A D = c ; BD' — B D = f; CD'— C D = A. 

Ces équations seront les niênie.s que : 

fly — à; -1-e = 0; [à] di — ax -t-/‘= 0 ; ["ïj àx — dy-\-k^0. [6] 

Multipliant l'équation [4] (tar d, l’équation [5]*, par b, l'équation (6], par a, et ajoutant les produits : 

= 11. 

^Substituant, à la place de d, e, b, f, a, h, leurs valeurs : 

{BC — ne ^AD' — A'l)}-4-(CA' — C'A)iBI)*— BD.-r .VB’ — AB] CD — C'D) = 0, ili] 
condition que doivent remplir les coefficients des équations de deux plans pour qu'ils se eoui:>ent. 
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Cetlc vérité sera mieux sentie par un excuiplc. 

Suieiit : + — 3S7 =^0; 6i — ix — 3ÿ — 12 = 8, 

U>s é<|ualiotis de deux plans qui se rencontrent, comme un peut s‘en assurer eu comparant les flgurcs 47 et 4ft, ou sont 
eoiistruites leurs traces, traces au moyen desquelles on a conqKisé les équations données n*** fil et lü. 

Or; A = 2I; B = îl; C=f7; I> = — 337; A' = — 4; Il’ = — 3; C' = 6; D'= — 12. 

Iti'iiiplaçarit n)nstantes par leurs valeurs, dans la formule [H], on obtient : 

<— 297,360 256,662 -4- 40,698 sa 0 ; donc, les deux plans se confient. 

139. — ProMèsa «satHèoM. Trouvtr Ui contiilh/Hi poir çu’uiu' drmU 9oit perpfndûuUtirf à Ma plan ; froarrr 

U» coordonu^s du point d’intenrfthn de Ut droite et du phn. 

Soient : x = a. « -H a . y e= 1. • *4* |i, les équations de la droite, et : Ax 4- By Cj 4- D ^ 0, celte du plan. 

Pour résoudre ce problème, il im|wrte de remarquer que, lorsqu’une ligne droite est perpendiculaire à un pian datui 
l’espace, les projections de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan. 

Pour le démontrer, consNlérons d’abord le cas où la droite donnée est parallèle à l'un des plans de projection, par 
extnupie, au plan des is; il est évident qu’un plan |>erp(mdîculaire 1 celte droite sera aussi perpendiculaire au plan 
des ije, et que sa trace sur ce plan cou|>ero à angle droit la projection de U droite donnée, qui ne diffère pas d’elle- 
même. 

Bn second lieu, la trace du plai] |M.T{K.mdiculairü au plan des is sera, sur le plan desxy, une horizontale fterpendieu- 
hiirc à l’axe df4> x. Mais la projection horizontale de la droite est parallèle à l’axe des x; donc, la trace du plan sera 
|K.‘rpendiculairc à la projection de la droite. 

Actucileinenl, si nous plaçons le plan et la droite qui doit lui être perpendiculaire d’une manière quelconque dans 
l'es|>Ace, 0 sera encore facile de concevoir <|ue les projections de la droite seront perpendiculaires aux traces du plan ; 
car, si une droite est pcri>endirulaire à un plan , u'««t4i |>as vrai que les plans projetants de cette droite seront perpen- 
iltculaires à ce plan et aux plans coordonnés? ils sont donc perpendiculaires aux traces du plan proposé. Ces traces, de 
leur c6té, doivent aussi être perpendiculaires aux intersections des plans projetants avec les plans coordonnés, c'est-i- 
dire aux projections de la droite. Ilone, en général, lors<{u’au plan est |>er|KUidiculairu à une droite, et réciproquement, 
les projeelioiis de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan. 

Cela bien compris, U solution du problème ne présente plus de difficultés; car, de ce que les traces du plan doivent 
être perpendiculaires aux projections de la droite, si l'on coiiiuUl les équations des traces, le problème sera ramené à 
trouver les conditions nécessaires pour que deux droites soient perpendiculaires dans un plan. Nous nous sommes déjà 
occupés d'on proldèine semblable (n** 66). 

Les équations données de la droite de l’espace sont celles de ses projections sur les plans des zxet des cherchons 
les traces, sur ces plans, du plan qui doit être perpendiculaire à celte droite. Or (n* 1 15] : 

\x 4 Cs 4^ I> CS 0, est la trace sur le plmi des zx. 

et : By 4 * Cz 4- n =* 0, celle sur le plan des zjf. 

r . CD CD 

Un tire de ces formules : x ^ z — 

mais, pour que deux droites soient peritendiculaires dans un plan vertical, il faut (n* 66) qu'il existe entre les tan- 
gentes irigouüiuélriques des angles de ces droites avec l'axe des z, la relation : mi' 4- 1 c= 0. * 

Or, dans le plan des zx, on a, dans les équatious de la trace du plan et de la projection de la droite ; 

C C 

a'ï= 4i = a'; donc: —-^ 04-1 = 0. [1] 

C C 

PareîHeimml, dans k plan des zy, on a : a = 4 ; " ~ “g* » • g” * + ^ [^j 

Des formules (1] cl [2] , on lire : A = Ca; B = Cé. [3] 

Ce sont, en général, les conditions nécessaires pour qu’une droite soit perpciidieulaire à un plan, ou un plan à une 
droite; car elles servent ù déterminera et 4, quand on clierche l'équation d'une droite |H;rpciiüiculaire à un plan, nu 
bien à calculer A et B lorsqu’il faut réquation d'un plan perpendiculaire à une droite. 

Concevons qu’on demande les équations d'une droite |>crpcndicuUire à un plan. Les données étant les iiiéincs que 
celles du problème, on trouvera évidemment : 

X — Z 4- « ; y — 4- ?» i»our équations de la droite cherchée. 
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SI, au contraire, c’est l’équation d’un plan {>cr|>emliculairc à la droite donnée qu’on demande, ou aura : 

Caj-Hr-Of i'Cs-f-D = 0, pour équation de ce plan, 


ou, ce qui est la méiuc chose : 


-f- «s + J + -^ = 0. 


— Il UOU5 reste h chercher les coordomiéen du point d'iiilersection du pbn et de la droite qui lui est tjerpendi— 
culaire. l»rciions, sur la perpendiculaire, un point dont le» coonioniiées soient : x\ g' i‘; le probléinc comportera alors 
cette condition de plu» : que la droite qui doit être (>erpemtjculaire au plan passera par un point donné. 

Les équations d'une telle droite sont {ii» 92) : x — x** ir'[i y; ; y y'a? 4'(i j'); 

et la comlitioii d’élre perpcBdieulaire veut qu’on ait : A = a'C ; B 4'C ; 

ainsi, les équations de la perpendiculaire menée par le |»oiiit donné seront : 

J ■* = -jj— — i ); V — ï'— — ~'j- [4] 

Majnteiiaiit, pour avoir le» coordonnées du ttoha d'intersection, il faut combiner les équations de la droite avec celle 
du plan , laquelle, pour plus de commodité, nous inetlruns sous la forme suivante, en lui ajoutant ; 

Ax'-i Bÿ’-l-Cj'— A^ — By' — Ci' : 

A {j —y) -4- H [y — y'j -f C {i — -h 0 4- Ay 4- By' 4- Ci' = 0 , 
qui se change en cette autre : A(x— y)4- B [y — y') 4. C(i — i') 4- D' = 0, [3] 

en faisant : 0' = D 4- Ay 4- lly' 4- Ci'. 

Mettons, |k>up (x — yj, (y — y'}, leurs valeurs tirées des équations [4] dans l'équation [5], il vient : 

■ (• “^ ) H (5 “ 5') 4“ C (i — j') 4“ ÏJ'^ = 0. 

CD' _ c;i)4-Ax'4-By4-ry) 

A*+B»4^*" ~ Àï^4-B*4^C*. 

Transportant cette valeur de (j — y) à sa place, dans les équatioits [4] : 

AI)' A [ 0 4~~ •'^y 4~ By' 4~ Li' j 

A«-hB*4C* ” 

^i*i>' __ B(04- Ax’4-By-i- çy, 

J » A«4-B»4-0 ^ A*+B»4-C'. 

Ces valeurs de x, y, z, sont k’îs coordonnées du point d’intersection de la droite et du plan auquel elle est perpemii- 
culaire. 

Lu construisant les équations [6] et [7], on trouvera, sur le plan des ir, le lieu de la projection du point de l’inter- 
section par lequel devront passer la trace du plan et la projection de lu droite qui lui est iterpendiculaire. De même, si 
l’on cütisiruii les équations [7] et [K], on aura, sur le plan de» xy, la projection de rintersecUon. 

— .Nous allons rendre cela scmsihle par un exemple. 

î 7i4- 12x4“ Ifi J — 84 = 0, l'équation du plan (éch. 11* II, 

• y = 12, y' =20, y =30, les coordonnées du |K)iiit donné. 

On a donc: A = 12, B =16, C = 7, 0 = — 84; 

et le» équations de la droite perpendiculaire au plan donné seront : 


d’où : 


[ 6 ] 

PI 

[ 8 ] 


X— 12 = 




!( — i0 = -!*-(j — 30). 

16 3J0 , , 

s = -, w 


■j 16, — m = 0. [rf] 


12 . 276 . , , 

et relies des traces du plan donné sur les mêmes plan.s : 

7j4-U^ — 84 = 0; [4] 

Pour coii-struire ces équations, coneevous (fig. 49) que le plan des zx soit rabattu sur le plan de la planche, de telle 
façon que 0.M soit laxe des z, et .MB', Taxe des x. ï-a droite MO sera le lien géométrique de l'équation [<i], ou. en 
d autres termes, la projection de la perpendiculaire au plan; P«, la droite de l’équation [4], trace du plan donné sur 
le plan des zs, et l’on voit quelle est perpendiculaire à MO. 

Pa»M>ns au plan des ;y, et coïK’cvons-le rabattu sur le plan de la piaitche, de maiiit're que AM soit Taxe de» *, fl 
AM’, l’axe des y négatifs; sa partie positive sera AO. Cela posé, M'O’ sera U droite de l’équation [c], projwlioii de la 
perpendiculaire sur le plan des iy, et N«', le lieu de l'équalion [d], trace du plan. Ces droites sont pcr|»endiculaircs. 
Les imiiiU 0 et O' sont les projections du point doimé sur les plans des zx et des iy, et les |toints » et m‘, sont ceux 

7 
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dé nnlersectioti dont nous allons rhmher les coonlonn<^es. Suli&tUuoQS, dans les équations [6]. [7] , [8], pour A, H. 
(i, D, leurs valeurs; il vient : * «= 20,8; j « — 3,7 ; f = — 1,02, pour ces coordonnées, 

m. — PrwblAflM ei»qyiteM. Trouver la plui courte tUstance d'un poimt doan^ à un plan donne' par son équation. 

La plus courte distance d'un point donné à un plan se ine.surant sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan, 
iimis aurons ecUc plus courte distance en nicUiint dans : 

D = \/Îj — i')* -h{î— î'l*7 

pour (x — x'), (p — i’), (a — a':, leurs valeurs, fournies par les équations [6J, [7], [8], du n® 130 : 

33L. 


d’où l'on lire : 


n l)-i-Ax'-i-B#' 

^~~r— - i " 

D-f- Ax^-I B|' 4-Ct' 


D = 


V/A»-fB*4-C« ’ 

pour espressiou de la plus courte distance dans l’espace du point dont les eoortiomiées sont V, y', s\ à un plan qui a 
(»nijr équation : \x -i- By l- Ci -+• 1) = 0 , 

18$. — ProbléaM aliliane. Par an poinl donné dnni Pexpace, mener un piou perpendiralaire à une droite donnée, 
dire troM*er : f® Téquation du plan ; t* les coardonnéni du point de rcaconfru Je la droite et du plan ; 3® la grandeur de la droite 
menée dan% le plan du point de renrontrr ou point rioniu', et qui est pcrprndK'HÙiirc à la droite donnée. 

Soient : x =3 u. -I- « ; y = l>. i 4 - les é4|ualions de la droite donnée. 

Les cooniomiées du point donné seront y, y', i’. 

i.’équalion du plau clicrclié sera toujours de la forme : Ax 4 - By 4~ C: -7- 1) s 0 [1], et puiM|u'il est assujétt à lu 
condition de pass4T {mr un point, son équation sera satisfaite en y mettant j' pour x, y' pour y, i' pour i ; donc : 

Ax* 4“ By H~ Ci* -i- li — 0. [2] 

Mais il doit être penicndiculaire à une droite donnée, ainsi les constantes A, B, C, D, NUit indéterminées. Uctrun- 
cluinl [2J de [I], il vient : A (x — x') -h B — y') 4- C(i — i*) = 0; 

\ B 

ou : — (y_y'i^-(._:” = 0; 

et il faut que (II® 129} 0 =-^; y — . 

L'équation cherchée du plan sera donc : «(x — x’)4- fr (y — y'} -f- (•-— i') = 0. [3] 

2® Pour avoir les cooniomiées du point d'intersection de la droite et du plan qui lui est perpendiculaire, mettons les 
équations de la droite sous la forme : x — x'= a. i a — x'; y — y = i". i -l* .S — y'. [4] 

Ces valeurs de x— x', y — y', mises à leurs plaees dans [3], on a : 

— x" y’)4.(;_;' =0; 

. « x' — a’ t y-'ÿ'— 5 . 4 -y 

dou : zsss — ! . 


M-é’-l-l 

Heiiqdaeanl par su valeur dans It^ équations de la droite : 


-a ^-^'y' — fJ' 4--'l 

i f 


„ frl<i ’x ' — a; h y' — f> J , 


'fi: 4 i''*— f x' — a 


-t- 




I- 4 I' 


l'itordoiitiées deiiiaiidées. 

3® Nous aurons la plu.s rnurtc tlisiance du point donné au point d mlerseiHion du jdan ci de la droite en Mibstituam ù 
la place de x, y, Ieui*a valeurs dans : D V^i^x — x';» -f- ^y — . — i'/r 

formule dons liufuellc x', y', i\ sont les roordonn«kr9 du point donné : 

D = yi" ;?jn“ ‘-‘‘T' 

r\pres.vion déjà trouvée (n® 107). 

184. — ProbUMM MpttèaM. Troairr : 4* Vançle de deus plan* donné* par leur* équalhw» , i® reuj d’un plan avec le< 
trou plans rectangulaires de projection. 

Soient : Ax 4- By 4* C; 4 D = 0 ; Ax' 4 - By‘ -4 Câ' 4- B' 0 ; les é<|uations des plans donnés. 

Si, de roriyine des coonluiiiiéi», on inéiie, sur chacun de ces plans, des pcrpemliculaires, l'angle entre ces per|»eiidi- 
l'ulaires sera le supplément de l'angle entre les plans, cl eonséquciiinumt son cosinus sera, au signe près, le cohimi> d«* 
l'angle entre les plans. Les équations de ces droites H^'ont [n® 50) de la forme : 

s SS ai, a = bi, pour la perpemlieulaire au premier plan ; 

X = fl'i, a SS b':, iMDur la p«>r)>endieulain» au deuxième. 
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(lour qu'elles soient perpendjculaires, U faut qu’on ait (n** 129) : 
A . B , A' .. 


dune : 


' =tf ; 

A 


-.b; 

B 

» = TT- 


A' 

x = -gr i 


= 1 /; 
B' 




.srront les véritables équations de ces pcrpoudiculaires. 

Substituant (Hiur a, b, b\ leurs valeurs, dans l'expre'âiou (ii** 100 ) : 

1 -H <w' W' 

C08. V = 

lie l'ongle entre deux droites, on aura : 
cos. V ssr 


AA'+BB'4-CC' 


[A] 


= 0 . 


l/A' + B’ + C + ’ 

pour le ro&iiius de l'angle que font deux plans. 

ISft. — Si cet angle est droit, son cosinus est nul, et : AA'-|- BB'-f- CC'^ 0. 

IW. — Cherchons actuellement les angles que foui chacun des plans : 

fl] Ajt -f- By -1- G* “1“ B ~ 0 î A'x -4- U'g -1~ C’i D ~ 0 1 [2] 

avec les plans coordonnés. Si nous (concevons que le plan [2] devient celui des xp, alors : 
s = 0; d’où: A'=a0; B'=0; Ü'=ïO, 

et puisque ce plan est pcrpendicuJuiru à Taxe des C' est infini ou est la même chose (n* 148) que : 

F ’ 

Faisant celle hypothèse dans [A], on trouve, après avoir divisé par G' et chassé les termes dans lesquels il entre 

g 

rmunie diviseur : cos. V' = ... .. - , est l'angle du premier plan avec relui des sp. 

y A* B* -f* Cj* 

Si le plan [2] est celui des is, alors ; g = 0 ; d’où : A' = 0, C' =s 0, puisqu’il u’a point de trace sur ce plan ; et comme 
il est perpendiculaire ou plaià des :p. B’, qui est la langcrite trigononiétrique de l'angle qu'il fait avec l'axe des g, est 

infini, d'où : == 0. I>c plus, U ne coupe [►as l'axe des a, donc D'= 0. 

Notant par V" l'angie que fait le plan [1] avec le plan* des ix, on aura, par l'équation [A], aprt*s avoir divisé par B' 
et annulé les termes où il entre comme diviseur : 

'**■ ' “ V/A*-4^B'* + C* ■ 

Etjün, si l'on imagine que le plan [2] soit celui des ip, |)Our un tel plan : 

jr = 0 ; d'où : B' = 0 ; !>' = 0 ; C' = 0 ; = 0 ; 

A 


C' = - 


el , par suite : 


cos. V'^' = -r >7 


pour l'angle que fait le plan fl] avec celui de» :p. 




VA'4-B* + C* ’ 

Si l'on conçoit que ce plan devienne aUernatîvenient, à son tour, celui des ix, des ip. des xp. cl qu'on désigne par 
l', U', L"', les angles du pian [2] avec les plans coordonnés, on aura : 

cos. r .= qTB'rç^ î = ■v/v+B'>+ci" • 

Des expressions de ces six cosinus, tirant les valeurs de AA\ BB', CC, comme il a été indiqué ( iP* 31',, et Ira portant 
dans la formule [A], il vient : cos. V=5 cos. G' cos. V'" -+-cos. U cos. V"-|- eos. feos. V’. 

La somme des carrés des cosinus des trois angles de chaque plan avec les plans coordonnés doune ; 

ro3.V'»H-co$ cos. V"'* = I ; cos. L’ f cos. l'* -f- cos. L'"* = I. 

^ais ai les deux plans proposés se coupent à an^e droit , on a : 


cos. U' eos. V"' H- cos. L' cos. V" -+* cos. T" co». V' ss 0. 

137. — Pr»WèflM hvltMme. Trouver tangJe if'aac droiie et «Tva plma. 

Soient : x = o. y = 4>. j-f- p, les équations de la droite, et : Ax-i- Bÿ 1 - C; D -= 0 , celle du plan. 

On démontrerait delà même luaiiiùre que nous l'avons fait [n** I2D) {M>ur les proje<rtions d'une droite perpendiculaire 
h un pian, que, si une droite est inclinée sur un plan, ses projections seront inclinées à l'égard des traces dn plan. IH* 
plus, l'angle que fait une droite avec uo plan est nécessairement égal h celui qu’elle fait avec sa projection sur ce pl.m; 
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ainsi, si l'on mène une perpendîeulaire à ce pUn, l'angle de celle perpendiculaire avec la droite sera le complî'inent de 
celui de cette dernière avec le plan. 

Iâ>» liquations de la perpendiculaire seront de la forme : .r =; a', j 4- s’ ; y = è'. ; + 

Mais il faut (n*> 129) que : 4' = -^^; 

donc ; s ~ s y = s 4- seront les équations de celle pcrpcmliciilairc. 

Actuellement on a, pour l’expression de l’angle que font deux droites (n* 31} : 

1 + 

”*■ “ VT^+»' ’ 


et puisque eet angle est corapléiiicnt de l'angle chirclié, on aura : 

. „ 1-|-«n''4-W' 

Mettons dans celte formule, pour a’ et b', leurs valeurs; U vient : 

, C 4- Aa 4- Bè 

*"'• - ■ 

Si la droite et le plan deviennent parallèles, sin. V s 0, et : Bè {• Aa 4 “C s 0, 

138 . Les problèmes que nous avons résolus jusqu'ici et les principes qui ont été établis pour atteindre ce but , s'il» 
nul été biou compris, suffisent pour metU'e le lecteur en état de résoudnr toutes les questions qui lui seront proposées, 
tant sur la ligne droite dans un plan que dan.s l’espace; il pourra même ne pas être emlKirrassé pour répondre aux 
objections qui lui seront faitc^s sur les surfaces ptanes. 


LIVRE II. 


CHAPITRE PREMIER. 

Des foacliaas «■ (èiéral et Ses fnaïUUt laies el iaiiies. 

138*“ Avant de définir ce qu'on entend par fonction, il est essentiel de parier des quantités algébriques el de celles» 
qui ne le sont pas. 

I.CS quantités algébriques sont celles dout la valeur exacte peut, être assignée |>ar des opi^raiions de l’algèbre ou de 
l’arithmétique qui ne dépendent pas des logarithmes. Presque toutes les formules qu'on a v ues dans le premier liv re sont 
dans cette catégorie. 

Les quantités non algébriques, comme les logarithmes, les sinus, les connus, etc., iwiit telles qu'on ne peut leur aasi- 
gner que dc$ valeurs approchées. Nous aurons occasion, dans le cours de cct ouvrage, d'entrer daus quelquc.s détails 
sur ce qui les concerne. Ces quaiuilés sont nommées transcendantes. Parmi \v» courbes, il en est d'algébriques et de 
iranscemlantcs; on reeommit leur caractère à l'inspeetion de leurs équations, qui sont algébriques ou transccudantes. 

Une formule algébrique ou non algébrique renferme toujours des variablea [1] et des constantes [2], et c'est de tes 
variables, qui peuvent être de différentes espèces, que les fonctions tirent leur origine; ces fonctions se divisent en 
ordres snivanl le nombre de variables que renferme la formule. 

— Ainsi, on appelle fonction d’une quantité variable, toute expression de calcul »lans laquelle celte quantité 
entrera, de quelque manière que ee soit. 

Par exemple, une fonction de x sera une quantité algébrique composée de tant de termes qu'on voudra, et dans 
laquelle x sc trouve mêlé d'uiw manière quelconque ou non avec des eonsUintes : x* 4- èx ; dx* -1- ox* 4 - 4- CK^*» 

des fonctions de x. Donc, lorsque deux variables sont liées par une dépndancc mutuelle, comme dans : y = «x 4 - è. 
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«équation (n** 49) de la )igi»e droite dans un plan, ou dans : jr s s; 'i- s, y as 4; équations (n*>* 8f et 85) de cette 
même ligne dans resparc, on peut dire que y est donné en fonetioii de x dans ia première 4H}uatkm, puisque y emprunte 
ses valeurs de eelles de x; et que x et y sont, en particulier, donnés en foiK-tion de i dans les deux dernières, ou que 
ces variables n'ont de valeurs réelles que lorstpie • en a reçu. Mais, dans ces équations, ou doit distinguer les variables 
l'une de l’autre par la différence d’emploi qu'elles ont : on appellera variabk* prim*ipale celle qui, en rei’evant une valeur, 
en donne à l'autre, et ccUo-c-i M>ra dépendante d'elle; ainsi, dans les é^tuatious citées, la variable princî|>ale est dans le 
second membre. 

L'équation d'une ligne courbe plane renfermant deux variables, on lui appliquera les mêmes raUoimements que dessus. 

141 . — Le mot foikction pM>ut être noté de diverses manilles, mais toujours |iar un signe qui ait du rapport avec sa 
sigiiincalton; donc, pour exprimer une fonction dex, on emploiera Tun des syiiibeles suivants : ^(x), F (x-, f (x), etc., 
et , d'après ces notations convciitionitelles, on pourra simplitier toute équation que Ton saura être formée d'une inauièrtr 
invariable, et qui, conséqucmiiicnl, sera facile à reconstruire au tiesoin. Ces notations s’étendent généralement & toute 
équation composée de plusieurs variables, l^r exemple, dans l'équation des surfaces planes, que nous savons être de la 
forme: Ax By -f-Ci -h I» — 0, on fera, pour distinguer ces surfâtes : ^(x,y,i), F (x, y, i), ij.(x, y, i); cela 
exprimera ou rappellera une formule entre trois variabU's, ou une surface plane. Ces formules sont nommées des fontv 
lions roinposécs de trois variables disposées de quelle manière que ce soit, et elles peuvent représenter dt!S surfaces 
courbes; mais, dans ce cas, si les dt'^gnations ci-dessus sont arbitraires, on le fait savoir. 

145. — Il y a plusieurs espères de fonctions : les algébriques, les transcendantes et les inierscendantes. 

Les fonctions algébriques sont celles qui contiennent des quantités algébriques (n* 139], et |»ar eonsét}ucnt clics n’ad- 
meUeiit que des opératiuiis algébriques. 

O» divise les fonctions algébriques en raU4innelie.s et irrationnelles. Les fonctions rnlioniiclles n'admettent pas d'au- 
tres opérations que l'addition, ta .soustraction, la multiplication et la division, puis l'élévation aux puissanee.s dont les 
exposants sont des nombres entiers. 

a*— -i* 

I.,t^ expressions : a — x ; ay ; ; a;* -\- 4;» , sont de.s fonctions ralioimclles de x, de y et de - , 

et les exprefôiûus : V a ; e 4- -f- J*; C'a — y'-f-îy; des fonctions irrationnelles. 

Dans celles-ci, il y en a d'explicites et d'implicites : les expliciter .sont celles qui peuvent être développées au moyen 
de radicaux et ont üi forme : y = ax*-t èx-H C ; y «xi -j- *x* C j»; 

y est fonction explicite de x dans la première, et de x et de ; dait.v la secomle, parce qu’avet? la valeur de x, ou celle tic 
X cl i, on peut former les valeurs corres}>nndanles de y sans résoudre ces équations par rapport è y. 

Les fonctions irrationnelles implicites sont telles que : x* f- y* = «xy ; 1- y* d- c* = axx -q- bgi -f- oxy , 

et on les nomme ainsi parce qu'on ne peut déduire la valeur d'uuc des iucouimes sans avoir rést)iii préalablement par 
rapport à cette inconnue. 

143 . — Les fonctions transcendantes contiennent des variables qui appartiennent à des arcs de cercle, aux ligues tri- 
gononiétriqucs, aux logarithmes, aux exponentielles, etc. ; elles sont toutes données un nombre iiitini de termes. 

144 . — On a donné le nom de fonctions intcrsccndonles à celles dans le»t]uellcs les cxpt)sants des variables sont irra> 
lionnels. 

146 . — Les fonctions se divisent eu uniformes et eu muUifortues. Ui fonction uniforme n'obtieiU qu'une valeur déicr* 

minée, qu'on donne à la variable principale {u^ 140), comme dans les équations connues : x a. y = èa -f- ^ : 

qucMe valeur qu'on donne à on n'aura jamais qu'une seule valeur correspondante |>our x et y. 

La fonction multiforme est celle qui, |M)ur diat|ue valeur déterminée qu'on met & la place de la varialde principale, 
donne ptosieurs valeurs déterminées pour l'autre variable. Far exemple, dans réqualion : y* ^ ex x*, qui est celle du 
riTclc, si X a une valeur quelconque, y en aura deux. 

Kfiiiii, toutes tes fonctions rationnelles, entières ou fractioimaires, sont des foiK-tions uniformes, parce que c<‘ssortt^ 
d'expressions, quel que soit le nombre substitué à la place de ia variable principale, n'obtiennent qu'une seule valeur; 
mais les fonctions irrationnelles sont toutes multifornies h cause de l'aaibiguîté des signes radicaux et de la double valeur 
«lu'ilft iiidiqueut. D'après cela, on comprendra que, dans les fonctions luulliforiues, U y en a de biforinès, de quadri- 
formex, suivant l'exposaiil de la fonction ou do la variable dépendante (n<* 140). 

Il y a aussi, parmi les fonctions transcendantes, des fonctions uniformes et multiformes : tel serait l'arc de cercle qiit 
répondrait au sinus i ou x, car il y a une ifiCnilc d'arcs circulaires qui ont tous le même sinus. 
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Ce& (^rélioiinaircs sur Ic& fondions aideront h riiiteUigoiife de ce que nous aurons à dire à l'avenir sur ce sujet. 

146 . — On a remarqué que nous avons rencontré, dans le premier livre et dans U solution des problèmes, des quaji- 
lités Unies et d'autres infinies ; les problèmes que nous aurons è résoudre nous en feront connaître d’autres ; il est donc 
mVea&aire d’expliquer ce que sont ces quantités, 

l^s quantités finies sont celtes dont la forme est constante cl dont on peut apprécier À chaque instant la grandeur, 
tandis que les quantités infinies sont celtes dont ou ne saurait apprécier lesdiiucitsiotiH; ellea ne sont comfMU^bles h nulle 
autre ; en un mot, l’infim renferme en lui une expression vague dont il semble que Von s'est avisé |>our éviter les cir- 
conlocutions. Néanmoins, on couquirc entre elles les quantités iafinies, et surclles on fait des opérations par le«|ucllrs 
nn reconnaît quelles sont celles qui doivent rester dans une formule cl celles qui doivent en être élaguées; car une 
quantité ne pouvant cesser d'étre susceptible d'augmentation et de diminution qu'en cessant d'éirc quantité, ü s'ensuit 
4|u'U ii'y en a point, quelque petite ou quelque grande qu’elle soit à l’égard d'une autre, que l'on ne puisse en imaginer 
une troisième infiniment plus petite ou plus grande. 

Concevons, par exemple, que jr est infiniiiient grand à l'égard de a; quoiqu'il soit itiiposbiblc d'as^ncr leur rapport, 
cela n’empéche pas que nous puissions admettre une troisième quantité qui soit, & l’égarl de jr. ce que j; est à l'égani 
lie a, c’est-à'^lire qui soit le quatrième terme d’une proportion dont les trois premiers seraient : 



Ce quatrième terme, qui e.st , sera donc infiniment plus grand que x, puisqu'il 1*00116111 x autant que x est sup- 
posé contenir a. 

\jc produit de deux quantités infinie» est infiniment plus grand que chacun de ses facteurs, et, en général, un pro- 
duit ou une puissance de tant de dimensions qu'on voudra et dont les facteurs sont infinis, est d’un ordre d'infini marqué 
l^r le nombre de ses facteurs; ainsi, lorsque x est iitfini, x* «»t infini du quatrième ordre, et ainsi des autres. Mais si 
iiu produit n'a |>as tous ses facteurs infini», alors son ordre d'infini ne doit se déterminer que par le nombre de ses fac- 
teurs infinis; ainsi, axjf n'est que du même ordre que xy. puisque, dans l'un comme dans l’autre cas, il n’y a que deux 
tacleur» inriiiis : x et y. 

Ce que nous venoiu» de dire pour le» quantités infiiiimeiit grandes s’appliquerait aux quantités infmiuicnt petites, mai» 
dans un ordre inverse. 

147 * — Pour exprimer par le calcul qu'une quantité x est infinie f»ar rapport à «. ou , ce qui est la même chose, pour 
exprimer que n est infiniment petit à l’égard de x. il faut , ddut.» les cxpn^viotui algébriques où ces quantités »e trouveront 
enscinble, rejeter toutes les puissances de x inférieures à la plus élevée, et {«ar conséquent aussi tous les tenues en x. 

Par exemple, si, dans t sup|K'se x infini à l’égard de a et de b, on supprimera a et è et l’on aura : 

3x , , , 3x-f-rt 

-s — = pour a va eur de — _ ~r -. 

15x 5 3x-hè 


Kn effet , 


3x fl 
5x-h b 


est la même chose que : 



fl è 

or, dès qu’on supposi* que x est infini à l’égard de a et de b, les fractions et -j-, qui nqiréseuteiil les nipimrts de 
fl et 4 X, doivent uéee&saircinenl être* supprimét*», puiMpic, par cette supposition iitcnie, ces rapports sont au-dessous 


*> 

de toute quanlilé, si petite qu'on veuille la »up|N)M*r ; donc, dans ce cas, la quantité proposée doit se ré^luirc k 

Pareillement, si l'on avait x*-f- nx -|- b, on le réduirait i x*, car un vient de voir que, jiour x infini, on devait sufs- 
prinier 1» vis-à-vis de tii; or, x* est lui-méiiie infini à l'égard de ax, puis^iuc x» | «x | ] x | u ; donc, par lu première 
raison, on doit rejeter <ix vis-à-vis de x*; donc la quantité donnée doit être réduite à x*. 

.Au contraire, si x était infiniment petit, il ne futHlrait éoiiHervcr que les termes où IVxposant de x est le pin» ]>rtii; 

.ainsi, x’-h ox se réduit à «x, lorsque x est inliiiiment ^ ^ »c réduit à dans le mêrac cas. 

148 . — On représente l'itifini en divisant une quantité finie |utrO; ainsi, est uue expression dite infime; car, si 
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l'aiiilé était divisée par une fraction, i^iis cette frarlion serait petite, plus le quotient serait grand, or, le zéro étant kl 
une quantité inappréciable, il s’ensuit que le quotient de est illimité, c'est-ô-dire infini. 


On se sert aussi du signe œ, qui indique rinSni et est la même chose que donc : 



d’où l’oii lire : 


CHAPITRE II. 


i^oatioai iet caorWs flues et tbiarie 4e U descripuoi de kars Rfares. 


149 . —Nous avons montré (n* 39] qu’une Ii|me droite était déterminée de position lorsqu'on connaissait deux de 
scs points, et cette propriété nous a servi à trouver les équations de la droite (n** 42 et 49) dans un plan, et dans 
l'csparc (n*^ 81 et 86); sans elle, Ü nous eût été imp4)ssible de fournir ces équations, et eonséquemnienl de tracer la 
droite. Si, pour la plus simple de toutes les ligm». utte propriété était importante pour la caractériser, il devient sen- 
sible qu'une courbe plane, c’est-à-dire une courbe dont tous les points sont dans un même plau, étant donnée saïus 
aucune définition, sans la loi suivant laquelle elle a été eiigemtrée, ou hien eiieure sans qu'on dît énoncé au moins uiic 
de ses propriétés, elle ne pourrait être représentée par une équation; si, au contraire, on nous préscute une de ces 
courbes, et qu’on nous dise qu'en menant, de rhuruu de ses points, deux cordes aux cxtréeiiités de son diamètre, 1» 
somme des carrés de ees cordes est égale au carré de ce diaiiièlre, il nous sera facile, non seulement de représenter 
cette loi pai* une équation, mais encore de décrire la courbe par points, car 1^*5 points d’intersection de toutes les lignes 
(lassant (wr les extrémités du diamètre, qui sr couperont deux à deux à angle droit , .seront autant de points qui np|»ar- 
licmlront à la courbe, et ils seront également éloignés du centre. Par ectlc propriété, nous reconnaissons que c'est 'lu 
cercle qu’on a voulu parler. Ainsi, pour représenler celte courbe p.ii‘ une équation, conduisons, parles extrémités A et A’ 
de son diaitiétre A.\' (6g. .10), les «‘ordes .à'M, .\M, qui se cou(iermit au point M. Considérant l’extrémité .V du dia- 
mètre AA' comme l’origine dt*s coonloiinées j ci g : l’aluscisse du (loinl M sera AT, et son ordonnée, PM ; faisant le 
diamètre AA':= 2 a. on aura : AP =; 2o — x; et les triajigles rectangles PMA, A'PM, donneront : 

sr.\ = MP 4- -T î i * ; M A'*== >0*4- A P = g* 4 x* ; 

I 1 

donc : MA 4- MA'=s jf*4- (2« — X;* 4- ÿ*4- j*»= î ji*4- 4«* — 4ax -k- 2x*. 

Mais la somme des carrés des deux cordes doit être égaie au carré du diaiiièire; on aura : 

2|f*4- 4fl* — 4 i*x4- 2x* =: 4n*; d’où : f* = îax — x*, 

équation du cercle, rortginc des coorduimées étant à l'iiiic des extrémités A' du diaitiètn* A.\'. Pour l’autre extrémité \ . 
les aliseisses étant négatives, nous aurions trouvé : 

2 S* 4- 4 fl* 4- 4 flx 4- 2x* = 4a*; d’où : ji* = — 2«x — x*. 

Placmis l’origine au centre C de la courbe : <IP = x; AT =s a 4-x ; AP .s= a — x, puisque C.V =■ CA' = «. et ; 

sr\’=Mp'+ï>Â’= (n — J)>: MA■=MF^ ,VH= + I j)'; 

* » 

Jonc: MA ) STÀ'-î,' t n — j- • + J-;'; 

et, par suite : 2îr* 4- 2a*4- 2x* 4 a*; d’où: #• = «• — j»; 

ou bien , ci) faisant a a= K : g» q - x* =a H*, [l>] 

é<|uation du cercle, l’origine des coordonnées étant à sou centre. 

On jugera, i»ar ce qui précède, que la forme de réi|uatioii d'une ligne courbe plane dépend du (mint d’où l’on pari 
pour compter les abscisses; mais cette forme ne cliajige point, quelle que soit la position du point M, et la relation 
entre les variabk^ x et g est constante par rapimrt à une même origine. Üc plu.s, cette relation indiquant une seconde 
puissance, on dit que le cercle est une courbe du .second degré; et, dans son équation, g est fonction biforiuo In'* (45 
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tie X, rar, en doiinniit à eetto dcriiU're canaille une \oIeur queieunque, y en a deux, qui ronre»pon<icnt à autant de 
|toiiits de (a courbe. 

IM. — ProblèoM dtMuUèma. étdMt «ne rourbf tflU que Ut sommr deu dUtauces MF\ MF, de chacun de ac» points 

M à deux pointa fixes F et F' (fiÿ. 5tJ, est consltiale et égale à A\\ trouver l'éguatiou de cette ronrbe. 

Avant d’culreiirendre la sulutioii de ce prnbU’^nie, nous ferons remarquer que les deux points F, F', sont les foyers de 
la courbe; que AA' est son j^rniMi axe (mi premier axe, et HB', son {>etU ou second axe, lesquels axes sont perpendicu- 
laires entre eux cl sont les priueipaux axes de l’elli|kse. 

Les lignes F'M et FM, menées des foyers en un point M de la courbe, sont les rayons secteurs de cette courbe. 

Le milieu C du grand axe de l'ellipse est son centre, et les per|»endteulaires DU' et D"!)''' au grand axe passant par 
les fo>ers F, F', sont les pai'amètres de l’ellipse. 

Les distances CF' et CF sont, l'une et raiilre, l'excentricité de la courbe. 

Les deux extrémités A et A' du grand axe de l’ellipse se nomment les sommets de cette courbe ; les extrémîlén B et B' 
du petit axe sont deux autres Mmiiucts, mais nous réserverons pliLs parliculièreiiient res noms aux extrémités du grand 
axe. 

Ccta posé, que CA*=CA' = A, on aura : AA'=2A; que CB = CB’=B, on aura : BB' = SB, 
(-'(rsl-à-dire que le demi grand axe de i'ellipse S4?ra repr^nlé par A, et le dcuu |»clU axe, par D. 

De plus, faisons : KM = /; F,M' = j, CF=CF' = c. 

Du point M. abaissons la perpendiculaire MP sur AA^, et prenons l’origine au somiuet A', de sorte que gg‘ soit l'axe 
des y, et A'x, celui des abscisses; nous aurons : 

A'P*x; AP«2e — x; MP = y; 

cl si AF = AT' = lu, il vient : F'P = AT— AT' = x — oi ; PF = AP — FA = 2 A — x — w. 

Actuellement . les deux triangles PMF, PMF’, doiment : 

MF == Î*M -î- PF ; MF = MP F'P ; 


f’esl-ü-dlre : 5'»= y’-f- (2A — x — w.»; i* = y*-|- (x — «> 

Lfrecluaiit b‘S opérations indiquées : i'* = y* 4 A* — 4 Ax — 4 Am F 2xw + II] 

î*^y* + x»— 2x«^hm*. [f] 

.Mais, par renoncé «lu problème, on doit avoir : F.M 4 F M = 2 A = i' 4- i. [3J 

Retranchant la fonnuJe [2] de [I] ; 4 A» — 4 Ax — 4 .\»4- 4x« ; 

d'où : (î'-F 5) 1^' — •) = {-^ — j)2 A — 4 A* — 4 Ax — 4 Am 4- 4xni, puisque (i'4- - ) = 2 A; 

, , 2A» — 2Ax — 2 Am I 2xm 

donc : i — i = J . [4] 


Ajoutant les formules [3] et [4] : 
les retranchant : 


2 A* — Ax — A» 4- XM 
A ■ * 

_ Ax4-A« — XM 
_ ^ ; 


et les valeurs de F et z sont celles des rayons vecteurs de l’elli^ lorsque l'origine des coordonnées est en un sommet A'. 
M.iis ; et «'iio doivent (>as entrer dans l'équation rbercliée; pour les éliminer, ajoutons les furtiiules [1] et [2]; il vient : 


5*» Fi*s:2ÿ*4 4 A» — 4Ax— 4 Am4-2x» f 2ffl*. 

Remplaçons s* et z par leurs valeurs élevées au carré; réduisant et rluus&ant les dénoniinaleurs, nous aurons : 
4 A»xm — 2Ax*« — 2 Ax«*4-J*w* 2 Ax 2A« — m» — x* 2 Am — m» . 

V - A* — - 

et nnalemeitt : ^ÎL.,j2Ax — x*), [5] 

équation de l'ellipse, l'origine étant prise à l'extrémité A' de son premier axe. La quantité n est censée connue, et il 
n'y a d'indéterminés que x et y; tiuiis, se donnant à volonté lu variable x. y si'ra fonction biforme (n^ 145| de cette 
variable. 

Lu ligne m n'est pas celle qu'on emploie le plus (irdinairemcnt pour composer l'équation de Velli[«e; 011 se sert des 
deux axes principaux. Nous serions pitrvenus directement à l'équation qui doit h» renfermer, si nous eussions placé le 
point M en B, extrémité du petit axe. Concevons que cela suit, alors : A'C ss x=: A. 

Mettons cette valeur de x à sa pUtec dans [5] : 

,’= Jî!!. j* = îAw — m*. 
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Mais, en B, rordoiiiiée 9 est égale au demi petit axe; doue : B* = y* ai 2 A«« — w*. 

Celte valeur de 2 Am — m*, substituée à sa plare dans [5] » on a ; 

»•= — i’}, »u: AV4-BV = 2ABV 

151 . — Admctlans maiiilcuant que rorigiiie des coordonnées soit au reulre C de l'ellipse*; dans cette circonstance : 
CF=ïCF' = c; CP = j:; FP = r — j; F'P = c+r; >IP=y. 
et, déplus: j' i-j = îA. [D] 

La quantité c ou rcxeentricité doit être connue. 

# I 1 » t t 

r.es triangles FPM et F'MP donnent : FM = MP -f-FP; F'.M = MP-I-F’P; 

ou: -*= ir*-h{c — [«1 î’ = îr*-t-k + ^)*; W 

donc : i'* — i*=r (i '4 — i) =c* — 2rx + j* — c* — 2rj — x*. 

Mettant pour a sa valeur, il vient : 

4 ex 

2A(i' — j)« — *fx, d'où x' — x = 2A ■ 

Combinant cette formule avec [D] par voie d'addition et de soustraction, on trouve : 


:A— -, 


A"“’ 




valeurs du rayon vecteur de l’ellipse, l’origine des coordonnées étant au centre de celte courbe. 
Les formules [«] et [>] donnent en les ajoutant : i'*4- i* = îj* 4- 2c* 4- 2x*. 

Remplaçant 2' et i |»ar leurs valeurs élevées au carré, on a : 


ÿ* = 


.V -i- c*x*— A»c*-. A*x» 


d'où l'on tire : 


ÿ j • • » U UU 1 UH MIV . ÿ’ ~ A*~^ 

équation de l'etlipse, l’origine des coordonnées étant à son centre; mais, pour se dispenser d’évaluer rexcenirn ité 
un (>rérère avoir une équation en fonction des axc.s de rellipse. Reste à éliminer de la précédente le facteur A* — r*. 
On le fera aisément en fiortant le point M h l’exln^mité K du petit axe. Dans cette hypothèse : CP s x 0. 
L'équation [E] devient donc : A* — r*. 

Mais rordonnée du point nouveau R est : |f* as H* » A* — c*. 

Substituant, k la place de A* — c*, sa valeur dans [Ë] : 


A’ — 


,-^(A»-c*), {EJ 


R* 


S*=-;ï-(A»-x»); 


A*ÿ*4'R*J’= A*B», 


équation générale de l’cIlipsc. l’origine des coordonnées étant au centre de cette courbe. 

152 . — On a encore coutume d'énoncer l’équation de ^e^lip!^; au moyen de son demi-paramètre DF' ou D"F. Pour 
obtenir une équation qui le renferme, imaginons le point M transporté en D", et que les rayons vecteurs FD ", F'D . 
se coupent en ce point. Si l’origine des coordonnées est en A', un des sommets de l'ellipse, nous aurons : A'F s x ; 
mais A'F =- 2 A — m. donc : x =s 2 A — m. 

Celle valeur de x. mise à sa place dans l'expression : ÿ* = .. (2 \x — x»), du n* 150, on trouvera : 


âf ~ — 


2 Am — iw* 


mais FD ’ = jf := p par hypotlièse, donc ; 


P — - 


2 .\m — w* 


Divisant les deux membres de cette formule pur A, aliii de rentrer dans réqualioii de l'ellipse, on a : 

_P_ _ 2Aw — m* 

A “ A* '■ 

Reportant |Knir l’exprcwioti citée : 

»• = — 

t!sl l’équation de rdli|>se dans laquelle entre son paramètre, et rorigiiie des coonlonuées se trouvant k l’utt des som- 
mets A' de la courbe. 

4M. — SI celle origine était au centre C de l’cLli|^*, il est évident qu'alors CF x; mais aussi CF = c, donc x — r. 


Faisant celle hypulbèsc dans [E] du n" 451, U vient : y 


■ tA«~c*] 

"" A* 
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A* — r* ù A*— r’ 

Mais J i= FD" = p, donc : p = ^ , cl , par suite ; 5 = — « 

el cûiiSi^quemtiMMJt : y* = -^[A* — x*), 

«‘quation de l'clIip^e énoncée au moyen du paramétre, rori^ine des coordonnées étant au eeiilre de la courbe. 

164. — Problème troieièmo. UhyperMf ffig. 52) ra/ rnc roer^ tellr g»f Ut di/fetrncf tifs ^hlanet* .MF, MF', d’»i« de 
point* à drex pota/a fiff$ V fl F' eut ctntstanU et 4*gate à AA'; troeiw V/tituiUon de cette eonrbe. 

Av,int d'opérer, donnons «luclques déliiiitions qui nous seront utiles. 

I.a ligne AA' est apiHdéi* premier nu grand axe de la courbe ; le deuxieme axe sc trouve sur une perpendiculaire au 
i-entre C du grand axe. On détermine la longueur de cet axe en «iécri\anl, du point A comme centre el d’une ouver- 
ture de compas égale à CF, un arc de cercle qui coupe la pcrpciHlicuiaire indétinie BR' en deux points B et B', et RH' 
est la loitgucur cliercbée du deuxième axe. Ce procMé est déduit de ce que le demi |»elit axe CB doit être moyen pro- 
^M>rtiofmel entre le grand axe AA' augmenté de la distance AF du s<mimel \ au foyer F, et cette distance; cela sera 
«b’Miioiitré en son lieu {n* il Ij. 

Lorsque les deux axes DD’ cl BB' {tig. fi8] sont égaux, niyiierb^dc est équiiatére; aussi dislingue-t-on deux espèces 
d'liy(M.‘rbolc$. 

Ixîs extrémités A et A'<lu grand axe sont les sommets de l’hyperbole, elles foyers de celle courbe sont en F et F' /ig.oi 

L’hvfHürbole a quatre hramdics ; Aé. Afr'; A'a. A'a'. 

La ftcrpcndieulairc M"F au grand axe el |kassant par le foyer F est le |Miramèlre de la courbe. 

Les deux lignes F'n, Fm, sont les rayons vecteurs de riiypertmle, el ils se coupent eu un point m sur la courbe. 

Les lignes indéfinies M'II, ll'N', qui se coupent au centru C, sont les asymptotes de la courbe. On les nomme ainsi 
parce qu'elles sont des tangentes aux hranches de l'hyperbole, et en des [hhiUh iurmimcnl éloignés; ou, en d'autres 
leriiies, cc sont des lignes qui s’appriM'lKüil sans cesse dc.s branches de riiyiMn'lwle sans pouvoir les aUeiiidrc. si ce n'esi 
à une distance iuûnie. 

Pour déicriniiier ces asymptotes, on élè>c. à l'un des somnieu A de la courbe, une perpomliculairt* indéfinie ÜAO' 
au grand axe A.\', puis on porte sur celte droite, à partir de les longueurs AO, AO', chacune épie à CB, demi 
t>etit axe, et par les points O cl O' ain-si déterminés, el par le centre C, ou tire les lignes CO, CO' : ce sont, en les prr»- 
longeunt iiidéliuiment et de part et d’autre du centre, les asymptotes «lenuuMlécs. 

Itevenons è notre objet. 

Faisons : AA' = 2 A ; d’où : CA' — CA = A , cl : F'A* FA = a ; 

ÜB' i B : d'où t CB = CB' = B, el : F'« ^ Fin = 3 ’. 

l.â ligiu’ n est censée connue. 

Plavons l’origine des coonloiinécs à l'un des sommets A de niyperlmle ; nous aurons, en abaissant du point m sur A.r 
lii perpendiculaire mP -s y : 

AP = x; F P = F'A'-t AA f- x = « + î A x ; FP ^ .\F — .AP ^ a — x; 
cl, d’apri*» l’énoncé du problème, on doit avoir : 3 ' — 3^2 .V. (I] 

f t f _ • t s 

Les triangles ri'. tangles F'rnl’ el FinP doma-nl : .MF = MP + PF ; MF = MP PF' ; 

OU! [i] ;'• = ,• + (« — j-;>; (3| 

Pri-naiil la ilifféreiire cuire ces lieua valeurs : j'* — ;• = — i aj: — 4 aA — 4 Ax — 4 A’, 


ou : (r' — j) (p -4- ij = (a'-F* a) i A = — 4 ax — 4 a.A — 4 Ax — 4 A’. 

Ou eu lire : a' + a = ^"-r + aA |-^i Ax A' 

tàombinant celte formule avec la formule [I], il vient : 

ax -h BxA - p Ax HJ _j_nA 4- Ax 12 A* 

A ’ ' = X • 

Ajoutamles .'quations [î] et [3] : a'*+a* = î,' | îa’H-îx' | 4aA-|- 4 A* F 4.Vx. 

Reniglaçant a' el a par le carrt' de leurs valeurs, on trouve, aprFs une preiniFre réduction : 

. _ ïAax*+îAa*x-| a'x*-f-4 A’ax . ÎAa+a» 

« — ; ou : 


(Î.Ax-t X' 


1*1 


équation de Fhyperbole, l'origine dtani au sumiuet A. Mais, pour cette courbe eonime pour t'ellipsr, on fait entrer dans 


Digitized by Google 


— 59 — 


M>n éijuation 8«5 deux axes. Pour nous conformer à cct u&a^c, concevons que le point M d'intersection des deux rayoii> 
vecteurs SC trouve en B, extrémité du petit axe. Hn ce point, on a : * 

AC = — X = — A , cl CB = y =: B. 

Faisant ces hvpoltiéscs dans [4], il vient : — B* = iAit f a*. 

B* 

Substituant dans [4], à la place de î A« -f- «*, sa valeur, nous trouverons : ÿ»s= — . (2 Ar-f-x*); 

mais celle valeur de y étant imagiimire pour le point B. comme on le verra, elle sera réelle pour tous les auirciv piniits 


de la courbe si Ton fait : 


y*« -^;2/Vx-f-x*). 


B» 


Si l'origine des coordonnées eût été en A*, nous aurions obtenu ; y* =* — 2 Ar) ; 

car: AP' = x; FP = F’A'-f- AT = a + x; FP == AF— AP == AF — (A'P — AA') — a — J-f- î A. 

156. — Que l'origine soit au centre C; alors: CPssx, MP î= y, CF'a«CF^c, quantité connue; PF =* r — j. 
F'P = c-f-x; et les triangles F'mP, FwP, donnent : 

iF* - ISpV «P V FpI 

ou: :'* = y*-4*{c + x)»; [5] :• = y»-H[r —xl* [6] 

qui donnent : [i ' — 3) = -t- 4rx; c'est-à-dire : j' -f- 3 = ’ puisque 3' — ; = 2 A. 

Combinant cette formule avec la fonnule [1] du numéro prtVrédent, on a : 


'«A-H- 


A. 


rayons vecteurs de l'hyperbole lorsque l'origine des coordonnées est au centre de cette courbe. 
Ou lire des formules [5] et [6] : 3'* -f- 3* = 2 y* f î j» + î r*. 

Les valeurs de 3' et 3 élevées au carré et sub.vtituées dans cette dernière formule, on trouve : 

f*— A* 


2 A* 4' 2c*x*— 2 A»x»— 2AV»^ 2 A*y*, 


d'où : 


y* — 


A* 


i’i 


(ioneevoi» luaiiacnanl que le point m soit transporté en B. extrémité du petit axe; nous aurons ' 

CB = y = B; x = 0, 

et l'équation [7] se réduit à : — B* =s (c* — A*); 

B* 

donc : y* = — (x* — A*), qui revient à : A’y* — B*x* = — B*A*, 

équation de iliyperlmle, l'origine des coordonnées étant au centre. 

156 . — Pour énotieer l'équatitm de l'hyi^erbole au moyen de son paramètre, supposons que les rayons vecteurs F'.M ". 
F.M ', se coupent au point M ", |iar lequel p^»se le paramètre, et que l'origine des coonlonnées soit au sommet A ; noll^ 
aurons: .\F»x; mais AF=:r; doue: a^^x. 

Faisant celle hypothèse dans l’équation du n® 154. il vient : 

;2Am 4- a*:» 

A* ' 


, 2A» f-a* . . ,, 

»’= — !-"')= ■ 


mais M'"F s y s p ; donc : 


2Am f-N* 


P” — » 


Divlsaitl les deux termo.s de celte formule par A, 011 a : 


2 A« 4- fl* 

“ À» 


et enuséquemment l'équation eitéedcviciil : y*=^ “(2Ax-|-x*J. 

Si nous avions mis rorigine des coordonnées au sommet A', nous aurions obtenu cette autn^ équation : 

»•= -^{l' — ÎAx). 

157 . — Kiii'in , que l'origine des coordoimées soit au centre (I de l'hyikerbole. on aura : 

CF = c; donc: x = c; 

c»— A*i* 


CF = x; iiiaus 
ainsi, réquatioii [7] du n® 155 se réduit à : y* 

A* 


mais FM" =s y ss p ; donc : 
et l'équation citée devient : 


F-- 


A* 

ou : 


P _ 


»— A* 


A>,. 
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16 ®. — Si r«i adracl que A = B dans l'équation A*ÿ*— - B’j* := — B»A*, du n® 455 , il vient : 

• ÿ< — = — A*. 

jMîur équation <Jp rhv'pprlwle équilatére (fig. 68'. Celle hyperbole est k l'hyperbole ordinaire (llg. 52 ce que le cercle 
4*^1 k rcllipM>. 

160 . Récapitulons les résultats que nous avotis obtenus pour l'hyperbole. 

L'é4|iiation do cette courbe, pi>ur rurigine au sommet A, est (n® 454) : 

AV — [*] 
tK)iir rautrt' sommet A' : A*ÿ* — R*j-*sr — 2 ABur; [2] 

pour l'origine au centre (ii® 45.5) : A*g*— B*x*j*: — B*A*. [5] 

Remplaçant le petit axe |ntr le paramètre, l'équatimi de Thyperbole. l'origino étant au sommet A , est (ii® 156) : 

Aÿ»— px»=2Apjr; [4] 

rorigine au sommet A': A#* — pj*«= — î\pj; [5] 

l’origine au centre (n* 457) t Aj'— px* — pA*. [6] 

A^ec Tune quclronque de ces six équations, on |>eut d<Vrire riiy|>erhole par points, les denii->a\es A et B et le ilnni- 
l»aramètre p étant donnés. Ces quantités sont îles consumes qui ik: doiuml point varier pour la courbe dont on s'oc- 
cupera; X seul recevra toutes les valeurs, cl celles de y com'spoiidanics seront réelles ou ne le seront pas. Ce dernier 
ras écherra pour des valeurs de x hors des limites de l'IiviKubule. On en dirait autant pour les t'>4|iiations de rcilipse. 

Il existe une grande analogie entre les équations de l'hyfierbole et celles de l>llîpse; nous la coii6rnieroiis en les 
rompantiU. L’équation de l'ellipse, lorsipie l’origine est À l’un des sommets, est (n* 150) : 

A*y» t - 2 AB»x. [7] 

l.ors4|ue i*etle origine est au eetilrc (n® 151) : AV -f- B*x* = A*B’. [8] 

Celte éi]uation, énoncée nu moyen du paramètre lors«iuc l'origine est au sommet, t^i (n® 452) : 

A JT* t px* _ 2Apx. [9] 

l orsque l'origine est au centre (il® 153} : Ag • + px* pA*. [10] 

Kii rapprochant les équations [2] cl [7) de l’hyiierlMile et de lelUpse rapportées à leurs sommets, et les équations [3J 
et [8] de ces mêmes ronrlie» rappnrliVs aux centres, on voit que l'équation de riiyperlMilc est Cidle de rollqiar. en chan- 
geant dans celle-ci B* en — et voici pouniuoi : dans l'ellipse, rordotinée du centre, ou le |»etil axe. donne deux 
|Hiinls de In courbe, taudis que. dans rhyperlMile. elle ne correspond 4 aucun iminl ; ainsi . elle doit être iniaginatrt* et |»eut 
être représenlé'e |>ar BV'" — I. 

Les équations (5) et '6] ne ilifrèrenl des équations [9] et [10] que (>ar le signe de p, qui est négatif pour niyperbole. 

On remarquera que, dans U*s équations de l’ellipse et de ni)|M'rbole rapportées aux snmniets de ces courbes, la 
variabiex y entre à la première et A l.i deuxième puissance. lonM|ue, dans les équations de ces mêmes eourlies rap- 
|Nniérs aux cenlr4*s, x n'v eiilro qu'au deuxième degré : cela aidera à distinguer les premières des dernières et 4 faire 
eoimaltrc quel est le lieu de roriginc des coordonnées. 

U est encore essentiel de tenir compte de la manière dont se forment U's é(|witi(Mis que iiou.s avons tixiiivées |»our 
l'ellipse et riiy|»erbole. Dans ces équations, le demi grand axe île la courbe est facteur de rordoniiée. tandis que le demi 
petit axe est factcurde rabscisM\ c'est-à-dire que les éléments esMmtiellemeiil opposés sont facteurs les uns des autres, 
car le grand ave est celui des abseisM's, et le petit, celui des nnlonnécs, ou lui est parallèle. H suit de là que, si l'on 
i-onnall les axes pHiiciiiaux d'une ellipse ou d'iiiie hyperimie, on pourra aisément former les équations de ces nmrbes. 
sur les types que nous avons donnés, et cHa de quelle façon qu'on dispose ces axes prtnci|Miux (>ar rap^mrl aux axes 
eoordoiinés. CoiKN.'vons [6g. 52) que le grand axe de riiy|>erbole srrit sur l'axe des g, et le |H'lit , sur celui des x; l'éi^uo' 
lion de cette courbe, eu coiiservani l'origine au centre, sera : 

A»x* — BV = — A*B*. 

Si l’on veut que les iiiéines disposition.s aient Heu pour les ave-s de l'cinpse |flg. 5I), l'équation de i'elie courbe sera : 

A’x^-f-BV— 

160 . — Nous avons encore à nous occu|>er de la recherche d'une autre éi|ualioii de riiy|»erbolc : c'e«t celle qu’on 
obiieiit en rapportant les points de ectte courbe à ses asymptotes N'H' et M'II. Celle opération M'ra fort facile, puisque 
nous connaissons plmsicurs équations de rhy|H*rbole, et elle consistera dans une .simidc transfuniiation des coordonnées, 
ou à passer des axes rectangulaires BB' ou gg', et .-VA' mi xV, aux axes obliques ll'.N', M'II (fig. 52'. Or, l'équalioii de 
la courbe, par rapport aux premiers axes, est (n® 155] : 
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Ay— — A*B»» 

et , t>^ur passer d’un système d'axes reetaiigiilaires à un autre système d’axes ohiiqnes, sans déplacer l’origine, il faut 
faire [n* <6 \ dans l'équation prtiposée : x = ycos.*-f- ÿ'ros. jr s= x'sin.x -i- y'siii. 

Elle devient, après avoir rassemblé les termes facteurs de f'*, x'* et x'g' : 

{A*sin*a' — B»cos’»';jf'*-f-î[A*siiKasiii.îi' — B*cos-«e«s. «'/^^'-^(A^sjn.** — B*cos.*«)x'* = A’B». [D] 

Mais X et «' désignent (ii*’ 14] leji angles que font b>s nouveaux axes avec les premiers; on aura donc, en concevaiii 

que O'CA = « et OCA = x' : tang. x = lang. a' = puisque AO = AO' CB =3 Cit‘. 

D'un autre edté, l’équation [D] peut se mettre sous la fonne : 

A' (US.* »' i »'* + î ( A’mii. . sin. j' — B’cos. j cos. x']s'i + A>cos.* > x’’ = — A* B’ , 

qui revint à : 

A* cos.*a [tang. V — taiig.* x' ) ÿ’* î ( A* sin.x sin.x'— B’ cos.x eos.x , x’g' H- A'cos.’x { lang.*x — tang. *x, x'* — A’B»; 

donc : i (A*siu. x sin.x — B*cos.xeos. x'jx'g' = — - A*B*. 

Mais x s x'. et , par suite, sÎd. x' » — sin. a, ros. x cos. a'; d'où il suit que : 

— 2 [A* sin.* a' + B»cos*x')x'ÿ' =s — A*B*. 

On a encore : sin,*x' = 1 — cos.* x', et : 


— î [ A* [ 1 — eo8.*a')-f- B* roa.*x' ] x'y' =s — 2 [A* H- B*— * A*co«.**')xY s* — A*B* ; 

iïSi coa. a'= , ; donc: eos.*a’^-i- 

K 1 f tang.’x I -t- tang.*a ’ 


fl, par eomséquent : — 2 [ A*-!* 


B* — .V 

I i tang, 






4 \*B* 

qui revicDl h : ài ~ur ■*' • — A»B‘, 



x>' = — A»BS 


A* B» ' ’ “ ' 

est l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes; celte équation est la même ehose que : 

A» -i B* 

xy« J . 


181. — ProlilèaM ^airléasa. f.a/Niru<>ü/e/'/i| 7 . 55} est anecoarèr Utieivr U* rfûtaacei DM et MK de chitcua de t.e% fKunlt M 
«t MA point /ixe F et à bac droite BB', «bmi jixe. «uni é$a/ci entre elle», 

Ixk droite BB' est la direelrice de la paralmle; le point F est le foyer de celle eourlic. 

Ea ligne droite TF, per(»endieuiairc à la directrice au point T, qui |uisse par te soiniiiel A et le foyer F, «it Taxe dr 
la parabole; 011 supposera rct axe prolongé indétiiiimenl dans le sens TAx. 

na'. |)erpcndiculaire 1 Taxe et passant par le foyer, est le paraniëln: de la eourlic. FM est uu rayon vecteur. 

Les parties AT et AF de l'axe sont égales entre elles et égales au quart du paramètre na'; ou bien : = A —TA ~AF. 

Nous démontrerons celle propriété en son lieu. 

L'axe Ax est intini et la |uiralM)le n’a point de centre. 

Cela posé, du point M abaissons les perpendiculaires MF, MI), sur l'axe Tx et sur la diixN tricc BB', et mettons l'on- 
gine des coordonnées au sommet A de la eoiirbc; nous aurons : 


AP = i; l>M = ,. Faisoii. AF s , U vient ; FT= J-— j, ul |.st rciiw' «omiu. 
Par les eondilions du problème, il faut que FM = DM = TP =s TA 4- AP = x ^ |^A] 

* . _ t 

Artuellemeiit, le triangle rceiangle FMP donne : F.M = MP-f- PF, 


«„ : (>- -x)’ = ,■ 4- -f - + X.. 

Bemplaçaiit i par sa valeur [A], il vient : 

4- — 4- X* = Y 4 - 4 - J* ; d'où l’on tire : j* = 2px , 

l»onr équation de la parabole; elle est énoivcée au moyen du |uiramètre de cette courbe. 

On aurait pu trouver cette autre équation : y* = — 2px; mais alors k» deux brani hes Ad’, Arf . 801*010111 touniér% 
dans la région des x négatifs. 
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169. — Il y a plusieurs cspm!^ de pnraiiolcs cl plimeurs <>Ap&ers dliypcrbolcft. Nrms cnrmaîMionft deux ci«{tèce 9 bien 
ilblinctes de C(*s dernières; l'une d'elles 'u<* I1S5; el la parabrde que nous V 4 >nons d'examiner sont dites ordinaires. Les 
«'■quations de rclli]>se et de riiy|>erb(»le ordinaire ne rhanpeiit |uui de forme lor&(|ue l'on pnmd Taxe des i pour l'axe des y. 
et l'axe des y pour l'axe des x car lus variables x cl 9 oonser>en( toujours le même deprè; mois, |Miur la 

parabok' ordinaire, si l'on cliange la disposition des axes roordonm^, il arrivera, dans son ^‘qnation . l'inverse de ce que 
nous a^otis lruu\û. Hn ufTel, cette é«)uatiuii est : y* = âjix; 

pi'unam Taxe dus s |Miur celui des 9 , on aura celte autre équation de la parolKde ordinaire : 

163. — Il ) a une itdlnité de courbes de di\ers ordres; ces ordres se divisent en cspè<‘os, el une diversité d'espîre de 
i imrbes se distingue d'une autre j»ar l’ordre dans lequel les unes et le» autres wml plaeiVes. I^s ordres se distinguent 
filtre eux par le ilegré des équations, cuiniiic les espèces de rouidies d'un même orditi se disliugnum par les figures, 
t^est ainsi «pie U ligne du pruiiiicr oixire est la ligne droite [n** 46] ; les lignes du wx'ond sont le rende, l'ellipse, l'hyper- 
liole el la ]>arabole ordiiuiiru, car leurs équations .sont du deuxième degré ; mais, quoique du niûiiie unlre, elles ont des 
ligures différentes el constituent trois us|»ècus, puisque le cercle et i’elli{>se rentrent dans une i>eulc et même espèce. 
I.cs cmirijes des ordres les plus élevés, quelqiie.s-mivs exceptées, n'ayant point de nom proprement dit. on les désigne 
t>ar celui de l'oriln* auquel elles uppartieniicnt ; mais, [tour bien établir l'onlre et rcs|tèce d’une courbe dont on a Téqua* 
lion, U importe d'examiner si cette équaliuii est idgéiirique ou transcendaute, et la courbe recevra l'uiic ou l'autre de 
■ es dénominations, conforniément au caractère de son équation, el ce sera son csp«Te. Nous avons déjà dit quel était 
l'indice de l'ordre; iiéaninoin.s, il peut arriver que l'éiiuâtion sera irratiomiclle ii** ; dans ce cas, pour reconnaître 
l'ordre dont il .s'agit, il faiiUra la déljarraN.X 4 U' de son irratioiwlilé, et s'il y a d<*s fractions, on les fera d?s|»aniilr« : le 
iioiiibro de plus grande dimension que formeront les exposants des variables x et y indiquera l'ordre auquel appartient 
la ligne coufbe. I. 'équation : y^ — x\/a* — x*, débarrassée de son irrationalité, devient : g* s a’x*— > x* , et la iourlH* 
à laquelle clic ap[>artieiil (*sl algébrique et du quatrième onlrc. 

Kt encore réqualiuii : y ^ "anp *’’** courbe algébrique du troisième ordre, puisque le terme x^g est 

de troisième dimensinn. 

164. — Donc, imite é<|uatioii entre deux variabb's. de quelque ordre qu'elle soit, pourvu, loutefois, qu'elle ne soit po.<> 
•lu premier, |H‘iil toujours représenter une ligne courbe. 11 faut cependant qu'il existe, entre l<*s variables qui la com- 
posent, un lel encliahieinent qu'elle ne puisse se démiiqioser en facteurs; car, dès que cela aura Heu, elle est complexe 
el doit être considérée euiiime le produit d'autant d'é'quations parliculiiTes qui sont celles de lignes droites nu courbes, 
suivant le degré de plus haute puissance de l’uiie des variables (n** IG3] que renfermeul ces équations. 

Voyous muinleuant en quels facteurs une éipiatinn complexe peut se dtVomposer, ipiel que soit son ordre*. (loneevoiis> 
la. CM premier lieu, du deuxii*iiie degré; elle repré'seulei'a deux lignes droites, car elle ne renrerme que deux facteurs 
du premier degré (ii“ 16 ); nous avons vu uii exemple de cette favuii 'n*' 51 . lùi deuxième lieu, si l'équation eompleve 
est du truisii uic ordre, elle produira une ligne droite et une ligne du second degré, ou bien trois lignes droites, puis- 
qii'elle est susceptible de se décoiti|iOMT en un facteur du premier degré et 1111 du deuxième, ou en troLs facteurs du 
premier degré. Kiilin. en troisième el dernier lieu, si l'éipiatioii complexe est du quatrième ordre, de trois eboses l'une : 
«lu elle doniiera deux courbes du deuxième degré, ou deux droites et une courbe du deuxième onlre, ou quatre droites. 
.\joulons qu elle pourra encore renfermer une ligue droite et une courbe du troisième ordre. Kffectivemetil. de ce que 
1 rs cxpusaiil.s des variables qu’elle eoiiticiit n’uugiiieiitent que fuir voie d'aihlitiou, il est bien facile de eoneevoir que sa 
génération provient d«* «leux équalimis du deuxième degré, coiimic elle peut dériver du prcHloit de deux é«|uations du 
premier degr** et «rime «sjuation du seeoml , nu du proiluit de quatre éi|untiQiis du premier degré, ou eiifiii «lu prwiuit 
d'une ('«pmliiHi du ju'eiiiier «legré avec une du troisième. Les équation.^ romplexes d'un ordre supérieur seront décom- 
l«osées. «le la m«'in«* iiMiiirix*. en leurs facteurs présumés, car on coiinati toujours leur nombre |tar la puissance la plus 
liante d'uiu' «les vaH:ihli*s «te ees éqiiulioiis. 

Il’apn'» te «iii'nu vient d«‘ lire, il «*sl évident qu'oii obtient une équation complexe en innltipliant entre eil«^s d'autri's 
«■qiialioiis «riin ordre «|u«dc(Mi«|iie; mais, «laiis yes sortes d'équations, l'origine doit être la même [mur toutes les ligues 
«[irelles reiifi’riiH'iit, 
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Pour conslrulre «‘quations comploves d'un ordre plus élevé que (e ilcti\iéntp, ou donnera & une des variables une 
valeur finie, un substituera celte valeur k la plaide de la variable, ee qui procurera une i^qiiaUmi à uih‘ seule inconune, 
toujours du même ordre, qu’un résoudra. Si ri'^quation proposée est du truisicmv «lettré. (>ar eveiuple, «mi aura deux 
valeurs égales et de signes contraires, puis une Irousiéme valeur, qui ne sera pas sembluble aux premières, ou bien trois 
valeurs iuégaies. Dans le premier cas, on décrira une courbe et une ligne droite; «lans le deuxi«'‘inc, trois lignes droites. 

Nous fourniroiui quelques exemples de ees sortes do constructimis; ils seront une applieulion de la résolution di“> 
LH{uatioiis numériques, et ecs constructions akleront k recannallre- le nombre des rartetirs «l'une i'qiuili<in rmnplcxc, car 
il y eu aura autant que de lignes diverses daits la figure de celte cquatioii. 

168 . — Lorsque tous les tenues d’une équation sont du uiéiiie dcgri\ ou de im^ine diuuMision, on dit que celle équa* 
tion est homogène; toutes les équations (|tii repr('*.HctitPnt des gramleurs gi'miuélrique.s sont dans c«dtc calég«»rîe. Lc-« 
équations «b» courbes du deuxième degré, dans lesquelles \c& cmislaiites et U'S variables i‘epréscnlent «livs lignes, jusli- 
fieiit ce que nous vcnon.s de dire ; mais riiomogéiiéitc cesse d'exister dès qu'on suppo.se des ligix's reprt^senlées par 
l'imité, car, alors, les facteurs et les diviseurs égaux k celle cunstaute dlspuraisscnl ; mais il est toujours farîlc de lu 
rétablir en restituant ces facteurs. 

1/UTiité dont il vient d'étre |uir)é est arbitraire ^ii* 3;)}; elle sera ou le iiièlre, ou la toise, ou le piMl, ou la lieue, ou 
enfin le rayon des taldcs. Dans tous les cas, on doit préférer l’unité linéaire la plus généralement adoptée, et tontes ll’^ 
parties de la courbe seront «élimées en fonction de celte unité lors«|u'il s’agira de la décrire ou de l'évaluer. 

166 . — Revenons sur 1rs divers ordres de parabolt‘j« et d1ty]>erboles signalés (n'* 16'â }. Si la natur<‘ d'une paralmle est 
exprimée (fig. 6£] par l’équation : y' = ou par «‘elte autre : y* s gx* [fig. 63), ce seront des paraboles culnquo 
ou du troisième ordre. Elles apparticmlront au quatrième ordre si leurs c<f|uatioiis sont : y* g* x ; y* s? gj* . 

Dans ces équatUms. la cunslaiite p est toujours le paraniclrcdi* lacourlK^; x. CahscisMS et y. rordiniiuV. Si l'nii chaiigr 
ces conventions pour les variables, les forimiU^s ci-dessus se rhangeiit ellcviuéines en ces suivantes : x* - - p*y ; x‘ = p* y. 

Les équations des paralmles (H.‘uvenl se dt^uire «l’iine équation génénUe entre «leux variables «le leur ordre, par une 
suite d'opérations à )»eu près scmblaldcs & celles que nous imliquerons pour les rourbes du deuxièiiie degré. Au r«»te. 
toute équation d'un degré su|H‘rieur à ceux connus jusqu'ici, et dans laqutdle la relation entre l«‘s variabU‘s x et y sera 
telle que l’exposant de l'ordoimée sera d’tui degré plu.H élevé qvic celui de rahsrisse, et cnron* que In «’onslante p aura 
une pnis5an«e marquée par la différence «les exposants des deux variables, un sc tiendra {mur a.ssuré «fue la courbe à 
laquelle elle appartiendra sera pajabolique. 11 est donc évident qu'une «'«luatioii lomme y<* = p^-xx", sera celle des 
jiarabolcs de tous les onircs indistinrtcinciil, les axes coordonnés étant disposés, h l'égard do ces courbes, comme on 
l’a vu : n® 161} ; puis on suppose w > a. 

Si l'on fait p = 0, on aura : y* =x* ; ou, en concevant a>m : x* ^ y*" , rormulc« qu'«m prendra rime pour raiilrc. 

167 . — Nous avons trouvé tn® 160), pour équation de l’hyperbole entre ses asymptotes : 


Si l’on avait uue équation comme : 




_ A» -h R’ 
4' ’ 

t H' 


m 

m 


«t serait celle d'une hyperbole cubique, la seule de ret ordre, tandis <{u'il y a d«rux p.ii-aJioh's ipii lui ii]tparli<'im<Mil. 


L'Iiypertmle de l'équation : 


x^y = 


A‘ -i B* 

46 


13| 


«^t «lu <|iiatricine onire. 


Le second membre des équations [I], [2], [3], étant un nombre entier, res équations seront les iiiémcs si l’on repré- 
sente ce nombre par D, en sorte qu’on aura : xy = D* ; x*y •= D' ; x' y D* . 

Or, par raiial«)gie qui existe entre la relation des variables «le réquaiioii de riiyperlmlc ordjiiaiix' rapp«vrtée à >«*:« 
asymptnh's, et celles des hy{ierboles d'un oi'drc plus élevé aussi rap|)ortées h leurs asymptotes, il est év Ment que r«'>4|iia- 
tion: x^y" = D*** — *, 

&(>ra celle de toutes les by|»erbal«% rapportées À leurs asymptotes, m > a. 

168. — ProbMai* t.a risw«rfdr «le Dioctàn. 

Soient (fig. 56) ALB un cercle donné, et KC. une perpendiculairit élevée k rexlréinité du diamètre AH. Du |Hiinl \, 
tirons une infinité de lignes telles que l)v\, qui roupc BC en D, et ta circonférence en L, et , sur chacune d«‘ ces lignes, 
prenons A.V = I.D. I.c lieu «lu («oint .M ainsi déterminé sera une courbe dont on demande ré«|uutinn. 

Considérons le diamètre AB comme axe des abscisses, et la pcrjiendicuhurc Ay cumiiie axe des orihimi«'«‘s. Aliat-^- 


Digitized by Google 



— 64 — 


M)ii» MI*, LO, pf>rp(>ncIiriilAircj$ sur AB, et LR perpcndînilairc sur BC. et que AP =r x, PM = ÿ, AB = a. Pour avoir une 
«V|uation entre et» quaiilitég, nous rerounaissons d'abord que les Iriangl^ AMP, LDR, sont t‘gaux; done OB = LR = x. 

•■t AO ^ fl — X ; de plus, la ligne LO <*sl moyenne proitorlionnclle entre AQ et OB ; donc : 

LQ = V'xrt — x\ 

Eijtrm, les triangles semblables AMP, Al^. donnent : 

MP I AP " LQ ‘ AQ, ou : S ^ \/x[ii — x) \a — x; 

J» 

d’ou l'on tire ; «* = — , 

' fl — X ’ 

pour é4|uatinn de la eissoîdc. et reite courbe est du troisième onire. 

169. — Preblèmfl alxtèaia. La <'3i<7oidc. 

Si un cercle A(* (Hg. 57), toucliant la droite Aa au (miiit A, roule sur cette droite jujw|u'a ce que tous les points de 
sa eirconféiTncc sc soient etartemetil appli<(ués sur An, la courbe ABa que décrit le |>oint A se nomme la cycloïde. 
Trouver l'équation de crtle courbe. 

Il suit de la génération de celle courbe que la base An est égale à la cin'onférenec du cercle générateur. 

Le diainclrc RII du <*erclc générateur .s'ap|»elle Taxe de la eycloîde. lorsqu'il est per|>endjculaire sur le milieu de la 
kisc ; le point B est le sommet de celte courbe. 

Un point M, menons, sur BD, la perpendiculaire MC; tirant eiistiile les deux cordes égales MK et OU, nous aurons 
Kï>= MO, et, pttisfjue KU = AU — AF?- FME — KKM = IKJB— ULO — OdB. 

il est évident que MO, |kartie do ronlontiée. MC , est toujours égale à l'arc corrcs]iondaiit 07B du cercle générateur ; 
mais rniitre partie CO de Tordonnée MC est toujours le sinus de l'arc OdB; donc, apitelaiit MC, y, et Tare OdH. x, on 
aura pour équation de la cyclnîde : .V = 4- &in. x. 

La eycloîde est donc une courlic transcimdanle (ii** IA5!. 

Voici comment on pourra décrire cette courbe sans le secours de son «^|nation, connaissant toutefois son axe : 

Ue la moitié de l'axe connu comme rayon, décriver une circonférence de cen'le; partagez cette rirconférenec en 
parties égales, aussi p^qites que possible sera ; tirer ensuite une ligne indéfinie sur laquelle, prenant nii |>oifit {tour point - 
lie départ, vous porterez toutes les divisions de la eirconfércncc : aprirs cette 0 |;»éralii»i, vou.s aurez le dévclopiiement 
de la circonférence .sur la droite. A une dos extrémités de la développée dont on vient de |>arier, appliquez un point 
de division du eerde : ec sera ce point qui engendrer;! la eycloîde lorsque vous ferez rouler le eereJe sur la droite de 
maniîre à ce que sks points de division viennent cotifondre aviT ceux de la développée jusqu’A l'auto extrémité, 
car, si vous marquez par des jiotnts toutes les positions qu’il prendra au-dessus de la développée, vous aurez assez de 
points |Hiur cire h même de tracer la eycloîde. 

170. Prôblèase sepiiéaM. ii^iraU d'ArrhimMe. 

On ap|Hdlc ainsi la courbe (itIMQO (fig. 5K), décrite par un point C qui se ineul uniforuiémeul le long du rayon CO, 
pemlaiil la révolution uniforme île ce rayoïi autour du i*cntre C, de innnierc que, lorsque le rayon a parcouru la cir- 
cuiifcrciu'c entière, ce point 8C trouve confondu avec le point O. 

Si, apics avoir prolongé le rayon CO, on lui fait faire une seconde révolution, le point C, continuant A s'éloigner de 
l'origiiir de son mouv eiiicnl , décrira une seconde s^iirale, puis une troisième, et ainsi de suite, ou plutdt touU*s ces spi* 
raies ne feront qu'une sinile et même coiirive dont Ir.s révolutions peuvent se inulliplier A l'infiin. 

Cela posé, il suit de la génération de eetle couHvo, qu'un arc quelcoiique ÜMA est A la rireonférenee entière, eoiumc 

U |Mirlie rnrres|Miniiantc CM du rayon est au rayon entier. Nomwant donc la cir<*oiifér<‘ncc enlicre n; le rayon, R; 

l'abscisse OAK, x; l'ordonnée CM, y, on aura : x * ‘ ‘ g ^ R, 

xR 

d ou I on lire : y — — ♦ 

équation de la spirale d’Archioiède, courbe tran.src»danle. 

T.orsi|uc X 0, Oh n y 0 ; alors cette fourbe |>asse par le centre C. Lorsque x -a, y ^ R ; elle passe par le 
|K)iul O. 

Maintenant on convoil que si , d'après ec qui a été dit de la propriété de la spirale , on fait x =z v: x', c'est*4-^irc 

si l’un augmente la révolution du poiiil C d'un are égalant x, on aura une autre équation : 
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et si l'on donne à j' les valeurs *iui sont entre O et r, la S|»iraic fera une secomle révolution qu'elle terminera à l'extré- 
inîté du rayon double du premier; elle en fera une iroisièmet une quatrième, etc., etc. : 

X = jr = 3r-hx"\ clC. 

pamboU^ue. 

Si l'on prend, sur un rayon quelconque CN (fig. 35), une ]iartir NM moyenne proportionnelle entre l’arc AN et une 
ligne donnée p, la courbe qui pa5âcra par tous les points M ainsi déterminés S4Ta la spirale paruMique. 

Soit düiM.' AN sa X, (-M = f , AC » R, on aura : jr = R — V^px, 

équation cliert-liée, laquelle, en y substituant « + x, 2« + x, etc., au lieu de x, montre que la courbe peut faire une 
iiUinité de révolutions autour du centre C, et que c'om>é<|ucmment elle est du nombre des spirales. 

— bupfrMique. 

Snpimsoiis que du point C (tîg. 60) pris pour centre, sur rindédiue CP, on décrive d«i arcs AG, QM, PO, etc., 
égaux eu longueur, et que, |>ar leurs extrémités G, M, O, on fasse passer une courbe CKGMO, ce sera une spirale hyper- 
bolique. 

Soit le rayon Cu = U, Au — x, CM = y, AG = QM = PO = ft ; on aura : 

K ! K 1 V» donne : xy èR, 

équation semblable à celle de l'hyperbole emtre ses a.symptotes {ii** 160). Or, si l’on appidle a la circonférence dont le 

i*ayonégalcR,et$ironsukstitueàla place de x les valeurs : n-f-x, 2ît-4-x wr |-x, ou obtiendra sucecssivemenl : 

_ Ri» Bfr 

^ it-l-x * ^ Î1Ï+X * mn + x ’ 

d’où l’on conclut que plus rabscissc est gronde, plusTonlonnée est petite, cl que celle-ci uc devient nulle que lorMjuc m 
est inâni. La spirale hyperbolique fait donc une inilnité de révolutions autour de son centre avant d’y arriver. 

179. vSpiroic lôgarithmi^tte . 

Concevons que la circonférence du cercle (fig. Cl) soit partagée en un certain nombre de parties égales, et supposons 
que les lignes eu, cb, rrf , etc., qui poi»em par les points de division, forment une progression géométrique : la courtie 
qui passera par les points é, d, f. A, se nomme s|Mralc logarithmique. 

Il suit de la génératiOQ de cette cour!» qu'elle s’approche sans cesse du centre sans jamais y arriver. 


DITBRS PIICiDtl POUR U RBtCRIPTIOR IBS COOUBI. 

174 . — Nous examinerons chaque courbe eu jiarticulier, et nous exposerons pour chai'une d’elles les moyens eoimus 
pour tracer leurs ligures; niais, parmi ces procédés, il en est de déduits de quelques propriété.s de ces coiirties : noun 
ferems connaître ces propriétés, afin que l’esprit du procédé soit mieux seul!. Avant, il est nécessaire d’enseigner com- 
ment, à raide de l’équation donnée d'une courbe quclmiique, on peut trouver la figure de celle courbe et la suivre dans 
tout son cours. Celle méthode est la plus simple, puîS({u’eUc exige seulement quelques connaissances sur la résolution 
des équations numériques du second degré. Or, coiiime ces équations, qui, du reste, sont entre deux variables, lor.^ 
qu'elles sont résolues par rapport à l'une de ces variables, dùmient, pour celiü-ei, une valeur radicale suM-eptible 
d'éprouver plusieurs modifications, suivant le système de valeur que recevra l’autre variable qu'elle renferme, nous 
croyons utile d'indiquer les valeurs de la variable coiUetiue sous le radical, qui rendront celui-ci réel, imaginaire ou 
nul. On i'onçuit que, lorsque ces circonstances seront connues, il faudra immédiatement les appliquer à la variable qui 
tient ses videurs de lui, c'est-à-dire que cette variable sera réelle, imaginaire ou nulle, suivant qu'il sera dans l’une 
ou l'autre de ces hypothèses. 

Cela posé, soit l'équation : A*j* -1- B*x* — A*D* = 0, 

qui est celle de l'ellipse (n** 451], l’origine des coordonnées étant au centre de cette courbe. Résolue par rapimrt à g, 

elle dorme, pour valeur de cette variable : y = it — x*, 

et nous .Kavona (n* 1.50] que A CA ou le demi grand axe de l’ellipse, B s; CB ou le demi |ietit axe. Il peut arriver que, 
conformémenl aux valeurs de x, on ait : 

A’— x»>0; A’— x*=0; A»— x*<0. 

Dans le premier cas, on aura toujours pour y deux valeurs égales et de signes contraires; dans le deuxième, l'or- 
donnée et l’abscisse se réduiront à un (toiiil; dans le troisième, enfin, y sera imaginaire. Discutons ces différents cas. 

9 
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Rt'marqiioDS préAlAblcmerit que» puisque l'oritHne des ennrdomuVs est au rentre de U courbe « et que ses axes sont 
ttcr)»endiculaires entre eux, chacun de ces axes partage la courbe en deux parties cigales; c'est une propriété généra- 
lement reconnue à toutes les courbes du second degré et qui trouve sa déinousiralion dans la forme même des équations 
de CCS eourlK'S. En effet, toutes les fois que le radical de la valeur de y est réel, nn a, pour cette variable, deux >aleiirh 
réelles, égales et de signes coniratres; donc, la courbe est [larlagée s}'inétrîqucmeRl par l'axe des x ou le grand axe de 
la courlic. Si l’on résout la même équation par rapport & x, tout radical en g quisera réel donnera pour x deux >aieurs 
égales, réelles et de signes coutrain», c'est-i-dire que la courbe $^*ra divisée svniétriquemenl en deux parties par h* 
l»etjt axe ou Taxe des g. 

Maintenant, puisque Taxe AA' (Üg. 51} divise rdlipsc en deux parties égaies, A'RA, A'B'A, la première est située 
dans la région des g positifs, et la seconde dans la région négative. Il est donc évident que toutes les valeurs positives 
«le g devront être portées au-^lessus de Taxe des x, quelles que soîeul les valeur» de cette demilTe variable. c'esl-4-<lirc 
posilivi*s ou négatives; et les valeur négatives, en dessous. H est bien clair que les parties H’ AB, B'A'B. ré[rtmdetit , la 
preniitTc, aux valeurs positives de x, la seconde, h ses valeurs négatives. 

Revenons à notre objet. Nous avons dit que lorsque : A’ — x*>0, le radical était réel. Cela est évident, car, alors, 
toutes 1rs valeurs du x, soit positives, soit négatives, sont plus petitc.s que A, demi graïul axe de la courbe. 

Si une do valeurs loi est égale, alors : A* — x* ^ 0, ou le radical est nui ; donc y = 0 répond aux points \ et A', 
vommels de l’ullipse. 

Pour une valeur de x plus grande que le demi grand axe, on aura, sous le radirai, une quantité négative; il sera 
imaginaire, ce qui revient à dire que A* — x*< 0, et la courbe n’aura aucun point répondant aux abscisses qui ont 
donné naissance à de telles racines. Ainsi, il y a des lintilcs dont il ne faut point sortir pour avoir des valeurs réelles 
|M)ur y el des points de la courbe. 

Si nou.s avions pris l‘(S|uatioii de rellipse, l'origmc des coordonnées étant à l’un des sommets (n^ loû), la dbu ussioii 
eût été la même; seulement, si le sommet ctioisi pour origine eût été A (bg. 51), toutes les valeurs de x seraient néga- 
tives; le contraire }Hmr rurigine en A'. 

17ff. — On appliquera à l’équation de l’hyperbole la rlîsi'ussion prérétiente, mais en sens inverse, c'csi-à-iltre que. 
l>our des valeurs de x mises & sa place daii» le second membre de la fonuule ; 

, = — A*), déduite de (n* 155) : A’,' — B>x*4 B'A>= 0, 

on aura : x*— A’<0, 

si ces valeurs sont plus petites que A ^ CA — CA' (llg. âi) ; cl c'est ce qui est évident , puisque la.conrbe n'a aucun 
de scs points entre A et A'. 

Mais si X s CA = CA', il vient : x* — A' 2 = 0. Alors la couriie se réduit aux (»oinl.H .\ et A'. 

Enlin. (»our toutes les valeurs positives ou négatives de x plus grandes que le demi grand axe AA' de riiyporbolc, ou 
aura couslammeut : x*~ A* > 0, lors même qu’on ferait x égal à i'inbui positif ou négatif. 

176. — l.’équation de la inirabolc est (il** <61^ : y* = 2gx; on on lire : g =» + l/^pxT* 

Pour toutes les valeurs positives de x, depuis zéro jus(]u’à PIuQui, on aura pour g deux valeurs réelles, égales et de 
différents signes, lesquelles l’époudront à autant de points de la parabole; mais des valeurs négatives de x donnent : 
+ Vipr. 

radical imaginaire, qui nous apprend qu'il ne faut chereber aucun {lOiiU de la paralmic dans la région des x négatifs. 

Un raisoniicmciit inverse aurait lleo {Hiur une paralmle dont l'équation serait : g* == — 2 px . car scs branches se 
dirigrraiotil daas le sens des x négatifs. 

177. — 11 demeure donc pour suSisaiiuiieiU démontré que, lorsque Tun des ax<*s d’une courbe du second degré est 
Taxe des ahsidsses, tandis que Taxe des ordonnées, lui étant perpendiculaire, est tangente & lu cuurlie à i'uu des soin- 
mets, cet axe des atisrisaes partage la courbe en deux parties égales, et Taxe des ordonnées ne In touche qu’en un seul 
p4)int; mais que, lorsque les axes principaux de la courbe sont ceux des coordonnées, chacun d'eux partage la courbe 
en deux parties égales; ainsi, il est clair que ces droites renconti'ent la courtse en deux points, et ce nombre d'întcr- 
scetions est égal à celui du degré de la eourlte. La même chose arriverait pour toute autre droite menée convenable- 
ment. On a ol^rvc que {mur les courbes, de quelque oixire qu'elles fussent, .xi elles étaient coupées par uuedi*oile, le 
nombre des points d'intersection était toujours égal au degré de l’équation de la courbe. 

Puisque c'est en rapi»ortaiit les courbes à des lignes qu'un détermine les diverses cireoustanres de leur cours, il est 
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qoe los éqoAlians de ces coarbes rontienncnt ces lignes ou renfirmL'ia leurs symboles. Si l’on tire de ces équa- 
liniis la valeur de cliaeune de ees lignes iiiiU^pcndamineiil de Taulret on aura 1rs points où ces ligfu^ (‘oiipeiit la courbe, 
ou, cil d'autres termes, les points où la courbe coupe ces lignes. U nous reste à savoir comment ou obtiendra les valeurs 
des lignes dont il s'agit. c'esl-à'HÜrc de rabscî&sc et de l'ordonnée, sajis qu'elles dépendent Tune de Taulrc. Or. pour 
cela, il faut m'ces&niremciti anuulrr l'une d'elles lor»iu’on cherclie l'autre; ainsi, |>our rabsci.HM* du point où une eourlu' 
coupe Taxe des i, on fera jr = 0, puisque [ii" 7 \ sur eelaxe, l’ordonnée est nulle. Ce sera le contraire |>uur les points 
où la courbe eoup<‘ Taxe des jr. 

Soit: ÿ* = H*-- if*, [I] l'équation du cercle (n® U9]. 

Il est visible (tîg. 50} qu'aux points A et A', où la courbe coupe Taxe des x, y = 0 ; faisaut celte bypolbi'se dans [I]. 
il vient \ X = ± V^\ 

d'où: j = — R = CA'; j: = 4-R=;CA. 

Pour les points B cl B', x = 0; donc : y = + V" R^ 

d’où l'on tire : ÿ~ — H — CB'; y = K = CB. 

Donc, l'équation d'une courbe étant domiéc, les points où colle courbe coupe l’axe des abscisses sont déterminés 
pur y 0 ; 4*ar les tenues qui ne <lis|»araitront pas fourniront pour x des valeur» réelles, imaginaires, ou deux racines 
égales. Dans le premier cas, la courlie reiirontrera l’axe des x en deux points; dan» le second, il n'y aura [»as d'inter- 

section; dans le troisième, un point sera commun. Pour les points où la courbe cou{te l'axo des y, x == 0; il poun-ü 

arriver pour les vaicurs de y ce que nous avoas signalé pour relies de x. 

ITS. — Etant donnée l'équatioii : A*j* 1- B*x* =s 2 AB*x , 

d'une ellipse rapportée à des coordonnées dont l'origine est à l'mi des sommets (n* 150 ), trouver U*s (miiits que cetli- 
enurbe a de communs avec les axe*» des x et des y. 

Puisons y s: 0 dans l'équation propn.vée, nous aurons : 

B*x» — 2AB*x = 0; ou: x ;B*x — 2 AB'} = 0, 

2 AH’ 

ce qui donne ,tlg. 51) : x = 0; x = — g,^s=2 A=sAA; 


ainsi rellipse reneoiilrc l’axe des abs^'isM's k l'origine A', puîs<iuc en ce point x = 0 , et au point X , pour lequel x = 2.\ . 

Nuis il pourrait y avoir quelques doutes sur le» valeurs de x que nous venons de conclure . Pour ks dii»>i|K}r, soit 
l'éNiuation : x’ -|- px =* q. 


Résolue, clic donne : 


P 

2 4 


- 4 -?. 


Que q =s 0, il vient : x = i l**) 

et réqualioii d'où l'on di^uH ces valeurs est alors de la funiic : x' + px = 0. 

Effectuant les opérations indiquées dans [a], on trouve : x = 0 ; x — — p. 

Si, dans réiiuaiion de l'ellipse, x » 0, elle se réduit à : A’y’ = 0; ee qui nous apprend que la courbe ne rencoiiin' 
l'axe de» y qu'en un point qui est à l’origine des cuordontiée». 

IW. — I.’équalioii A’y* — B*x* =e — H*A’ <*sl (u® 155 lelle de rtiypcrbole rapportée à des axes dont l'origine est au 
ceutre de la courbe; trouver le» point» où celle courbe coupe ces axe». 

Pour y 0, on a : H’x* = B’A’, d'où l’on lire : x == V^A*, et : x =s — A — CA'; x = H- A = CA { fig. ; dom- 

i'iiyperbole coupe l’axe des x en deux itoiiits, A et A'. 

Que X s 0, il vient ; A’y* — — B*A*, d'où ;y = + \/ — B’ss + B \/ — I, valeurs imaginaire» ; ainsi la coiirlM- ne 
renferme point l'axe des y. 

ISO. — fêtant donnée l'équation de la parabole (n® DM : x’^ 2px, cbcrchcr les points oii cette courlve reiicoutrc les 
axes coordonnés. 

FaLsaiit x » 0, on a y* = 0 ; et y =: 0 donne : 2px = 0 ; ainsi la p.irnbolc rencontre les axr» coordonnés en un M'iiI 
|K>int et à leur commune origine. 

IBI. — Ce petit nombre d'exemple.» nous a convaincu que, par ranalyse. on peut trouver quelques points d'une v*ourlN' 
donnée par son équation. Noits enseignerons plus loin comment, avec ces point» seulement, on tracera la courbe; mois, 
pour effectuer cette opération avantageuseiiiciit, il est essentiel d’étre informé (n® i } à quel système d’axes est rapportée 
la courbe, car foule méprise k cet égard amènerait de» résultats fautifs; c‘e»t-à-<iire que, voulant déiTire une eourlH*. 
si l'on couatruit l'équation donnée sur d'autres axes que ceux sur lcs<|aels elle aura été fonnée, on aura une courk* 
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tlifférentc de celle qu’on dirait. Par cxOTnj»lc» l’équation (n® 149) : ÿ* = î Rj — x*, donne un cercle en eroployaiil de* 
roordonnécs r«H'tan{!QlAire*; mais si sont des coordonnées obliques, on décrira une ciljp&c. 

1S3. — Les équations des courbes du second dej^ré, dont nous avons fait coniuiiire les formes, sont générales; elle* 
représentent, chftcune, une infinité de courbes de U tuéiue es|^e; e'est ainsi que ré^pialion du cercle appartient à tous 
les renfles possibles, comme les équations de IVUi|^, de rbyperlM>le. de la parabole, à toutes les rlli|»seâ, 1<» tiyperboles, 
les paraboles qu'mi concevra. Mais quoique les courbes de ces équations soient toujours des cercles, de* ellipses, des 
liyi>erboics, des paraboles, il u’esi pas moins >rai que, parmi les courbes de même espive [n® 163}, il y en a de sem- 
blables et de dissemblables. Voyons cuimiu’iit cela aura lieu. 

On sait que les équations dont il s’agit renfcniMint dos quantités constantes. A, B, p, H : les deux premières oppar- 
iieiinciil aux équations de reilipse et de l'hj'perboie et y tiennent lieu des axes principaux de ces courbes; la Irvisièiiie 
cnlre dans l’équation de la paralmle et est le p«iramètrc de cette rourlie (n® Ifil]; R est le rayon du cercle. Ce .seront 
les diverses bypotlièses fonmVs sur ces constantes qui donneront des courbes somblahles on dissemblables. En effet, 
considérons en pmiiier lieu le cercle et la parabole, qui n’ont qu'une constante dans leurs équations ; il est évident que 
si, après avoir décrit ces courlie.s moyennant une longueur donnée pour le rayon R de l’une et le parajnètrc p de l’autre, 
on les dtrrit une seconde fois, une troi.sième, une quatrième, en sup}H>sani R ou p plus gramJ ou plus petit , on obtiendra 
toujours des courbes entièrement sembiHbles. Pour le cercle, céla se conçoit aisément, puisque tous les cercles, quelque 
üifléreiiee qui existe entre leurs ravons, seront ronstaiumeut des cercles, et ils seront M>mblabli*. l.a même rlimw: pour 
les paraboles. Il est donc prouvé que toute équation, de quelque ordre qu’elle soit, pourvu qu'elle ne renferme qu'une 
«Njiistanle. produira des courtier semblables dans toutes les hypothèses faites sur cette constante. 

.\clueUemeiit, si U courbe qui doit être décrite a une équation qui reufcriuc deux conslunles, A et B, et que eette 
i-ourbc soit l’ellipse, par exemple, toutes les figures de eette courbe des.sinées sans changer la longueur du demi-axe A 
et en faisant varier U longueur de l’autre demi-axe B. seront différentes, et, |»armi ces ellipses, il y en aura d’autant 
plus aplaties ou allongées que H sera plus {kclit; mais & mesure que le.s longueurs de R deviendront de plus en plus 
grandes, l’elli^tse approchera du rerdc, cl elle en sera un lorsque B égaiera A. 

Si, au lieu d’avoir laissé la longueur A constante, c'eût été celle de B, le raisonnement ei-ilcssus serait inverse. 

On aura encore des ellipses di.>^inldab)cs si, à chaque description, faisant varier ensemble de grandeur les deux 
constantes A et R, elles n'augmentent et ne diminuent proportionnellcuient; mais si eda a lieu, on peut être convaincu 
qu’on aura de.s ellipses senildable.v. Pour donner une idée nette de ce fait, concevons une ellipse pour laquelle A 13, 
R ^ 5; Koii équation sera (n® 159) : 144 y* := 35x* = 3,A00. 

Pour trouver une ellipse semblable à elle, iniagiitons que le demi grand axe a de l'ellipse chcrebée égale 8; nous 
aurons le dcnii-axe b par ccUc pro|»orlion : A’B**n*è, ou: 13|5‘|8|fr; 

donc: t = -|?- = 3,3.133 ; 

et (n® 159] IV-quation : 64 1 1,11088 j® = 71 1,0968, est celle de l’ellipse seiutdabtc à l'ellipse proposée. (V. ii" 488;. 

Cette dt.HCii55iun, qui n'est |»as d'un médiocre intérêt, peut être aoutenuc pour l'hypertmle. 

Si nous avions pris les équalicms de l’ellipse et de l'hyperbole en fonction de leurs paramètres fn®* 153 et 156 noms 
aurions raisonné comme de.viiis, pitis(}ue ces équations renfermcnl deux eoii.Maiites. 

Ces préliminaires bien compris, occupons-nous enfin de chereber le plus de points possibles d’une courite, afin de lu 
tracer mathématiquement. 

Deacripiiaa ^tr y»iiu 4e rellipse. 

i83. — Le demi grand axe d’une ellipse est = 10 (écb. n® 3Î, et le demi |»ettt axe = 6; décrite cette courbe en 
plaçant l'origine des coordonnées rectangulaires à l’un des sommets A' (fig. 54). 

On aura pour équation (ii® 159) de celle etli}»se : 

^tO,*y*H-[6;i*Jt>=2.10.(6;.Vx; ou: 100g’ }-.l6 j»= 720j; ou: 25y* -I 9x*= 180x. 

On cil lire : y = + ~ V — x» 20 x. 

Faisant x» A'u = 2, x = A'4 = 4, x = A'< = 6, x = A'd = 8, x = etc., on trouve pour jr les valeurs suivantes: 
)f 3,6 B ea'; y = — > 3,6 au'’; 1 = 4,8^44', y = ^ 4,8 = H'’; 

ÿ==5.40=^«': ï = — 5.49 = y=5,88 = dd'; j = — 5,88 = dr. 

Pour X = 10 = A’c : y = 6 = ce'; y = — G = cc'', ce qui est évident. 
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Continuant ainiû de donner des valeurs à xjasqu’à x — AA'= 20. pour laquelle as Q, on aura fvointaa', k\ ....A; 

4 i", b'\ A; joignant ces poiuU par mic ligne, cette ligue sera l'ellipse deiuandt'H'. 

Les points où l'ellipse coupe les axes seront détcniùnés par y =: 0 , x Q, dans son Quation ; il vient donc in* I7N : 

x=î20-AA': 25ÿ’”0; 

c'est^Klirc que cette courbe a un de ses sonimels A' à roriginc des eoordoanée4». et qu'elle coupe Taxe des x à une 
distance de Torigme ^ 20 = AA'. 

Supposons actuellement l'origiiic des coordonnées au centre (n* 151}, l'équation de IVilii^ clierchée sera (n* 159, : 
(<0;*g»-f- (6J*x»=={6j*. (10 ;'; on : 25îf*-| 9x' = 900. 



On en tire : ï — i'^V^ — x’ t-IOb. 

Si Ton a (fig. 54) successiveineiit : xss + issc/’sscd; x=s_^4 — rg = rr; x = + etc., 

il vïcjU : ï = i 5,H8 =s /^/^ =: dd' = ar dd”; # — 5,40 =: gg’ as te' = ^ te'\ 

et les valeurs de ÿ M'runi réelles tant que cHIcs de x ne dépasseront pas CA'=s CA = 10, {mur cellc-d, jf = 0; mais 

au-deU, y sera imaginaire, et reiii|u>e n'aura aucun de ses points dans celte région. Joignant les points /*. g' A ; 

f", g" etc., aiusi trouvés, on aura la courbe demandée. 

Pour X = 0, on a : y ss + 6 = ce' = rr"; pour y = 0, ona: x = ~L 10 = rA'=s rA, 

et l’ellipse rencontre Taxe des y en deux poiiiu, e* cl c‘\ et l'axe des x en deux {mints, A' et 


•itcncs utret ■étkaéet pavr décrire reliiyse. 


m. — Par us MucvLiicsT uivriKt’. — [.a propriété de l'ellipse que la somme des deux distances F'.M, l'M ^llg. 51:. 
d'un de ses points M à deux points F et F' était toujours (ii* 150) égale au grand axe .\A', au moyen de laquelle nous 
avons déterminé réqualioii de cette courlN\ ofTre un procédé iri's-siinple de décrire l'ellipse. Aux foyers F et F', plantez 
deux piquets, prenez un iii d'une longueur égale au grand nxe fixez en les extrémités aux piquetâ, tendez -le à 
l'aide d'un style que vous ferez mareber en tenant ce 01 toujours tendu : le |»oint M du style tracera la courbe, et cela 
est évident, puisque les longueurs FM, FM, feront, |«ir leur somme, une longueur toujours égale à A.\'. 

Ce procédé n'est, eu quelque sorte, praticable que sur le terrain. 

1S6. L'équation de l'ellipse, pour rorigine des cooixloimées au centre de celle eourbe, est [n* 151) : 

AV+B’x*= A»B*. 

pi 

Klle (tciil être mise sous la forme : y’ =3 — x*). [a] 


Sur le grand axe AA' (tlg. 73) de l'ellipse <'ontmc diamètre, décrivoi» une circonférence de cercle AOA'; son équa- 


tion sera (n* 149} : 


: A* — X*, puisque A = CA = H. 


Pour le point M de ce cercle, l'ordonnée sera a'M ; nous la désignerons {»ar Y ; Pabseissc Ca' est commune aux »leux 

courbes, mais l'ordonnée correspondante pour l’elli{)se e.st a'E ou y, en sorte que l'équation du cercle |K)ur ce point M 

sera : Y’ = A* — x*. [6] 

Or, il est visible que puisque A est {dus grand que H, l'ordounée Y est plus grande que l'ordoniKH* y. Divisons [« 

r.ï • y* B* V B 

t«r [») ; Il vinnl : ou ; 

c'ost-ù-dire que le rapport entre l'ordonnée de relli|uie et celle du cercle sera roiisUinl. La valeur dir U premifTe est : 

B V. 

» = -Â-' = 

P 

ainsi, tous les points de l'ellipse seront intérieurs à ceux du cercle, car est une Inaction, et l'onloiniéc do l'ellifisr 

P 

sera toujours égale au quotient do la division de l’ordonnée Y du cercle par le rapport 


Celle propriété fournit plusieurs moyens de décrire Vcllipse, soit par points, soit par un mouvement ennlimi. lors- 
qu'on coiinail les deux axes de cette courbe. 

1* CcxxsTai'CTio» MMlaigix. — Soit le demi grand axe de l'ellipse s 10 A, et le demi petit axe G B ^tig. 73 ; 
l'équation du cercle décrit sur te grand axe comme diamètre sera : 

ÿ*-100 — X». 
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Cherchons quelques orOmin^cs de relie courbe. 

Pour J- ^ 7, ou trouve y =s 7,U» coonlonnét's du point N du cercle; ei j = 8, y = 6, celles du point M. 

Nous aurons le point m de l'dlipse correspondant à l'abscissc .r ss 7 du corde par la formule : 

y = Y 1 = . 7»I4, et elles sont : jr=ï7 — m; y = 4,28 = om. 

Pour Pahscissc légale 8 du cercle» les coordoiiuées du point E de l’clUpse corrcspoudaiit h relui M du cercle sont : 

X = H m'; y = 6 = 3.6 = a'E. 

On trouverait de la imMne manière les autres |»oiuts de rdli(»se. 

i" IhiMjurriON cêum£triuie.— >O ii ddcrlra du centre C de lclli|i&c comme ceutre [fig. 73)» deux circonférences de 
cercle. Tune sur le grand axe A.V', avec un rayon égal & CA = A ; l’autre, sur le petit axe comme diamètre, avec un 
l’aven égal à CB = II. Du centre C, on mènera h*$ rayons CN du cercle .\OA'; des |H>ints tels que N, on abaussera 
des perpctwliculain^s sur le grand axe .AA', puis par les points fr, où les rayons du eer«*h? AOA' coupent le cercle BMI', 
on mènera des parallèles èm à AA', et les points » où elles couperont les perpendieiilain’s No, »«*r«ni de l’ellipse. En 
l’fTcl, les triangles semhlalih‘S Nènn. NOi, donnent : Na * NC ** nu ‘ èC; 

„ . .. Na X frC B 

NC A 

Mais Y* = A* — I*, «lom- : — J*;. 

3" Actre ucscRiCTiox oéoaKTRiuiE. — I.cs 8 X 0 * dc l’ellipse élant donnés coiiitne pnVédemraent, soienl (fig. 74] BH', 
Aa\’, ces axe.*. Par l'une des extrémités B de l’un de ces axe*, menez une {lai'allèle imlétinic ù l'autre axe .AA'; prolonge/ 
HB’ indéfiniment, puis, du point E eoiunic centre et d’un rayon égal au demi grand axe, décrixez la circonférence aBn*. 
qui touchera en B Pedhpse eherehée. Du centre E de cette circonférence, lirez les droites KO, EO', KO", etc., qui cou- 
peront en des {loints O, O', O", la droite d'O", parallèle à A.K'; joignez le eenti'e C de l'ellipse à ces |»oint* par les 
droites CO, CO', CO", etc. Actiicllenieiit, par les points fr, N', N, etc., où le.* premières droites wupeiil la circonfé- 
reiiee, menez les parallèles ftè*. N'a', Na, ele., ù EU; elles toucheront les sccoinîes droite.* en des points 4’. a’, a. qui 
seront à ridlip.se. Ëtreelixetnent, les triangles seinhlabU^ CD'n, CBO", KUN. EBO", donnent : 

CD' ; D'a : ; CB ; bo" ; ; kd : dn ; ; eb ; bo" ; 

mais on a DN =s D'a. et puis4|ue HO" val conitnuii, U vient : 

CD' : CH : : ED : eb, c’est-à-dire : y ; H ; ; ED ] A, 

n H» ’ 

d'où: y=-y-.ED, ou: 


niais ED = EN — D.N = A*— x*; donc : 


B* 


(A’ — J»). 


4” Aithk; DEsiwrTiox oéouf.TRioïc car i.v rolveriat coxtim', les axe* i»e l’ellifse r.TAXT ruxxi*. — ll’un point quel- 
conque D pris sur le petit axe Bit' fig. 34), et d'un rayon ég:d à la différence |des deux deiiii-^axes r.\ et ec\ décrive/ 
un arc de cercle qui cuujie en f le grand axe ; prolongez D/'en A’ d’une quantité f%' — er ou le demi |H*lit axe. I,e point 4' 
sera à rclti|i*e, ut tous ceux qu'on trouvera de la même manière. Eu effet, si du point D comme centre cl d’un rayon 
égal à DA' = cA, nous décrivons l’arc de ecrele A'MN, et menons ÜQ, parallèle au grand axe, ptiLs A'Q, parallèle an 
petit, il est évident que pt' s= er', et U** deux triangles semblables A'A/". A'DQ, donnent : 

AA’: A'/*;: A'Q; A'Ü, ou: y:»!'. à'OIA; 

d’où l'on tire : y =; A'Q; 

niai.* A'Q e.*t l’ordonnée dn cercle qui répond à la même absetsM» de rrllipst^, et le demi grand axe de celte courlie stTi 

' > IJ» 

de rayon au cercle; il sVusiiit que A*'Ô rs A’^x*: donc : y*="^ .\* — x*. Voyez le n* 195.) 

186. — Jtnuiu’ici, nous n'avoiis considéré que les axes principaux de Tdlipse; mais ces axes ne sont pas toujours 
c onnus, et il peut être proposé de décrire ectie courbe au moyen de deux autres de ses axes non rectangulaires enli*r 
eux. On nomme ces nouveaux ax«*»i diamètres conjugués. 

I.U.* diverses raétlKHl«>s que lions avons exposées pour ta description de reiJip.M' lorsque celte courbe est rapportée à 
son centre et à se.s axes prinei|iau\, sont apidiealile* eru’orc, si l'on i^nsidère l'ellipse rapportée à des axes obliques ou 
diamètres eoujugm**; mais alors on «’onnait son équation formée au moyen de tels axes. Nous n'avons pas encore dit ci* 
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({u'dic était; iiaus allons nous m-cupcr do la chcrclior. No& opérations seront faciles à com'cvoir» mais U nous faut 
préalablemnil prouver que tout diauiètrc d'une ellipse est coupé en deux parties égales par le centre de cette courbe, 
cl qu'il ne la rencontre à cllc-niéme qu’en deux points. 

tS7.>-!^it «M un diamètre quelconque (tîg. 75) de rdlipse ABA'B'. Menons l'ordotmée PM du |miiit M, puis por- 
tant CP de C en p sur le grand axe AA', joignant pai, cette dniîle .sera parallèle à PM, et les triangles CPM, Cpm, seront 
égaux ; ainsi. CM sera égal & Cm, et PM à pm. ()f, nous avons vu, par les ronstrucUons du n* 183, que les o^lomu'es 
également éloignées du centre sont égales; il s'ensuit donc que pm Muxk une ordonnée eouiiue PM, et comiiie ce sont les 
seules qui puissent convenir à la fois & l'ellipse et à son diamètre, U est évident que les points M et n sont sur ccUc 
courlie. et que ce sont les deux seuls où le diamètre mM puisse la rencootrer. C'est ce qui av ail déjà été démontré n** 177 > 
pour les axes principaux. 

188 . — Maintcnimt, pour trouver IVt|uation d'une ellipse rapportée k des axes obliques, il n'c-st |uls nécessaire de 
recourir aux principes établis 151 ; une transformation des coordonnées nous suflira, puisi]ue nous comiaissuns déjà 
nue équation de la courbe pour des axes rectanguUiri’s (n* 151 : 

AV I B*j»îr= A*B». 

Pour venir de tes axes à des obliques, il faut remplacer (lé* IC x et g p,ir leurs valeurs : 

Xïsx'oos.a -1- jr' eos. ; g — x'tuii. * -|- jf'sin. a'. 

On a supprimé de ees foriutiles les termes n et k, l'origine des coordonnées ne devant pas être déplacée ; x et x' sont 
les uigics que font les diaiitiires conjugués avec les axes prîiici|mux. ixi sulwtitiition faite, il vient i 

(A’sin.*»'—- B*cos.*a') n'* -H 2(A*siii.xsjn.x'-i- B» cos. a cos. »') xV 4* (*^* •*•*”’• * — B*cos.**jx’*^ A’B*. 

S'il fallait construire l‘Hli|)sc de cette «N]ua|ion, le travail serait long et diflirne; |»oitr obvier à cet înroiivénieiit, on 
fait disparaître les termes en x’f', et cela est permis à cause de l'indéierminution de x et ainsi : 

A*sin. «siii. a' -l B* eos, « cos. *' = 0; 
i*t i’équatiun de i'elli{>se rapportée à scs diamètres conjugués est : 

(A*sin.*«' — B*cos.’x'| jf'* 4* A*sin.*a — B'cos.'x x'*=A'B*; [a] 

mais li>s coefficients de g’ et y sont encore indélermln(''S. Fai.soii$ remarquer que. il.ins l'équation aux axes rirlangii- 
liiires. les eoefileienls des mêmes variables expriment la distance de l'origine à laquelle l'ellipse coupe les axes prinrîpaux. 
et CCS distances ne sont autres que les longueurs des üemi-a\i>s. Or, ces longueurs se déterminent |wir x' = 0, y' ^ b, 
dan.s l'équation pro|Mjséc (n* 177} ; donc, représentant pjir A’ ral)scis.v des imitits d'in!erM*etioii, et ;>ar B' l'ordonnée 
de res oiémes points : 

VJÜ ^ B *: r'* = : A-. 

* A*sin.*»' — IPcos.*«' A’sin.**-!- B’cos.*« 

On tire de ces formules ; 

\*B» A*B’ 

A*»in.*»'-4- B*c«».*a' « “"ÿ'i"’ .V sin.* * -4- B*eos.*a ~A'«~' 

Substituant duiu» l'équation [n], il viimt : 

''y®— y'* H •''*= A’B»; ou bieu : = A'*B'*. 

est l'équation d'une ellipse rapportée à ses diainèlreâ conjugués dont les longneurs lotaU» sont iB', i.V. 

1^.— Ce résultat cimfirme que l'équation de l'ellipse ne rliange pas de forme, quel que soit le système d'axes auquel 
on rapiMirle celte courbe ; cepemlant , pour décrire une ellipse dont les axes sont obliques, il faut avoir égard à la direr- 
lioii de ces axes et ne pas en em|doyer d'autres, autrement on tomberait dans l’erreur qui n été signalée '»** IKI \ .Viusi. 
une ellipse étant doiméc par sou équation entre d<>« axes obUque.s, |»uur la tracer |»r points (ii** 183). ^o^stru^s^^ ce.*i 
axes faisant entre eux l'angle connu, portes les valeurs positive» et négatives de x'sur Taxe que vous aurea choisi pour 
celui des abscisses, et, par les points de division, mcaez des |Miraltèles à l’autre axe ; elles stTOiit nécessairement ineli- 
nées t>ar rapimrt au premier ; sur res pounillèles, prenez de» longueurs corTesjKmdantcs à celles de x', et v ous aurez des 
poitiLs de la courbe. 

Maintenant, de ix* que l'équation d'une elli(Me est toujours de même forme, n'iinportc le système d’axes eiuplovc, il 
s’ensuit que la loi de sa forinatioii est invariable (n* 161), et que longueurs de deux diamètres conjugués d'utic elli|i>se 
étant données, on en coiu|M3sera l'é^iuatiun de eette courbe. 

180. — L'analogie des équations : A*y* -4- li*x* = A*B’, [d] A'*y'* 4- B'^x*» ^ A'*B'*, [e] 

fournit un moyen simple de décrire une elii|>se par points, deux de ses diamidrcH conjugués étant connus. Sup;iosons 
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m deux diamMres Kur un plan et faùtaitt entre eux ranfüc donn<^. SurTun d'eux, aa' (lig. 76), on d^'rira rellipae 
dont loA axes principaux seront an', et dont l’ëqiiation connue [d] sera formée avec les longueurs des diamètres 
coujugués. Cette opération achevée, on inclinera les ordonnées PM, P'M', parallèleiiient k l'autre diamètre ff*, sans 
changer leur longueur, cl les points N et N' ainsi trouvés seront ceux de rdlipse demandée. 

191. — Itans les tracés divers et par points que nous avons faits de Tellipse, on a vu que les ordonnées de ses points 
étaient toutes parallèles k l'un des axes, que eeux-ei fussent droits ou obliques; il résulte de Ik et de ec que les axes 
pi‘inripaux peuvent être regardéN comme diamètres ecmjiigués, que tout diamèiro de IVilipse divise en deux parties 
égales les parallèles k son conjugué ; tuais les droites qui ne pass4'id |»as par le centre de la courlw étant ses cordes, ou 
peut dire que tout diamètre qui divise en deux parties égales des cordes de l'ellipse a pour conjuguée la droite qui. 
passant par le centré de la courbe, est parallèle à tes cordes. Cette propriété fournit un moyen de trouver le centre 
d'une ellipse. 

191.. — Soit (fig.77) celte elli|ttc. Menez deux cordes CH, EF, parallèles; dm.scx-les, par une même droite PQ, 
en deux |»artics égales : celte droite pnssern par le centre A, qui sera détcriuiué en prenant le milieu de PQ. 

19S.~De la même propriété tiallun autre procédé pour trouver les axes principaux d’une ellipse dont on connaît le 
ccnlre. 

Soit (tig. 78. QP.VX cetto ellipse, et C son centre. Décrivez, du point C cotuiiie centre, une rtrtxmférencc de cercle 
d'un diamètre quelconque : elle coupera l'ellipse en quatre points, Q, N, M, P; et ü résulte de la symétrie de cette 
courbe 174) par rapport k ses axes principaux , que les points d’intersection désignés seront symétriquement [dacés 
|iar rapp<u'l k ces axes; aiiuu, ai on les joint par quatre droites .NM, QP, NQ, .MP, et qu’on mène une (>erpendiculaire CR 
sur le milieu des deux premières droites, et une autre KD sur te milieu des deux dernières, ces ]>ei'pcndi€ulaires seront 
les axes princit»aux demandés. 

De ce raisonnement, on tire celle conséquence, que si l'on demandait les axes principaux d'une ellipse dont oti ne 
cotmnitraii que deux diamètre.s conjugués, il faudrait tracer cette courbe à l'aide des diamètres donués (n” 189!, puis 
effectuer l’opération ci^^iessus. 

194. — Ou ue pourrait |H>iiil décrire une ellipse! dont on ne connaîtrait que deux diamètres conjugués |tar la métbode 
enseignée n** 484, ni {»ar les deux premièrt'S du n* 18.5; niais on se servira de la troisième avixr succès. 

199. — De la quatrième du même numéro, ou déduit un procédé pour décrire une ellipse fvar un niouvemciit continu, 
étant donnés les axes priaci^uiux ou deux diamètres conjugués de cette eourhe. Considérons d'abord les axes principaux. 
l.a droite Dk* (t!g. 54} (n** 1815) peut être une règle dont la longueur est égale k cA, demi grand axe de rcltipse, et sur 
laquelle on a mar<iué un point f tel que fh’ == <v' B. Faisant mouvoir ccUe règle dans Faille r'VA de manière k ce que 
le point D glisse le long de r-V", et le point / le long de rA , le |m)ùiI k' décrira uii quart de l'ellipse demandée. On aura 
les antres imrties de l'ellipse en plaçant la règle dans les autres angles. 

Actuellement, si ee sont deux diamètres conjugués qui sont connus, on mènera, par Tune des extrémités A de Fuii 
de ces diamètres Au (llg. 78, 79;, une perpendiculaire Ail sur l'autre diamètre Bk; on prtmdra, sur celte pcr|>eitdicu~ 
laire, la partie AQ, de part et d'autre du point A, égale k CB, et, ajaul tiré CQ, on fera glisser GF » IIQ par ses 
extrémités, le long des droites Bè, CQ, prolongées de part et d'autre du centre C autant qu’il sera nécessaire, jusqu'à 
ce qu'après avoir parcouru sureessivement les quatre angles faits par ces duuxlignes, elle revienne dans la niéiiie situa- 
tion d'oü elle était partie. Si l'on prend (t.M = AQ, le point .M décrira daus ce mouvement reilipse requise. 

En effet, menant GF parallèle k QA. elle rencontre en F le diamètre \a, puis en O le diamètre Bk ; les triaiigles sent* 
blablcs CHQ, COG, et CAQ, CFG, dmmetil : 

CQ : CG : : AQ »u gm ; gp ; ; IIQ ou GF : GO; 

jvar euiüu!x|uent , U ligne F.M .st^ra parallèle au diamètre Bk. Cela posé, si l’on nomme CA, A'; AQ ou CB. ou Ck, B', 
on nnra CF ^ x, FM — j ; mais à cause des parallèles FG et AQ : 

CA : AQ ; : CP ; (iP, on : A* *. B' ; ; x ; PG ; 

d'où : FG — . T. 

» » _j 

De plus, le triangle GF.M, rectangle en F, donne : F.M * GM — PG; 

R'» 

donc : y* =s B'» x>* c’est-k-dire : B'»x* — A’B% 

équation d'une ellipse rapportée k des axes obliques j^n** 188). ' 
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IM. — Il T a beaucoup d'autres méthodes pour décrire une ellipse; celles que nous avons rapportées sont plus que 
»uffisaiites pour les besoins ordinaires; néanmoins, nous allons en faire connaître une autre, qui, aussi curieuse que 
savante, repose sur la propriété evposée n* 185 et eatge que les axes principaux soient connus. 

AA' et BB' (fip. 81] sont les axes donnés. Prenez deux droites, CM, MD, égales cljacnne à la moitié de CQ, somme 
des deux demi-axes CA', CB, liez-4es au point .M, leur extrémité commune, de manière à ce qu’elles puissent se mouvoir 
autour de ce point ; concevez la droite CM tellement fixée au centre C de l’ellipse qu'elle soit mobile autour de ce point 
comme le rayon d’un cercle. Dans son mouvement, elle entraînera la droite MD, qui devra constamment avoir une de 
ses extrémités D sur Taxe AA'. Si l'on prend sur cette dernière droite une longueur DN « B, le point N décrira aiie 
ellipse cl le point M un cwcic. Prouvons-le. 

D’abord, il est évident, puisque CM = DM = que MN = B = 5-; 

on aura donc : CM-t-MN = A, et: CM — MN = B; 

c’est-à-dire que dans le niouvcincnt des droites CM, MD, lorsque CM sc confondra avec CQ, le point N tombera en B. 
et lorsque CM et MD sc confondront dans toute leur longueur sur CA' prolongé, le point N tombera sur A', et le t>oint M 
entre C et A'. Cela {>osé, concevons que les deux droites dont il s'agit soient arrivées dans la position qu'on leur donne 
dans la figure, que MP soit l'ordonnée du point M du cercle, et pN celle de l'ellipse; désignons la première par Y et la 
seconde par y, puis soit menée Na, paralUdc à Taxe CA' des x. 

L'équation du cercle dont le rayon est CM sera : V’-f- X* = ^ ^ a ^ 

Ri les triangles rectangles PMD, pND, donnent : 

dm;mp;;dn;pN, ou: ° : y :: b; 

donc : Y = — 

Les deux triangles CMP, MNn, donnent, à cause des parallèles : 

CM ; CP MiN ; Na, ou: ; x 1 1 ^ :j — X; 

d'où l’on tire : X ** — A ^ x. 

a A 

Mettant pour Y et X leurs valeurs dans [a], U vient : 

/A-f-BMÿ' ^A-hB>x* _ ^A-l-B^* 

V i i J K' i )’ 

ou: AV+B'-t'= A’B'. 

On pourra donc considérer le cercle du rayon CM comme une directrice de l'ellipse, car tous les points de celte der- 
nière sont également éloignés de ceux du premier. 

Deschptioo pir poiau de )'hy>erbole. 

1S7. — Le demi grand axe d’une hyperbole est 6 (écb. ii» 2) cl son demi petit axe égale 4 ; trouver autant de point.- 
que possible pour que celte courbe puisse être tracée. 

L’équation de l'Iiypcrbole, l'origine des cooidoimées étant au centre, est (n** 155) : 

A*y*— B» J* = — A*B* ; 

ainsi, celle de l’byperbole cherchée sera (n* 159), en remplaçant A et B par leurs valeurs : 

36ÿ>— I6x* = — 576. ou: 9y' — 4 j« = — 144. (aj 

Soient (fig. 55) BB', AA', les axes auxquels doivent être rapportés les points de ta courtie. Ou lire du [a] : 

SI X a des valeurs positives ou négatives pins petites que CA = CA' = 6, on aura (n* 175) des ordonnées imaginaires, 
et alors la courbe n’a aucun point correspondant à ces valeurs; fl faut donc que x en ait de plus grandes que 6. Eu 
conséquence, supposons x s 8 = Co, nous trouvons : y = 9,4 « ad, y « ~-3,4 ss ad'; et pour x «s — 8 s= Ca'. il 
vient aussi : y = .1,4 =: a'i, y — — 3.4 ~ a'i'. 

Faisant ^ 40, on trouve : pour x -h 40 * Cè : y ss 5,3 = y = — 5,3 = fr/*; pour x =s — 10 = C4‘ . 

y = 5,3 = à'*, y = — 5,3 = fr'à'. 

40 
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Aili&i de suite jusqu’4 rindtii. Il suit de là que l'hypi'rhole est une courbe infinie dans tous les seiH. 
n suit encore des résultats qui précédent que, pour une abscisse positive plus grande que A = 6, la courbe a deux 

Iirancbcs, AA , AA’, données, la première [tar : p = H — ^ t/j» — A*, et la deuxième par ; j = ^ l/j* — A*. 

La même chose arrivant pour une absciiuse né^livc, U est évident (ii** 154, que l'hypcrlmlc a quatre branches. Pour 
déterminer leurs pointa de réunion deux à deux sur Tun des axes, il faut Alternativement que p » 0, j* = 0, dans Téqua- 
lion [fl], d'où : j=:H-6 = CA; x=s— 6 = CA', 

qui apprend que l'hyperbole eou|»e l'axe des abscisses en deux (toiiiLx A et A' également éloignés du centre ji** 1781, et 
qu'elle lie rcncoiiire pns Taxe îles y, puisque les ordormées de eet axe sont : 

Joignant les points /'.d. A, d',/*, d'une part, elles points *, i. A', i\ V, de l’autre, par des lignes, on aura la courbe 
demandée. 

Oii comprend que, pour des voleurs de s positives et négatives égales à 6, p serait uul, coiHlitioii exigée par les 
points A et A*. 


•iverMS •tires ntUioéet potr décrire l'hyperkile. 

19S. — La propriété de l'hyperbole énoocéc u** 1 54 , et d'après laquelle nous avons trouvé l’équalion de cette courbe, 
fournit un moyen simple de la décrire par un mouvement continu. On fixera à l'un des foyers F' (fig. Kj) mm règle 
indéfinie F'N; au point F, et à l'nn des points N do celte règle, on attachera les extnhiiilés il’un lî) FMN, moins long 
que F'N d’une quantité égale à AA’; ensuite, avec le secours d’un style M, on tendra le fil FMN' de manière A ce que sa 
(Miriic M.\ soit apidiquée contre la règle F'.N ; faisant mouvoir le slvle M, de M vers A ou vers O, en le eouservaiU con* 
staniroent appliqué contre la règle, il décrira la branche AMO de l'hyperbole; renversant la ri^e de l'atitre eoté du 
point P, on décrira de la même sorte une autre branche An. 

Voilà pour deux branches. Four deux autres, AV, A'O', sans changer les longueurs de la règle et du fil. on fixera 
l'extrémité de la règle en F, celle du fil en E^. cl l'on opérera comme ri-dessus. 

La raison de ce procédé se tire de ce que la totalité F'M -j ■ .MN ne changeant pas de grandeur, non plus que FM -f- MN. 
leur différence : F'M H - MN — FM — MN j» F'M — FM, sera toujours d'une grandeur égale à A.\'. 

II n'est pas inutile de faire oliserver que plus la règle F'N sera longue, plus les portions des hyperboles opposées 
qu'on décrira seront grainles ; mais il devra toujours y avoir entre les longueurs de la règle et celles du fil une différence 
égale à AA'. 

i* D»jmx.iption eÿ.ouéTRig(T. pia roixT* (fig. 55). — Du foyer F comme centre et d'une ouverture de rnmjia.< on d'un, 
rayon quelconque Fr, je décris un arc de cercle, puis de l'autre foyer F' cl d'im rayon plus grand que le premier d’une 
quantité égaie à AA', je décris un autre cercle qui <:ou|>o le premier en r : ce point r à l'hyperbole. En opérant de 
la même manière aunlessous de l'axe des x . on aura l'autre branche AA'. U est ais<'^ de s'apc^rcev otr que si . de l'autre 
cété de l'origine C, on décrit des arcs de cercles qui aient des rayons d'uue longueur dont les différences soient égaler 
BU grand axe. on déterminera des points des deux autres brauches A'I, A'F, de I1iypcrb<de. 

3" DescaiPTio.x GloubiMota par ihuicts (fig. 8.1). — Aux extrémités A et .V' du grand axe, on élèvera les perpcndicu~ 
îaires AG = .AF, A'L = AT, la première au-dessous, et la .seconde au-ilcssus de A.\'. On tirera LG, qu'on prolongern 
indéfiniment; ensuite, par les points P, P', P", etc., pris sur l'axe, on élèvera à cet axe des perpendiculaires terminées 
cil D, D', D", etc., à la ligne LG, qu'on coupera en des points M', M ", M ", etc., pur des ares de cercles décrits du 
foyer F comme centre, avec les rayons PD. P'D’, P "D". On aurait pu prendre A'g = AT', AI « AF‘, et menant yi 
parallèle A GL, on délermincrail M', M'\ M"', etc., au moyen dufoverF' et des arts décrits du centre F' avec les rayon» 
P(l, Pfi', Pd", Ole. 

Il faut démontrer maintenant que les jioints M', M”, M"', sont à l'hyperbole. On a par construction : 

A/ ^ AF'; AG AF = AT'; dune : M = AG AF' — AT' = AA‘ = 2 A, 

Toutes les parallèles Dd, D'd', D 'd", etc., sont donc égales au grand axe. De plu», on a FM' = PD ; mais aussi parce 
que le niêiiie |H)inl M’ aurait pu être déterminé en coii|Mint Pd pur un arc déeril dn centre F' avec un rayon Pd , on n : 
K M' = Pd, donc : F'M' — FM' = Pd — PI) = Dfl - AI — AG = 2 A , 

cl consé<iuemmcnt le lieu des points M', M", M"', est une hy|»erholc. 
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199. — Ocrupoiis-Dous maiitlonaiu île décrire une hyperbole lorsque ses asymptotes sont données, ou bien deu% de 
ses dianiiires conjugués. 

Nous abolis enseigoé [n® 131) ce qu'étaient les asymptotes j les diamètres conjugués sont des droites qui ne sont pas 
lierikcridiculaires cl font entre elles un angle quelconque. Un st‘ul de ces diainèires rencontre l'hyperliole ( n® ÎÜ6) ; jamais 
ils lie la reneontreiK ensemble, mais ils passent tous par son centre. 

Tour décrire maliiématiquemenl et par points une hyperbole à l’aide de ses asymptote», ou doit comiallre le sei'oui! 

membre de l'équation (n® ICO) : xy := — ^ , ce qui suppose que les axes sont connus, et dispimserait à la rigueur 

d'employer des asymptotes |mur s’en tenir ii ce qui a été dit (n® 197). Néanmoins, pour donner une idée de la man ln* 
à suivre, eoneevons (11g. 55} que A — fi et B 4, ou aura : xy ss 13. 

Que l'asymptoti! MM' atn\ l'axe de.» x, et l'asynuptote NN' l'axe îles g, roriginc di« coonlonnécs étant eu C, centre dr 
la courbe; duiiuez i x diverses valeurs positives et négatives, par exemple : 

x= 5-+-2 = CI* (éch. n®î}, vous trouverez : ÿ = 6,5 = /l*; 
x=— 2 = cr — — y = — 6,5 = PV; 

j = 4-4 = CP' — — ÿ = 3,23= 

x = — 4-CI*' — — ÿ-— 3,23~(>V; 

x = ctc. — — y=elc., 

ce qui montre qu'ime portion de l'byperbole est auniessus de t’asymptole MM', et l'autre au-dessous 

300. — Si, avec les asymptotes, on donne un point de l'hyiMürbole compris dans leur angle, il est fort aisé de décrire 
celte coui'bc; les moyens employés & ee sujet sont déduits de quelques propriétés de Iliyperbole, que nous ferons con- 
naître. 

A* 4 - B* 

D'abord, de l'équation comme : xy » — ^ , on conclut que U relation entre chaque point de la courbe et m.> 

asymptotes est fixé^v Nous n’avons pas tiré ftarti de celle relation pour en déduire la formule cwlessus; nous allons la 
démontrer, et , dans le cours de nos opérations, nous rencontrerons les propriétés qui nous serviront à trouver aiiiaui 
•le points de l'hyperbole que nous voudrmui. 

Ml. — Si l’on mène, par un point quelconque M d'une hyperbole, une ligne droite Mm', perpendumlaire au premier 
axe A.V [fig. 84), qu'elle rencontre en P, et les asymptote» Cm, Cw', en m et n', le rectangle Mm X Mm' égal au 
carré de CB = B. 

Kn effet, les triangles semblables CPm. CAL, donnent : 

CA ; AL ‘ ‘ CP ; Pin ; ou : A ; B “ x | Pm ; 

d'où : P« = -^x; 

B H 

donc; M«=»-^x — y, puisque FM = y ,* et : M»'=s-^x4-y. 

Il s'ensuit que ; Mm X Mni'=: -~-x* — y*. [n] 

Mai», par réqimtiûn dr l'hyperbole rapportée à son centre et à ses axes, on a {ii® I5.i] : 

BV 

Mettant (mur y sa valeur dans [n], il vient : 

Nm X Mm'=^ x* x* 4 — ~ ^ fallait démontrer, 

303. — Maintenant, menons Ma, AA, {NirallMes à Cm’, et MQ, parallèle à Cm. I.e» triangles uMw, MQm’ et AAL. 
semblables entre eux, donnent : AL ] AA M» ' Ma; AL ' AL Mm' ) MQ. Multipliant par ordre ; 

* 

AL : AL X AA : : Mm X Mm ; Ma X MQ, 

t 

et, remplaçant Mm x M»a' par sa voleur B*, et fsisatu attention que SU *= B’, il s'emsuil que : 

AIXAA= MbXMQ. 

Nommant MQ, y, et Ma = CQ = x, on a : xy = A/X AA; 

ainsi, pour qucl<|ue point M de l'hyperlMilo qnc ce soit, le rectangle de rabs4'isse par l'ordonnée, l’une cl l'autre comp- 
tées sur les asymptotes, est égal au produit de AL X AA. 

Cherchons ce que signifie ce produit. Pour cela, que LA soit prolongé en L', ou jusqu'à la rencontre de l'autre .xs\iu|>- 
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lotc Cm, on aura : AL = AL, ci le triangle GLL' cM isocèle, puisque CL et CL' sont deux droites qui s'écartent également 
de la pcrpetidifulaire;donc CL'A s CLA. La droite AA est parallèle à Cm', et les deux triangles CLL', AAL, sont sem- 
blables, puisque l'angle AAL est égal à l'angle CLL\ et que Tanglc ALA est commun aux deux triangles; mais AL = 

CL 

donc LA = — , et, A cause de ALA s AAL, il s'ensuit que : 

LA = AA SS CA, et conséquemment : CL a 2 AL ss 2 AA = 2 CA. 

t t I 

Maintenant, le triangle rectangle CAL donne : ^ = ÜA -4> AL , 

QU : (î *1, X 2 A*J = A* + B>, qui reviait à : *L X A» = = A**, 

A* 1 ni 

et, par suite : xy s* — — — = AA* = V*. 

Le carré constant AA* ou V*, auquel le produit xy est toujours égal, s’appelle la puissance de l'Iifperbole. 

203. — De celte propriété, que nous venons de démontrer, on j>eut déduire celte autre : de quelque point N que ce 
soit d'une hyperbole, si l’on lire, de quelque manière que ce soit, une droite a"N»' terminée aux asymptotes, les par- 
ties Na", N'a', interceptées entre la courbe et les asymptotes, sont égales. En effet, si, par le point N', on mène H'.N'H, 
cl par le point N, ÜN'd, parallèles à BB', les triangles semblables LV'N, a'N'Il', donnent : 

NV':a'N'::NU;il'V. 

autres triangles semblables a'.N'lI, Nda', donnent : 

Na' : N'a'' ; ; Nd ; N'IL 

Multipliant ces deux proportions par ordre : 

Na' X Na" ! XV X N'a' ^ Nd X M’ ; HN' X N H'. 

Or, les deux produits Nd X NU, N'I! X N'Il', sont égaux chacun A B*, donc (n* 201] : 

NV X Na"=s N'b" X Va', ou ; Na" {VN 4- Va') = N'V(NV + NV). 

Effectuant les oj^éralions indiquées : 

Na".NN'-|- Na". N'a' = N'a'. NN'-|-N'a', Na", d'où l’on tire : Na" X NN'= N'a’ X NN'. 

et conséquemment : N'a'ss Na". 

DiLmonstuatios' A>ALmox'c DR esTTK paopfuàTÉ. — Soit : y SS as b [f] l’équatiou de la droite a"a'. 

B* 

et: y* SS A*), [2] celle de l’hyperbole. 

B* 

Les asyinplotos sont rcnrennée.s dans l'équation : y*= l^] puiwiu’elles forment ,«* 51J, des angles égaux 

BAec l’axe des s et qu'elles passent par l’origine des coordonnées (n* 154). 

Cherchons tes coordonnées des points d’intersection N , N', de la droite a"a', avec l’hyperbole, et celles de ses points 
a", a', de rencontre avec les asymptotes; lorsqu’elles seront connues, il nous restera A calculer les expressions des 
distanres de N A a", et de N' à a', cl elles devremt être égales. 

Pour obtenir les coordonnées des points où une droite coupe une courbe, il faut (n^ 62} combiner réqualion de la 
droite avec celle de la courbe. Mettons |Kiur y sa valeur [1] dans [2] , il vicut : 

{ A*fl* — B*] X* 4- 2 AMAx — A*B* — A’A* ; 

d où I cm tire : * = V/BT^AVB» + ^ 


Le signe supérieur |H)ur l'abscisse du ;»oiiit N, ci l'inférieur i>our le point N'. 

Substituant pour s sa valeur dans [1], et désignant par x^, y', les coordonnées de N, on aura : 

l/B’^ A*n''+>’7 
~W + V+ h. 



A»flA 

AB 

v_ — 

B* 

A*a* — B* 

, 

A*«»A 
— B» "*■ 

ABfl 

y — 

A*a* — B* 


Désignant par a et I les coordomiées de N' : 

A*aA AB 

“ ~ A'o* — B* — fii" 


V/B* — A’«' + »>; 


I 


ABrt 

"AV— B*' AV — B* 


V/B*— AV + 4- »■ 
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Restent ^ trouver les coonlonnées des ^loinis d'intersection de avec les asytuplotes. Substituant la valeur [I] de y 
dans[3]: (A'a* — = — A»^*; 

A’flfr AB 


d’où l’on lire. : x = 


. 4“ - 


-Vb*. 


A«a*^^— A*««— B* 

signe supérieur pour l’abscisse du point d’iiiterseciiou de la droite n"»’ avec l’asviuptote CH, et te signe infé- 
rieur pour n\ 

Remplaçant suceessiveinem x par scs valeurs dans [f], et notant par x", y", les coordonnées de a'' : 

„ A»rtt . ABft „ A’a»^ ^ AflB* . . 

■* — A*fl* — B* ^ “ A*i» — B* ' 

Désignant f»ar a' et t* les coordonnées de a' : 

. A*fl* AB* A’a»* A«B* 

“ - “ — T*»>- Bf ' 




-t-t. 


‘ l>a* — B»“ * * A*a»— B* AV — B* 

Aetuelleincntf l'expression de ta plus courte distance entre deux points donnés est (n^ (0) : 

U = k/(y—x" )•+(»'— If";*; » = l/i»'— + 

Mettant dans ces formules, à la place de x*, x", u\ «, y', y", t', l, leurs valeurs, il vient d’abord : 

l. A*«>^T|> + A*»’ — B* * Afl-t-»*-!- AV — 

A*»'» Aot . /-K. 1 , A’o't A^In^ 


B' ) 


r \'d'b Aot , /w, ri~ i I iki . L 1 A'o’t A^In^ ■'t 

AV— B» — B« Ta +f + >+ Av — b< V’ 

^’= [ [âîï^b-'^''®’- a*»'- t* - »)]’ 

AM* 


Ensuite : SV= f — 


AR* 


AM* 

^ "ÀV— B* AV— B> — B* 


AB 

AV — B* 


VB> — AV + »> 


J 


f A'a'b 

AV — B" 


_AoB» 

"Xv^* 


+ M- 


A'a't 


AflB 


a» 4» ::rBî“ ■*" “Xm* — B» 


V/B> — AV + »• — »y i 


t>o Bien : S^= [-j^~:^(V/B‘ — A*«* + t* — »)]’-)- (V^Bï— ÀV + »•— »)]’; 


donc : Na" = NV. 

304 — I .es asymptotes d'une hyperbole et un point de cette courbe étant donnés, voici comment on pourra la décrire. 

Soient b"n, *w. les asymptotes, et A le point donné {Hg. 85). 

Menons, ]»ar A, autant de lignes aA», a'AM, etc., A*d, Ak'd\ \h"é", etc., que nous voudrons, terminées chacune 
aux asymptotes; puis prenons les parties laO"» Aa, MO' =* Aa'.etc., d* = AA, d'*' = A'A, etc. Les points 0“, O', etc., 
d, é\ etc., seront A l'hyperbole (n* Î03}. 

3M. — Pour présenter d’autres Tiiélho<les convenables pour décrire une hyperlmte, lorsqu’on «xirinnlt les asymptotes 
et un point de la courbe, U est nécessaire que nous prouvions que la propriété du n** 302 : xy = Y', a lieu, quels que 
soient les diamètres d'une hyperbole ; c’est-à-dire que V* sera constamment égal au quart de la somme des carré.^ des 
demi-diamclrcs donnés; ou, en d'autres termes (Hg. 80], <ui', **', sont deux diamètres, et CB, CD, les asymptole.*^ 
d'une hyperbole : si, par un point quelconque .M, on mène DMB p.TrallèJe à **’ ainsi que LaL', par le point a donné, il 
faut démontrer que : CD' X MD'» ail X HL, ou que : xy =uH X HL= V*. 

Pour le faire avantageusement, montrons que l'équation : A*y* — B*x* = — AHP, de l’hyperbole, ne change pas de 
fornie, quels que soient les diamètres de cette courbe, et que aL est constamment égal à c*. ou que toute droite telle 
que LL' menée par le sommet a ou A (fig. 84) parallèlement à l’autre diamètre conjugué **', est égale à ce diamctri’. 
ou bien que ta moitié de la première est de même longueur que la moitié du dernier. Ce théorème nous a servi pour 
construire les asymptotes (n® 154) de l'hyperbole rapportée à son centre et à scs axes principaux; il n'csl point diff«S- 
rent pour une hyp<!rbnlc rapportée à des diamètres conjugués. 

206. — Nous di.Hon.s que l'équation A*y* — B’x* = — A*B*, de l’hyperbole , ne change point de forme, quel que soit 
le système de diamètres conjugués qu'on emploie. 

Ici, comme pour l'ellipse (n® 188), nous transformerons les coardonnées reclangultires en coordonnées obliques; 
l’opération consiste à remplacer, dans l'équation aux axes rectangulaires, x et y par (n® 16] les valeurs : 

X = x'cos.* i- y' cos. s'; y = x'un.a y'sin.at'; 

cl l’on trouve : 


{A*sin.**'— B*cos.*a')y'*-H(A*sm. « ain. — B*cos. «cos. a'iyy'-H ( A*siu.*« — B*cos.*a)x'* = — A*B*. 
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Pour que celte (kjUûtion ail la forme demandée, le lerme en x'y' doit être nul, puift<)iic lea angUa « el a' àonl imXS* 
terminés; ainsi : A’ain.asin.a'— *B*cos.«co».*' = 0; {«] 

donc : [A’sin.**’ — B*cos.*«) jf'* i-( A*siii.’« — B*co5.*b] j'* = — A*B'. (*] 

raisani suceessiveroem z' = 0, jr' = 0, ou irouvc : 

BU» A*B» 

A* sinAa' — B* cos.» «' ' 




A*«ii.*a — B*co«.*a ’ 
di^lnllccs de roriginc auxquelles riivperbolc coupe ses diamètres conjugués. 

Hi'présenlant ces distances |)ar B'* cl A'*, et les multipliant, il vient : 

A‘ B 


A'*B'* = 


(À* slji.ssin.s^ — B* C 05 . « cos. a' ,* — A*B* [sin.*(a'-^T 


A*R» 

et, à cause de [a] : A'*B’> = — — -, 7-7 rî 

it'où il suit qu’une dea quantités A', R', est imaginaire, el (pic rhvperbolc ne rencontre Jamais en même leniits ses deux 
diamètres conjugués, propriété déj& signalée h l'égnrd des axes principaux (n** t99,. Concevons que ce soit A' 011 y 
qui coupe l’hyperbole; alors, la valeur de j/* sera — B’», el il en résulte que : 

... A*B » , , A’B» . 

A* Siin.» a — B* cos.» a * A'»5mÀa'*^T)»côs.»a' * 


À*R* A*R* 

d'où l’on tire : A*sin.»a — B»cos.» a = — — y,— ; A'*sio.»a'— B»cos.»a's= * 

cl réquation [h] se change en la suivante : A'»jr’»— sa — A'*B'» ; 

mi, en supprimant les accents des variabliy» z', y' : A'»y* — B'*z»= — A'»B'», 
équation qui ne difn>rc point, par la forme, d’avec colle que nous avons indiquée. 
ao7. — Il nous faut faire voir que, dans tous 1<» cas (Tig. 84 et 86) : 

AU= AL^=CU = CB', el : aL = nL' = Cè = Cè'. 

Kii premier lieu, il est évident (n** 203) que toute droite telle que LL' est divisée en deux également au (Kiinl de 
roiitacl ou de tangence. 

En second lieu, les asymptotes (n« 154) sont des droites qui ne rencontrent l’hypcrMe qu'à rinhni. 

Cela posé, réquation de 1‘hvperbolc (ii* t56) : A»ir* — B*z»=^ — A*B», peut être mise sous la forme : 

Or, pour les points communs à l'hyperbole et & ses asymptotes, z = eo; faisant cette hy|>otbèse dans la deruièrr 
équation, il vient [n“ 147) : ^ i J. 



équations des asymptotes Cm, Cm' (fig. 84). $i, pour les construire, 011 suppose z= A, on aura un point A. sommet 
de l’hy iterbole : y = + B = AL = AL'. 

Voilà pour les axes rectangulaires. 

Pour des axes obliques, nous avons l’équation : A'*ÿ* — B'»z'» = — A'»B'», laquelle revient à : 



B' 

L’hypothèse de z = » la réduit à : y = i 

équations des asymptotes. Pour les construire (fig. 86), on portera de C en n une longueur égaie à A', moitié du dia— 
mètre conjugué qui coupe l’hytierbole; puis, |»ar le {teint «, menant LnL' {larallèlc à bb\ axe des g obliques, on aura : 

oL oL's» B' Cà. 


308 . — liéiiiontrons aclucücment que l'équation de l’hyiierbole entre scs asymptotes ne change pas de forme, quelque 
système de diamètres conjugués dont on fusse usage (n** 205], 
l.es triangles seiuldahics CPD, C<iL (iig. 86], donnent : 

CA : fli. : ; CP : pd. ou : A' : B' : : Z ; PU ; 

d'où : PÜ = Z ; 
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B' B’ 

mais PM âl, donc ; — y» el ; 

3unc(n"î0()! MD X MD = [,] 
t'^uation dt* ITiypcrbole \>^r ra|>|K>rl à ses diamètres conjugués est (n® 206) : 

Remplavanl g par sa valeur dans [«], on trouve : MD X MB =5 B* =: CF. 

Menons MD'« allt parallèles à CB. I.es triangles sèmblabhrs D'MD, MRI), afIL, douneiU : 
tfL >H : : MD : MD\ et: flL : HL MB ; MB; 

t 

d’Oü Ton tire (ii® 202) : ÔT ; ail X HL ; ; MD X MB ; MD' X MR ou MD' X D'C. 

Mais MD X MB = B'*» et (n® 207) : «L =t B'*; il .s'ensuit donc que : 

MD' X D'C î= flU X HL. 

Par la similitude des triangles CLL', HaL, Coll, on a (n* 202) CH HL; mais MD' X D'C est comme (lîg. K4) 
Ml» X MO (n® 202 ) ; doue : Ho X IIL = AL X A* ; 

et eonscqucmmeiit : Ho X HL =: = _ A * B * , 

et, par .suite : MD' X D'C = xj = - A ~i~ . 

209. <— DcscaiPTioN par points b't'.sg iivrf:aorji.e iHiNT un co.vsait ix.s asyuptotks et cn pcHvr. — Soient (6g. 87) «n»’. 

LL', les asyoïptotes données, et A le point. Par rc menons AG, parallèle à l’une des a.symptotes, à Mm', par 

exempte; puis prenons, sur l'autre asymptote LL', des points A, 11, etc. A partir de ers points, dans le .sens de A à I. 
el sur cette même a&ym^dotc, portons les longueurs Al, HL, etc., égales h CG. Joignant AI, AL, et menant AM, HM*. 
parallèles à wim', les points de rencontre M, M’, des droite.s Al, AM; AL, HM', seront à l’hyperbole. Cela est évnlent, 
rur on aura constajnincnt (n® 208) : AM X CH = HM' X CH = AG X CG. 

De ce procédé, on 0» déduit uii autre (tour décrire imc hy(M}rbolr |iar un mouvement continu. 

Tout étant donné conimo cMcssus, 011 mènera .\G, (uirallèic à l'une des asymptotes mm',' on fera gliaser, le long d<- 
rasymptolc IX' indéfiniment prolongée de part et d'autt^ du centre C, une droite HL égale à CG. qui entraînera, par 
sou extrémité H, une parallèle HM' à l'asyraptole mm', et, par son autre extrémité L, une droite LA, mobile autour 
du point A. L’inlcrsectioi) continuelle M’ des droites AL, HM', décrira dans son mouvement les qnatre branchi's <lr 
l'hyperbole, (tourvu qu'on agisse sur chaifue portion des asymptotes comme ou le fait pour la portion CL. 

210. — Eu résuiuanl les détails des n®* 197 et 209, il est constant, puisque les ordonnées rectangulaires ou obliques 
de l'hyperbole sont égaiea de part et d'autre de Taxe des x. que toute droite comprise entre les asymptotes et parallèh* 
à l'uu des axes, est partagée en deux parties égal<^ par l'autre axe. 

Bedurche ies oxei friacipanx ée l'hyperbale. et 4'aa diiaitrË lortqte s«a coBjiifié eil ccub. 

211. — PhruiEK Nous avons dit (n® 154} que le demi second axe était moyeu proportionnel entre .VF' rt 

AF. En effet, on sait (n® 155 j que : I)*« c* — A*, ou bien : B*iis (A 4- «]* — A*, 

puisque f = CF = CF' = CA 4- AF = A 4- «. 

On tire de cette formule : B* = 2 A.a 4 ■ n* c= « ( AA' 4- « ) ; 

donc : » ! B 1 1 B [ A.\' 4- a. 

Ainsi, connaissant le grand axe d'une hypcrijole et ses foyers, on déterminera la longueur du sec^^nd axe par la pro- 
portion ci-dc&sus. 

Decxièur cMsarc oésÉiui. rota iu^terniner oelx dumItres conjcccês et leius i.u.\ct'Ecas tunsoe'uN connaît u biitti.- 
Tiox DE l’cn d'evx, le-s ASYMPTOTES ET CS l•uLVT DE i.'iivi>£RaoLE. — Par Ic point colinu M (llg. 80), 011 mène, entre lc> 
asymptotes, la ligne DMB, (larallèlc à CA, direction du diamètre connu. Pour avoir la longueur de ce diamètr»^. mt 
fera (n® 208) : 

9 

MD X MB « CA, d'oè : MD ) CA ) ) CA ; MD , 

et comme les quantités MD, MB, peuvent être aisément évaluées, on saura ce qu’est CA ou B'. Pour le conjugué de rr 
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iliamètrfi, on mènera, par le centre C, une droite CP qui parlapera 210) la ligne DD en deux i>artics égales au 
point P : CF sera le conjugué de Cÿ. 3dainlcnaiit, menant par le point k une parallèle b\. i CF, elle coupera en L 
l'aawnptute CI); conduisant LL' parallèle à C#, elle rencontrera CP en a, et C<i est la longueur 207) du conjugué 
ilc C». 

Le même priiici|)o sert à dcterrairier les axes quand on a deux diamètres conjugués. On connaît un point de Hiyper- 
lH)lc« on tracera les asymptotes, et l'on aura la direction des axes en dix Lsaiit les angl4^s des asymptotes en deux |»artics 
égales. On sait coiimient on obtiendra la longueur du petit axe, mais si les foyers n’étaient pas connus, on se compor- 
terait comme nous l’avons enseigné |K)ur des «liamètres conjugués ^c’est-à-dire que, par un point tel que .M (lig. 6i), 
fin mimera une parallèle MPn’ à BIl' et terminée aux asymptote.s; puis on aura : 

Mm X -Mm' = CB = B», d'où : Mm : B ; ; B ; Mw'. 

219. — Uue hyperbole étant tracée sur un plan, si son rentre est connu, trouver ses axes; s’il ne l'est pa.s, le cherdter 
H ejisuilc les axes. 

Soit (lig. H8i cette hyperbole, et C son centre. De ce |K>inl et d'un rayon quclcoïKjue, décrives une circonfénence de 
cercle dd'DD', elle coupera en quatre iminls, d, d', D, D’, l'hyperbole donnée, et il résulte de la symétrie de cette courbe 
{lar rapport à scs axe.s que [n“ 197 ', si Fon mène une droite telle que mm', qui partage en deux parties égales les cordes 
t!d\ DI)’, que A.\' sera Taxe principal de la courbe. Le second axe BB' sera la )>urpei)diculaire en C, milieu de AA'. 
On sait calculer sa longueur. 

Si le centre n'était pas connu , on tracerait deux cordes |>arallèlcs entre elles ; les coupant à leur inilien par une droite, 
cette dcniièrc (lasserait par le centre, dont le lieu sera connu, puisqu'il doit être également éloigné dt's points où la 
droite rencontre la courbe. 

21S. — Jusqu'ici, nous ne nous sommes (Miint occupé de l'hyperbole équilatère (n* 154); mais si l'on fabuiit à son 
égard les raisonnements ci-dessus, on en déduirait divers procédés pour la décrire. Sans entrer dans de nouveaux 
détails, enseignons comuient on décrûs l'hyperbole é4|uilatère lorsque ses axes seront connus. 

L’équation de celle courbe &A {n* 458) ; g* x* = — A*. 

fl'où l’on tire : x ~ V^A' + ÿ* = OP. 

Or, si, d’un point quelconque M, on mène une perpendiculaire .MQ sur Taxe de.v y. et qu'on joigne le point Q au 
sommet A, on a aussi (fig. 89) : 

Q A = rCX-i- Cq’=A» 4-»’. <lonc: CP = PM=QA. 

Ainsi, par tous les (loinu Q du second axe, on mimera des (wirallèles au premier axe, et, prenant sur cliacune d’elles 
la longueur QM := QA, dudaitce du point Q au sommet A, on aura autant de (mints M de l'hyiierhole. 

214.^Tcrmînon.s cet article par le problème suivant : f)é<rirc une hypcrlnde qui passe par trois points donnés 
i fig. 90}, m, P, s, et dont les asymptotes soient parallides à deux droites données aL, aL', 

Concevons que le problème soit résolu et que CS, CS', sont les asymptotes f(ui doivent être parallèles aux droites 
liomiécs. Joignons les (minls m, a, par une droite MN terminée aux asymptotes présumées, et, par le point P, menons 
les droites HPA, GPB, parallèles aux droites aL, ni.', ou aux asymptotes; elles couperont la droite M\ en deux points 
O et à, cl les asymptotes présumées en C cl II. La solution du problème déiwiid de la fléiermiiiation de PG et PH, qui 
lixent les distances auxquelles les asymptotes cherchées doivent être de P. 

Cela posé, par le point m, menons Qm et oui, parallèles aux asymptotes; la première coupe en e 1a parallèle GPB. 
Par le point a. menons nf^ parallèle à PB; elle couffcra HPA en f, et il est évident, d’après la connaissance qu'on a des 
lioiiits «, P, », Cl de la direction des asymptuies, que les (Miinls », 4, e, f, seront faeilc.H à déterminer de position par 
rapport aux trois points donnés, c'est-à-dire que l'on saura toujours évaluer leur distance, soit entre eux, soit aux poifiLs 
dotmés. Ceci admis, la détermination des longueurs PG, PH, devient facile; et, en effet, par la propriété fondamentale 
fie l'hyperbole rapportée aux asymptotes C!>, CS' (ir* 202] : 

QmXdm^X*; GPXPH = V», 

et (Ja, dm, sont les coordonnées obliques du point m ; GP, PH, celles du p<ùnt P; d'où il .suit que : 

Qm X *im = GP X PH , et : Oa ; GP ; ; PII ; dm, 

ou : Ge ; GP " de ) dm , [»] 

puisque Qa = Ge comme parallèles interee|»lées entre parallèles, et que PU = de ]>ar la même raison. 
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Dans le triangle Gi?M, on a, à catLse de» parallMes Pa, cm, k OM : 

PG>M;;Gr:«M. 

Daiih le triangle (/nN, à cause des parallèles eb, dS : 

mN * Bd * * Nfr * rie ; 

Ces pro{M)rlions multipliées par ordre donnent : 

wN X PG ; riM X »«/ ; ; Nfr X Ge ; wM X rie; 
d*où l'on tire : nN x wM. P(i X — «M X wri X Gr. 

Mais la projiorlion [lî] do/ine : riw X Ge = PG X de; 

donc : mS X »M = <iM X NA. [Aj 

On aurait semblablemciU : Ma X NA = aM X «N ; 

et cela fournil un théorème remarquable. 

1/équâliou [A] donne : mN [ Ma ” NA | »wM» de laquelle on déduit : wN — Ma ’ NA — wM ' . .M<i ; mM 
Mais mM = «N (n“ Î03); donc : ma — «u ‘ «A * | Ma ; Mm ** GP | Gr; 

qui revient à : iw * »A ** GP | Ge, d'où Ton dé<iuil : «a — «A [ «a ‘ | GP — Ce * GP; 

f’e.si-à-dire : «A ] an ; | Pe | PG. [r] 

On trouvera aussi ; ab [ bm \ \ Pf \ PII. [d] 

A)ant donc délerminâ les longueurs aA, an, Am. Pr, Pf, on obtiendra, jMir les proportions 'e), [ri], le» longueurs Kt 
et PH; puis. {>ar le.s points G, 11. ealrémités de PG et PH, on mimera le» droites CGS, CHS', [tarallèles aut droites 
données : ce seront les asymptotes de l'hyperbole demandée. Maintenant, |K>ur décrire la courbe, ou mettra A profit 
les procédés que nous avons indiqués ( ii<* 209), et l'on sait comment on trouvera les axes principaux. 

IcKripüOB par psiats éa la paraAoia. 

Uft. — Étant donné le demi-paramètre f s 6 d'une {varabolc, trouver les diverses circonstances île son cours, les 
coordonnées étant rectangulaires et ayant leur origine au sommet de la courbe. 

(.'équation de la parabole est (n*’ 161) : y* ss i.yx. 

Remplaçant fi par sa valeur, il vient : n* = 12. x. 

Soit A [ûg. 53) l'origine des eoordoimées écb. ii** 2). 

Pour J = 4 = Ao, on a : jr s= • 9 ~ 9 * pow*" j ^ 6 — AA, on a : g =* ***• : g = AA', 

y = aA" ; cl ainsi de suite pour toutes les valeurs positives de j* jusqu'à l'inâiii. Les points d’inlcrscction de la paraixile 
avec son axe, sont déterniiiiés 179) par / = 0, y = 0, c'csl-à-dire qu'on trouve |>oui' eux : y* ■=. 0, ipx = O. et 
la courlie n'a qu'un |>oiut de roinniuii avec eux : il est à l'urigine de.n roordoimées. 

Joignant donc les points A'', a". A, a'. A', par une ligne, celle ligne sera la parabole demandée. 

Si l'on eût donné à x des valeurs négatives, celles eorres}>oiidantes de g auraient été imaginaire?*: ainsi, la parabuU' 
qui nous occupe n'a aucun point dans la région de ces x. On conclut de là que la parabole est une cuuriie inOnie dans 
le sens setilemctil de la direction de ses braiicbes, lesquelles, au nombre de deux. S4>nl rt‘pré»enlées |»ar : 

X = Vipx; ÿ = — 

Divers lalres procréés poar éécrire U psraAole. 

216. — I’ab vk iiot:vniF.NT costim-. — De la propriété qui nous a servi ^n** 161) à trouver réquatioii de la parabole, 
on déduit uu moyen de décrire cette tourbe par un mouvement ruiitimi; mais la position de la direclriee HT (lig. 91 
et celle du foyer doivent être tommes. 

On placera, contre celte directrice, une équerre mobile QHE; puis, prt'naiil un iil d'une longueur égale à QE, ou 
nxera une de .ses extrémités en E, et l'autre en P. foyer de la parabole ; on tendra ensuite le fil au moyen d'un .style 
qu'on appliquera contre la ligne QE; faisant glisser l'équerre le long de la directrice, le style gtissi^ra le long de QK et 
déi'rira la parnliole. car on aura toujours : FM - ME = (JM .ME, ou tJ.M = MF; donc le point M est à la parabole. 

l>ESrjRtrTION CÉOMÉTRKtre ET PAR PUWTS DE LA PARASOl.E, »(W( pabamètre étast oonso. — Preiicï (6g. 9IJ AT = AF = ^ 
(n*’ 16É ! élevez une perpendiculaire mb' en uu (miut quelconque N de l'axe; puis, avec la distante NT (hiup rayon, cl 

H 
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le point K pour ccntns diVrivez un are de cercle qui coupc mm' en deux points, m et m : ces points sont h la parabole, 
car iU sont également distants dn fo>«r F et de la directrU*c ItT. 

Les domnVs étant les mêiut^ que précétlemment, on portera, sur Taxe des jr (lîg. 92) et à partir de l'origine A, une 
distance AL égale au t>aran)ètre connu. D’un point quelconque H pris sur le même axe pour centre, cl d’un rayon égal 
ft bl., on dé<‘rira une drconrérencc de ecrde LNP. Au point P, extrémité de son diamètre, on élèvera la perpendicu- 
laire PM , et. menant |utr le point N U iiarallèlv NM à Taxe des x, le itoiiil M sera à la |uiraI>o1e, car, par cette construclïon t 

t t 

PM = AN. et: ÂS = AL. AP; d'où: P>l = î^.AP, 

puimjue le coeflicienl de s, dans l'équation de la parabole, est toujours égal au |>araiià-tre de celle courbe. 

117. — Lorsqu'on a à décrire une parabole, ce ne sont (mls toujours les axes principaux de cette courbe qu'on emploie : 
il arrive souvent qu'on ne connaît que des diamètres. Nous allons exposer successivement les méthodes dont on us*^ dans 
ces circonstances ; mais U est important de faire remarquer que les diatnèlres d'uuc parabole sont parallèles à son axe 
{ 11 " ICI), et que les points où ils coupent celte courbe sont leurs origines. Nous démontrerons que l'équation de la parn- 
lude est de iiiéiiie forme pour ses diamètres que pour son axe principal. 

D'après les résultats obtenus (ii" 215], il est évident, puisque le sommet de la iiaratiolc (Hg. 5.*t) {tasse par l'origine 
des coordonnées, que ta seule tangente que puLtsc avoir celte courbe en ce point est Taxe des ÿ ; de plus, la parabole 
lie rencontrera cet axe que lorsque l’origine d&s coordonnées si^ra dans son intérieur. Ainsi , en conservant à la {larabole 
la propriété de ne rencontrer que Taxe des x, ou d’élrc partagée eu deux parties égaies |»ar cet axe, pour démontrer 
que son équation est toujours de même forme, quel que soit le syMème de coordonnées dont on veuille faire usage, 
nous disposerons les nouveaux axes de manière que l'un d’eux devant toujours élrc {larallMe à l'axe prineiiial, l'autre 
sera tangent à la courbe au point où le premier la coupera, et c’e&t de celte fa<,on qu ils doivent être disposés, alin que 
les ordonnées soient divisées en deux parties i^ale» et répondent à deux {Kiiiits de la parabole. 

l/équalioij y’ = üps c.si celle île la parabole n* 161) rapportée aux axes Ag, Ax (fig. 95) ; pour passer de ce système 
d'axes aux axes A'g', A'x', obliques, il faut remplaecr y et x par leurs valeurs [n* 16. suivantes : 

X s a y cos. « -1 jf'cos.*'; g s= è •h-r'sin.a H- ÿ'siii.»'. 

On trouve : 

y'*siii.»a'4- 2x'g'sin.«sln.«'-t-x'*sm.*a -I- è» — 2/rf -f- 2(èsn.a — pcos.*'}g'4 î^èsin.a — pcos.ajy^ 0. 

Or. d’après la disposition des nouveaux axes à l'égard des premiers, il est sensible que : sin. a =s 0 ; cos. a I. pour 
l'axe Ax'; d'où il suit que : siii. asiti. a' ^ 0 ; sin.*a ss 0. 

Il s<>ra démontré en son lieu, que l'angle d'une tangente à la parabole avec Taxe Ax a {mur tangente trigonométrique 
le quotient de la division du paramètre de la {tarabole par l'ordonnée du p<Miit de tangence; c’esl-ù-dire que : 


tang.a'=-^-, [è] 

piiisqu'iri a' est l’angle de A'g' avec Ax, et b l'ordonnée du point A' de tangence. 

Di* plus, A et è étant les coordonnée» de A', et ce point étant sur la parabole, il est évident que. si l'on substitue 
dans l’équation de la courbe, à la {dace de x et g, n et b, un aura : 


On sait que : 


a* s tpa , 
tang. 

sin. » — -Tÿ^ 

V/l H- taiig.’s 


rus. * = , . , . 

Y • -r * yt -1- lang.’a 

Il en résulte que l'éqiiattou [«) devient, en rem|da\’anl tang. a' par sa valeur [è] : 


.l'où l'on lire : = JJill+î!'- x'. 

P 


Mettons, à la plaît* de M, sa valeur on a : 


y,’ y. 

P 


i J 


*ni bien, en TannuU. |M)ur ubré;iei‘ : 4 {a -f- = ïp\ et, supprimant les awius : 

»•= ip'i-, 

et l'on voit'iue l'équation de la parabole cal de même furnic {mur tous les systèmes d'ases un de diamètres; seuloinent. 
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pour chaque nouveau diamètre de la courbe, le |>aramètre change de grandeur. C'est ainsi que, |»our le diamètre AV. 
le ïMiraïnMrc, qui est : 4 i^o l- J y est quadruple de la distance du foyer F & l'origine A' de ce dianièlrCf puisque 
[i|o 161 } a est la dislaiice du foyer de la |»arat>olc au [K)int de la couid>e dont rabsetsse est égale k a. 

S18. — I.es résultats précédents montrvmt que, si l'on veut décrire une paralrale matliéiiiatiqueiiicut, lorsqu'on coih- 
liait le paramètre d'un diamètre et l'inclinaison des ordomiécs correspimdanlcs, il snftlt de décrire d’almrd une paralmle 
.sur ce diamètre pris pour axe (n** 215) avec le paramètre donné, et ensuite d'incliner convenablement les ordonnées de 
cette courbe sans changer leurs longueurs. 

DESCHimON DE LA CAlUSOLE CAB O *iorvrJlt.VT OOflTOr , l?t mAUÈTTIE tîAÎIT D 05 SÊ AVTC U TA.'*CENTE Qil CASSE l*Aa M» 

ulucisE |.V 217), ET ms pASAxÈTAt;. «^On prendra, sur le diamètn^ MO donné, prolongé au delfc de son origine M 
(fig. 94 \ la partie MD, égale au quart de son parami*lre, et l'on éllrvera nue pcrpt'ndicuUire indéfinie DK II OMI). 
Menant MF de manière à ce que celle droite fasse, avec la tangente TMS. un angle FMT = OMS, et prenant MF = MD. 
un décrira la {Miratmle conformément à ce qui a été montré (n“ 215}; elle aura pour directrice DE. et pour foyer le 
point F, car la ligne MO, éutil |>erpendiculaire à la directrice DE, sera parallèle à Taxe EF et sera un diamètre (n" 217) ; 
ta ligne TMS M;ra tangente eu M, puisque FMT — O.MS, comme cela sera démontré ; le [tarainèlre du diamètre MO sera 
quadruple de MF. 

318 , — Kii décrivant (n^ 215} la paralmle au moyen de sou équation par rappoii à son axe principal, nous avons vu 
que celui-cj partageait la couriie en deux i»arlies égales, et comme les ordonnées donnent des points de la parabole de 
part et d’autre de cet axe, il s'cristiU de ce qu'encore ces ordonnées sont parallèles A la directrice, que tonie droite 
renfenm^ entre les branches de la imrabolc et parallèle à sa directrice sera partagée en deux parties égales par l'axe. 
En outre, dans la parabole rapportée A un diamètre, les onlonnées (n* 21H) sout toutes lutrailèles à 1a taugcnle A ta 
rourt>e A l’origine du diamètre; et comme il arrive pour elles les mêmes conséquences que pour celles qui sont parah> 
IMes A la dirertrire, il est évident que toute corde qu’un diamètre divise en deux parties égales est parallèle A la tan- 
gente menée à l'extrémité de ce diamètre. 

DeuriptiM d< qidfiei Mtm enrkes pluei dei sap^rirari six prècedeats. 


3M. — PraMèm praw J a r . tUantdmnt' ie parainC/rc p^4 de !a première iMrabole ntbi^ae (n^ 166) d&rire celte rnurbr 
par poiatK, let coortloMèe^ étant rectan^alNiren. 

L’équation de la fiaraJiole citée est : jr* = p'x; remplaçant p par sa valeur, il vient : y* = 16. r. 

Au premier examen de celte équation, on reenmiait que les ordonnées seront réelles |K»ur des akscisses positives ou 
néfmtives, puisfiiie le d'un ootubre peut être imsilif ou négatif selon le signe de ce immbre. 

Soit X = 0. on a : y ~ 0 ; donc la eourlie rencontre les axes coordonnés à l’origine A ( lig. 62 ’i, et c’est là qu'est son 
soiniiiel. 

Four X ^ 1 = Aa (éeh. n" 2}, on trouve : g = 2.3199 = ae, seule ri^ne réeUt* de $ ^ V 16, car, si l’un divist' 
y* 16 ^ 0 l»ar ji = 2,5199, on obtient pour quotient : 


2.">199 J. /// 2,5199 N»' , ... 

ÿ = — 2L ' ( — 2 J valeurs imaginaires. 


Pour J = — I = An', un a : y = — 2.3199 — aV. 

Pour X S3 2 = AA, on a : y =: 3.174K .= 4/*. 

Pour X — 2 =3 A4', on a : y *= — 3,17IK = Vf, 

Les autres valeurs de y sont imaginaires. Continuant de duniier des valeurs positives et négatives A x jusqu'à l’innni. 
et joignant les points f, e\ A, e, f, etc., trouvés, il en n’^sullcra une courbe MA.M' inirabolc cubique demandée. 

311. — Problè*** doaxi^M. Étant dtfniuf le paramètre p 8 de la deurieme parabole caAiyNC, décrire cette courbe eu 
rapportant »e$ poiutit A de» axe» rcrfaayHbiircs. 

L’équation de cette courbe est y* =» yx», t’csl-à-«lire y* = 8x*. 

Il est évident, |uir la forme de cette équation, que toutes les valeurs de y M*nml positives, quetk« que soient rellrs 
de X. car une quantité négative a toujours son carré positif. 

Pour X SS 0. on a y = 0, résultat qui n'poiid au |>oint A , sommet de la poritMe ehcreliée, lequel est A l’origine ries 
coordonnées (tig. 63}. 
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Pour J = I = A« [éch. n** 2) : y = 2 s dip, et, comme dan& i’e\cm(>Ic précédent, le» autres valeurs de y sont itna- 
pinaircs. 

Pour jr SK — I s= Aa', on a : y = oV = 2 ; 

Pour X — 4 =: Ad, on a : y ss 5,0397 » rfi , 

Pour X =3 — 4 = Ad', on a : y = 5,0397 = d'i'. 

Joi^'iiaiil I<>s points i . e, A , t\ i\ U ligure (|ui résultera de celle opération sera celle de U paraiioic euhique deiuandée. 
ftentirqaei ftiéralei nr les trois esyéeet ie yari4ol«s vu aoti «tou décrites i°* 115. 110. 111. 

123. — ltepreii<m.s réqiiation (lénérale iUf» puratioles de tou» les dcjjrés (n® 106) : y" =s — » x* . 

Dans tniKs U>s exemples que nous avons fournis jusqu’ici, nous avons supposé que les constantes étaient épaies à tut 
i-uriain mtiribre donné; maisnoas pouvions simpliQer les calculs en faisant i'uite de ces constantes éjtale à runjté(ii® 105 
ei i cla satis détruire la généralité de l'équation ; ainsi, réquation ci-dessus peut s’écrire : y" — x" , et nous suppose- 
rons M > N. 

PRi:uirB CAS. — Lorsque rexpnsant m de y est un nombre pair, et l’exposant n de x un nombre itiqtair, la racine de y 
s<Ta J_, H celle de x seulement I- ou — . Soit, |tar exemple, « = 4, a = 3; il est clair que la puissance quatrième de 
-J- y est toujours y' , et il n’en est jtas de même du cube de puisque le cube de -hx est -|-x* , lorsque celui 
ilr — X esi — . De là. il est évident que y peut être positif et négatif en même temps, et x toujours imsitif ou tou- 

jours négatif; d’oti l’on peut conclure que la paralnde qui aura une équation dont les exposants des variables auroiil 
cuire eax la relation indiquée, aura .«es deux braiirbcs tournées dans le sens des abs«‘is&4\s positives ou négatives, sui- 
vnni que x sera positif ou négatif, et l'une d’elles se eoiilinucra dans la région des oixioiinées positives, cl l’autre dans 
la région des ordonnées négatives. Si, par an point quelconque de l’axe des abscisses, on élève une per|M>ndiculairc à 
cet axe. elle louchera la paralmlo en deux points, qui seront également ‘éloignés de cet axe, puisque les ordonnées ^iont 
égales. On recuiiiiatl à ectic propriété la {»arabole ordinaire, coiislruilc n* 215) pour le cas de l'abscisse positive, avec 
réquation: y»K=2pj-, ou: y*=x, 

Si nous eussions pris le cas de l’abscisse négative, l'équation propre à la cmistruclion aurait été jn® 161) : 
y*=s — 2px, ou: y»=— x. 

dans laquelle les valeurs de y seront constamment réelles, puisque celles de x doivent toujours être iiégalives. 

Drixixur rts.-— Lorsque Ic.h rx|Misants w et a sont «les nombres impairs, la racine w de y sera. sculcinem -h ou — . 
si sa puissani'c c.st i-y" ou — y". Serablablemeiit, la racine a de x scm |-x nu — x. suivant les iiiénics raisons, 
comme on l'a vu (n« 229); d’où il suit (Hg. 62 , que y peut être positif et négatif tie même que l’aliscisse; mais lorsque 
y est négatif, x l’est aussi, cl lorsque l’abscisito est positive, rordoiinée l'est; ce qui fait voir que la parémie MAM' 
aura une tir scs branches AM dans l’angle y.\x. rt'^gion des coonlonné«*s |Misitivus, et l’autre AM', dans rangle y'Ax'. 
iqqiost'* au .st>mmol dn premier, région des rtHirdonnées louti?A négatives; en si>rlc que se» deux branebes ont leurcoi»- 
caviié touméi^ vers l’axe de» x, et elles sont lellemcnl disposées à soti égard que, si l’on (ircml sur lui Arf — \d', et 
que par le» poini.s H et d' on lui élève des fH>rpendiculaires dà, tih\ elles renconlreront la parabole M.VM' en des points 
h, k\ tels que dh = dh'. Cela est évident (n® 220), puts«|uc, pour des abseis.scs égales cl île signes contraires, on a des 
ordonnées égale.s cl tic .signes contraires. Nous avons nommé celle luiralmlc première cubique ( n® 166) , et son équa;- 
Imri.rst : y* = ji»*x, ou : JT^ ~ 

TaoiuèMr: cas. — l.orst|uc l'exposant « de la puissance de y est un nombre im{mir, et l’exposant a de x un nombre 
pair, la racine de y w;ra loiijour» positive, comme on en a vn un exemple (n® 221 , ear la puissance de x étant paire, 
donnera toujours pour racine un nombre {msilif, puisque le nombre, sous le ratiicul, est toujours positif, .\insi, x 
|M)urra, dans les byjmllit'se.s élatdies. avoir deux valeurs, l'ujie négative et l’autre positive, lorsque l'ordonnée y neii 
aura qii'iinc toujours [msilivc; d’où il suit qu’une tlea branelii» de la parabole N.\N' i^tlg. 63} st*ra dans l’angle y.\x. 
région des coordonnée» positives, et rautre dans l’angle yAx', adjacenl au premier, rc'gion des ortlonnées |M»5itives cl 
tIc.H nlLHcisscs négatives. Os branches sont tellement disposées à régard de l’axe des y qu’elles lui tournent leur con- 
vexité. De [dus, si l’on prend deux points d et d', sur l'axe des x, également éloigné» de l'origine A, cl qu'on élève le» 
piT|K>n«licuiaires di, d'i’, k col axe, elles rencontreront la courbe en denv points i cl i' tels <jue le» ordonnées di. d‘i\ 
w'roiil égales. Nous avons reconnu celle priqiciélé à ta ilcuxièine [laralmlc cubique (ii® 22l\ dont l'équalion est ,n” 166; : 

y* ftx*, on : y' _ j». 
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933. — C(Mta.t:stoN. — L'équation générait* : ÿ"* s* , nppartitüU à Tun des iroia ca& que nous \enons de diieiiler, 
car si m et n étaient toujours deux nombres pairs, en extrayant de part et d autre la racine carrée autant de fois qu'il 
serait possible» ou la réduirait à une équalimi dont l'un des exposants des variables serait nécessairement impair, et 
l'on peut toujours supptuser que m siiqiasse a ; s'il était inoindn% et qu'on eût, par exemple, je* » py', on la ramène^ 
rail (n® 166) à celte autre forme : =t /u-*. 

Il résulte de cela que toutes les paraboles, t|uels que soient leurs degrés, auront Tune ou l'aolrc des trois ^lgur<^s 5:), 
62 , 63 ; umi& on pourra changer les direelions des brandies de la première et de la deuxième parabole cubique, en fai- 
sant usage des équations : ÿ* — j»*j , ÿ* — — jtr* ; et l’on \ erra que la première parabole cubique aura la branche A M 
dans l'angle yAj', et la branche AM' dans l’angle xAy'. 

Les lieux branches de la deuxième parabole cubique seront en dessous de Taxe des abscisses, e'est-è-dirc qu'elles 
>eronl tournées du ciHé des ordonnées négatives. 

334. — ProblSoM troiitéfs. Coiutrvirf Ur lieu dt rc^aalioa : a* y* — 2a*jra'* + nx* — x* s 0. 

D'abord, il est évident (ii® 164) que cette équation ap|»artient à une courbe et ji une constante à laquelle ou 
donner une valeur qiie.lcom|iic [ii” 165 , sans troubler sa généralité. Suppo.smu» rette constante égale à ruiiilé, et résol- 
vons la forinule par rapport à ÿ ; il vient : g* = x’ + x* V/x. 

Par lo double signe + , tious reconnaissons déjà que la courbe que nous cherchons a deux branches ; la première est 
donnd* par : y=sx* 4-x*\/x, (I) 

et celle branche ne s'étend (wis vers le.s.r négatifs, car le.s valeurs négatives de l’abscisse rendent imaginaires les valeurs 
corres|H)iidatiies de 9 ; elle passe à roriginc. puîsiiuc x =» 0 doime 9 — U ; en>uite, x étant positif, jr est aussi |K>»jtif. cl 
ces deux varbiblca augmeiiluiit en iiiéiiie temps; donc, la branrhe dont il s'agit est tout entière contenue dans l’angle 
ÿAx (6g. 64], et .Vécarle en même temps des axes. Celte premÜTe hram-hc est AH, comme on peut s’en as-surcr en 
donnant à x des valeurs, 

La seconde branche est le lieu de : ÿ x* — [2] 

Pour trouver les imiuts où elle cou|m* Taxe d<>» x, faisons 9 3= O; il vient : j* — j* s: i); d’où l'on tire ,n® I7H : 

J- = 0, X = 1. 

On conclut de ces résultats que cette deuxième brandie jiasse par l'urigitie et coupe l’axe des abscisses en uu point H. 
éloigné de l'origine d'uiie quantité AB s= I, et elle ne s'étend pas du coté des abscisses négatives, pubiqircii iiielt.mi 
dans son équation, pour x, une valeur négative, ou obtient une valeur imaginaire pour 9. 

Maintenant, si, dans réiiiialion [2J, ou iiiel pour x difTércnlo.s valeurs po$ilivc.s, mais plus petites que rimiié, un 
trouvera pour 9 des valeurs réelles et pivsilives, et les {mvîiiIs cun*cspondaii(s de la branche seront situés au-dc^us de 
Taxe des abscisses; nuis cumiiie ces valeurs conmieiu'ciU à l'origine, c’t^t'-à-dire eu A, cl flnissent en H. pour lequel 
AB = 1 et 9 ^ 0, il s'ensuit que ta hraiirln* dont nous nous occupons n'a qu'une partie de son cours dans la région 
des ordonnées positives, et elle se continue dans ta rv^gion des onloiinées négatives, dans le de BU', puÎM|iio iic.s 
valeur» de x plus gramles que l'unité produiront des ordonnées négatives. 

.Ainsi, la su'nndu brandie .ANBR' est située partie dan» l'angle g.Ax, et s'étend iiidétiiiinienl dan» l'angle g'Ax. 

336, — Probl4fli« gmatriSaae. Càmèoius encore Ui figare de h courbe doui r^utifiou r$l : 
flÿ* — X9*— àx* -f- J-* = 1). [rtj 

On tire de celle équation 3 9* : ou bien : « = *+■ x . 

Ixi «‘OtirW cherchée coupe l'axe des 9 à l'origine A des coonlonnées { Rg. 67 puisque x s? i) donne 9 0. 

On trouvera, pour chaque valeur de x. ileiix valeurs pour 9 : la courbe de l'équalion proposée est donc .syméliique 
de part et d'antre de l'axe des abscisses. De plus, cette courbe s'étend aussi de part et d'antre de l'axe des 9, puiMiu'eii 
donnant à x des valeurs positives et négatives, mi obtient des ordonnées réelles tant que les valeurs négatives de x ne 
|MU(scnl pas b ~ AB, et que scs valeurs positives sont plus petites que AB'= h ; ainsi, plus on supposera è ut a grands, 
plus la Rgiire de la courbe sera gixmde. 

La droite HD'H' est l'asymptote de la courbe qui nous occupe, car, pour x =: 0. il vient pour 9 une valeur inüiite. 
Nous avons reconnu ce cnractère-là aux asymptotes (n® 208); nous trouverons sou é(|uation eu incitant celle [a] sous 
la forme : 

*x» f X* 

a — X — -, «0; 

9’ 

or, 9 égale l'itiRni réduit (n® 147^ cette dcriiièix! à x •= u, <*e qui cuntirine ce que nous avons déjà dit. 


Digitized by Google 



Acluellcmeiil, nous obtiendrons les points oü la courbe de l’t^uation [a] coupe Taxe des aliseisscs, en faisant jr = O 
fluiis celle équation, ce qui donne : ^ = 0, ou : x*( = 0; on en lire : x = 0,x = 0, x =: — fr, c’est-À* 

dire que la courlie pasm; deux fuis au point A, qu'elle coupe Taxe des abscisses en B, éloigné de l'origine d'une quan- 
tité AB = et forme un nœud. 

Si l’on fait ^ =s 0, alors le nceud s’évanouit, et l’équation proposée devient : 



luette dernière appartient à la cissoîdc, dont nous avons parlé (n” t6K). 

%3iS. — Il nous reste & nous occuper de la eoustniction des éqiulions coiiipiexcs (n* 164}. 

ProblèoM «twiaiteM. CtNUdrBÎrr Véqualion auivtiale, tjgi n pour lifu gi^oaétrique tfeux courut du sccoad dr$r^ qui out 
t'origine de$ coordonnées commune au centre ; A* jf* — B* jr* 4- î A* B* x* — A* B* ssa 0. 

Concevons que A = tO, B = C, nous aurons (éeh. n» 2) : 

tO, 000 |i‘ — 1,296 X* 4- 259,200 X*— 12,960,000 = 0. 

’/1T296x‘" 259,20fl'x*^12.960rW 

10,000 

Nous voyons d'aliord, par la coustruclion de cette formolc, que g aura toujours, quelles que soient les valeurs de x, 
(tosilivcs ou négatives, deux valeurs réelles, et tes autres imaginaires. 

Pour les valeurs positivesde x, depuis x = 0 (tig. 69) jusqu'à x s: 10 = AC , et les négatives jusqu’à x es — 10 = CA', 
ll>^ valeurs de y donnent une courbe telle que ABA'B', et c’est une elliitse : puis, pour ces valeurs de x, od a les points 
A et A', communs à cette cllqise et à une hypcrliole mA'r' 4A4' et en sont les sommets. Continuant de donner à x des 
valeurs positives et négatives plus grandes que 10, jus<|u’à Kinfiiti, on ne trouvera toujours {tour y que deux valeurs 
réelles, lesquelles correspondront aux quatre branches de l’hyperbole. 

Il résulte de cette discussion que, puisque les axes sont communs à l'ellipse et à Hiyperbole, les équations de ces 
niurbes seront |n*16IJ : 100 y* 4 - 36 x» = 3,600; I00y* — 36x* = — 3,600. 

237. — ProblèM steMrm». Trouver ie lieu de régualiou : « 

A’y* 4- ( B*x* — AMP — A*H* 4- A»x») y* 4- { B’x* — A»B* — IPR* 1 x' 4- A*B>B* = 0. 

Concevons que A = 10, B = 6, K = R (éch. n*2); l’équation proposée se change en cette autre : 

100 y* 4- [136 X' — I0,000: y’ 4- [36 x'— 5,904 )x’ = — 230,400. 
qui est la même chose que î 25 y* 4- (34 — 2,500] y* 4- {9 x* — 1,476) x* = — 57,600. («J 

Nous aurons les points où les courbes de cette équation cou|>eiit l'axe des y en supposant que x = 0 ; d’oii : 

25 y‘ — 2,500 y* = — 57,600. 

Pour résotulre cette fomiuic avec plus de commodité, concevons que y* » ^ , nous aurons : 

; == 50 + \/Ï96 == 5(i + 14, et: 64, j = 36, donc: y = llW'647 y = dlV^36, 

•T qui montre que les courbes clicrchées ont quatre points do communs avec l’axe di*» y (fig. 71) : 
y = K = rà, s = --8=fy'; y = 6 = CB, y = — 6 = CB'. 

Mainleiuint, que y 0 dans l’équatiun [m], il vient : 9x* — l,476x* =s — 57,600. 

Sup{io.sani, comme ci-4e&sus, z — x*, on trouve : 

J — H2 Jj i/324 — 82+ 18; d’où: j = l00, ;.=s64, cl conséquemment : xj=+\/ÎÜ 0. x=+t^64; 
lioiM' l’axe des x est coupé en quatre imiiits par les courbes de l'équation donnée : 

j==10 = CA, x=r— I0 = CA'; x^=:8-CO, x = — 8^CO'. 

Concluoths donc des doubles valeurs |»osUives et négatives des ordonnées et des abscisses, que les courbes s’étendent 
de toutes parts des rcK>rdonnécs ; ainsi, des valeurs positives et négatives de x doimcronl à y des valeurs réelles et des 
imaginaires, car il sc peut que les altseisses d’une des courbes soient mains longues que celles de l’autre. Hn effet, 
résolvons l'éijuntian [u] par rapport à y et imaginons que y"* = s, nous aurons : 

J = _ — ± -J3 Vfe i* — h 30,6î5T 

et les valeurs de x jusqu'à +B +8, prtHlubcnt {>our : deux valeurs positives; d'où U suit que y a ses quatre racines 
réelles et qu'on a à la fois deux points de chaque conrhe A'B'AB, OKI'à'. 

Mais si des valeurs de x po.sitives et négatives stmt plus griindes que 8 = CO = CO', il en résultera pour s deux 
valeurs, l’une positive et l’autre négative; doue y aura deux valeurs réelles et deux imaginaires, ce qui indiqne que 


On en tire : 


-=±l7±I, 
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l'unu des couriics s’étend |ilas loin que l'aotre de chaque côté de l’origine; cependant « si jr s 10 ^CA, ou = — ifi s CA', 
les valeurs de i sont nulles; ainsi, cette dernière courbe n'a pas de points nu delà de ces abscisses. 

Réiapiluiant cette discussion, on recoimalt qu'une dca coufIh!» cou|>c les a\es coordonnés à des di.slances égahrs de 
l’origine, puisque y = ;+ 8 =x Cà = Cfr*. jr = + ^ i **’* cercle. 

L'autre courbe coupc ces inénies ax<^ à de» distances impies de l’origine, puisqu’on a : y s ^0 = CB=r CH'< 
X = + 10 = CA «= CiV' ; c'est donc une ellipse. 

Ainsi, l'équation coiuploxe prO|>oséc rritfmnc deux courbes représentées par les équations : 
yM- J-* = 61 ; 100 y* + a6 J* = .1,600. 


CHAPITRE III. 


Iki iiaitei des eearbei, d« saxiBâ et An ■iiial d« lenrs orJsaiées M 4e liin akwiitei; des mùiu liafaliers des eeirbes 

228 . — > Une des connaissances les pins essentielles dans l'analyse est celle du inaximà et du minimi des ordoniiée.s 
d'une couriie; si l’on sait les déterminer, ou suivra toutes les circonstances du cours d'une courbe. Ce genre de 
recherche est plus particulièrement du ressort du c^cul difTérentiel ; nous croyons, riéaiinioiiis, utile d’en donner ici une 
idée. 

Le caractère du intixiiiium consiste eu ce que les valeurs qui te prêchent ou qui le «livent immédiatement sont plus 
petites que lui; le mmîitium, au contraire, est surpa&sé parles valeurs quile précèdent ou qui le suivent immcxliaternent. 

Les limites d'une courbe, lorsqu'elle est rap|H>rtée à son centre et à ses axes, sont les points pour lesquels une valeur 
de t’ordonnée rend l’abscisse nulle ; ces limites sont dan.v le sens des ordonnées. Pour cellc.s dan.s le sens des abscisses, 
ce sont les points pour lesquels une valeur de l’abscisse rend rordonnée nulle. On reconnaît en ces points ceux où une 
courbe cou(ic les axes coordonnih^. Nous avons montré que, pour l’ellipse rapportée à son centre et à scs axes [n* 181]. 
la plus grande valeur que pouvait avoir l’abscisse était de devenir égale au demi grand axe de cette courbe, qu’emsuite 
les ordonnées étaient imaginaires; aütsi. les extrémités du grami axe de relli{ise sont S4'S limites dans le .vms des abs> 
risses. Le raisonnemetit serait le même }K>ur limites de cette eoiirlie dans le sens des y ; mais il faudrait résoudrt* 
son équation par rapport à .r et faire éprouver à y les variation» convenables. Quant à rhyinirbolc, rapportée à son 
centre et à S4>s axes, on a vu (n** 197) qu’à des valeurs de x plu.s {Mlites que le demi-axe de cette courbe répomiaient 
des ordonnées imngiimircs. mais qu'on avait un point de riiypcrbole pour une valeur de x égale à ce demi-axe. Or, 
lieux points pouvant être obtenus de cette manière , ces deux points sont Uiuilcs de la eourtie dans le sens des alis- 
eisses. Pour scs limites dans le sens des y. elle n’en a point. puUu{ue l'ordonnée peut devenir innuie. La parabole a ses 
limites à l'origine des coordonnées. 

On voit donc que les valeurs positives ou négatives de x qui, dans )'éi|ualion de l'ellipse, donnent une urdotmée nulle, 
répondent au maximum de l'abscuHe, lorsque, dans l'équation de l'hyperbole, le même cas arrivant, c'est le uiitiimum 
de l'abscisse qu'on a. Ix minimum de l’ahsctssc et de l'ordonnée de la paralwlc est à l'origine des coord onnéc.s. Ce i*ap> 
prochemenl entre ce qu'on entend par limites d'une courbe et maximum et miniiiiuni de ses coordonnées, enseigne que 
c’est en quelque sorte parler de la même chose sous dilTérenls noms. Quoi qu'il en soit, nous allons donner une théorie 
plus générale de ce qu'on vient de lire ; la raison qui nous déicrniiiic à cela est qu'on ne rapporte pas toujours les 
courtics à leur centre et à leur.» axes principaux, mais à d'autres axes bien différenis. 

Soit y* =s R*.— X* [a] l’équation (n^ 149) du cercle olk'B' ]fig. 7i], rapportée à sou centre et à ses axes. 

Pour avoir les |»oints de ce cercle comptés des axes Ay. Ax, parallèles aux premiers A'B, A'a, et tellement placé» à 
leur égard que AP sa s, .V'P = ^ il faudra remplacer dans [a] y' et x' par leurs valeurs fournies par (n* lî] les équa- 
tions suivaiitc.x ; y =s X — x, y' =» y — 

Ces substitutions faites, ou trouve : {y — (x — a)* =s R*. 

Développant cl rédulsuit, il vient ; y* — ifiy -f-x* — j^ax - 1 - (p*-l- **— R*=t 0, 

équation du cercle, les axes n’ayant lenr origine ni au centre ni à l’im des sommets de cette courbe. 
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Tinm&-cn kl valeur do y, nuu» aurons : ÿ — — x* -h 2 xr — - »* *[ -fri [fr] 
et il osl liien oniondn que H est le rayon du cercle. 

Le jtolynomo J-*— 2*x H- ï» — R*s;0«lonnc: t = »^V'TÏ* [I] 

l'onnulc de laquelle un tire pour j deux valeurs remarquables pour le sujet qui nous occupe ; la promit est : 

J = * -I- U = AP -f~ PP = AP -I A'fl. 

Cest la plus grande valeur que puis.sc obluiir x. et elle est égale à .\P'; ainsi cette racine est la limite des plus grande.s 
valeurs de x, et elle est le maximum de rabsris.se. 

La deuxième valeur : x -ü « — [2’ est la même chose que : x — a — R = AP — PP" = AP — AV ; 

cl c'est rcxprcssioii de la [ilus |»etite valeur que puisse recevoir x; elle est égale à AP", est une deuxième limite du 
rcrclc dans le sens des abM’isM*s» dont elle est un iiiinimuiii. car toute viileiir de x moindre que AP" donnerait uiit* 
mnlonnée imaginaire. 

(À‘lu (>osé, concevuns que la prt'mière racine du imlynoine.soit rrpréseiiléc |uir x',et la seconde par x^ l'équation (I j 

.sera la même chose que : x = x', ou : x — x' = 0 ; réqiialioii [2] sera la meme chose que : x = x"» ou : x — x^ (l ; 

d'où il suit que : (x — x')(x — x")*x* — 2xr !** — U’, 

et consé4|uemmcnt l'équation [!•] devient : y — ■ j — x'TIV — x” j. 

IMaînteiiant, jwur x =* AP— a, on aura : y ss ^ V/— i, « 

De ces deux v aleurs de y, tu première : y — -y- — i^â* — x'; . a — i" , , [3' 

ré|Kiiid au maximum de l’ordontiée; elle est égale à PR et est aussi la limite du cercle dans le sens des ordonnées. 

1ji deuxième : y = p — [4‘ 

répond au minimum de rordoiinée ; elle est égale à PB' et est une deuxième limite du cercle dans le sens des onlonnées. 

On conçoit donc que, pour des valeurs de x plus grondes que s, on aura pour y des valeurs plus iHdites que cl plus 
grandes que [i]. Voilà comment le maximum d'une ordonnée sur{>assc celles qui la précèdent ou la suivent, et com- 
menl son minimum est surpassé par relies qui sont en devà et au delà. 

239. — Ainsi, pour savoir quand l'ordonnée d'une courbe c.st maximum. U faut clicrclicr quelle est la valeur de x 
substituée dans son équation qui donne la plus grande valeur de y, et rire rrr^. Par exemple, dans rétjiiation de l’Iiy- 
l>erbolc (ii® 166 entre scs asymptotes : xy = m', 

IN* 

que X = 0, ou trouve y = = oo; si y ^ 0 : x -s -y- — «»• 

Dans le premier ras, x = 0 est le tuinhtimn de I altsrirvse. tandis que y égal à l'infini est le rnoximuni de l’ordonnét'. 
Dans le second cas, x égal à l'infini est le maximum de l'abscisse, et y — O le iiiiiiiiiiuiu de rnrdomiée. 

230. — On appelle points singuliers d'une courbe les points de son cours qui olTreiU quelques [oirtieularilés remarquables. 

t® PoixTs DE REsnoLSSEMEXT i>E L.v nvEMiÈnF. ESPÈfX. — 0(1 apiKrlIc aillai des points tels que A (tig. u6 et 63 ), où deux 
hranclies AN, AN', d’une courbe se n'unisiseiit et ont leur convexité oppoS4*c l’une à l'autre. 

2“ Points de RrBRois.spiE.NT de la sFAjoxüK csrÉLE. — Ce sont des (minls conimc A ifig. 6i) où deux branches d'une 
courbe se réunissent : rmie de ses hranehes, (omnie AN, tounie sa convexité vers la concavité de l'autre. 

3® Lorsque plusieurs branches de la même courbe passent- par le mémo point A [fig. 67), ce point s'appelle, en géné- 
ral, un point multiple, et en particulier, puint double, triple, etc.. lor.s4|ue deux ou trois bruiicliesse réunis.sent. Les |H)inUs 
de rebroussement dont nous avons parlé sont nus.si de.s point.s multiples, mais ils difTèrcrii d'avec les premiers en ce que 

brandies de b courbe ne passent point au delà du {>oint où elles &e touchent, et restent toutes deux du même cété. 
Il lie faut |Mts eiileudrc cela de.s MitimcLs de rhyperbole et de la parabole où se rémiisMOil deux branches de ces courbes. 

(® On appelle point d'osculation, ou osculation, le point nù deux courbes, après s'élre touchées, conlinuciil au delà 
en se lournaiit leur convexité; e'csl ainsi que les deux brandies Cm, CM lig. 06 . après s’être rencontrées au |>oint C, 

4 ontiiiuent leur cours, U première suivant Cn, d la seconde suivant CN : c’est ce qu'on nomme une osculation. 

O® On appelle |mmii1 d cmbrassciiiciil , ou eiiibrasseinent (fig. 70 le lieu O où deux branches d'une courbe O.M, Om, 
se toucheiil, la première cn tournant sa concavité vers la convexité de l'autre, puis elles coutlimeut leur cours, étant 
toujours situées de In même favoii l’une à l’égard de l'autre. 

6" On ap|»dle |mint d'inOeviou un |Niint td que A fig. 62 , où une courtie, après avoir tourné sa convexité dans un 
!M‘MS, la tourne dans un autre. 

Ou pourrait, à l'aide de l'aimlysi* algébrique, rechercher Jes points singuliers d'une courbe; mais comme le calcul 
ilitféreiitiel offre des moyens plus expéditifs, nous renvoyons aux ouvrages qui traitent de ce calrul. * 
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CIIAriTKE IV. 

ifiAtlcit 4es nrficM da mcmI dtfré. 

3S1.~ Nous avons <ic]à <lii (n* 1 (3) qoelqiies mots sur les oMres dos surfaces, el nous avons montré coinnient le 
plan, son équation étant Iméatre. était une surface du premier ordre. !.<>« siirfaros du aecond degré sont relies qui. 
étant cntipiW*» |Mir un plan, donnent {»our sections des courbes du second degré : une ellipse, une hyperbole, une para- 
bole ou un cercle. 11 y a cinq sortes de surfaces ; IVIlipsoïde, iltyperbolonie à une nappe, rhypeii)olo)de à deux nappes, 
la {larabolotde elliptique et ta paraboloidc hyperlioHque. Il faut ajouter aussi la sphère, quoiqu'elle soit classée dans U 
famille des ellipsoides, le cylindre el le cAnc. Nous examinerons eu particulier chacune de cos surfaces, el nous dédui- 
rons leurs équations de leur propriété de donner, étant coupées par des plans, des courbes du second degré. 

Dans les ellîi>soides, les pamhotoides, les byperboloïdes, il en est qui sont de révolution, et d'autres qui ne h' sont 
|kas; pour distinguer les premières des dernières, nous donnerons à celles-ci le nom d'elli^îdes, de paraboioidr-s et 
d’hyperimloîdes elliptiques. 

Article — Ik la Sphère. 

233. — I.A surface de la sphère est telle qu elle peut être engendrée par le mouvement d'un eerclc d'on rayon donné 
autour d'un de ses diaiuètrvs; la grandeur de cette surface dé|>eiid totalement de la grandeur du rayon du cercle géné- 
rateur. Le diamètre autour duquel le cercle donné fait sa révolution se nomme axe de la .sphère, et la sphère est une 
surface de révolution. 

Pour trouver l'équalioii de la sphère, concevons que son rayon soit égal à S, cl plaçons-la de manière qu'elle ait son 
centre à l'origine des plans coordonnés rectangulaires. Considérons un point quelconque sur sa surface; de ce point, 
niejions des (HTpendiculaires aux trois plans de projection (n*2l;, et iiolons-les jtar s, il est évident que le rayon 
de la sphère dirigé au |»oinl que l'on considère sera la diagonale d’un parallélipipède rectangle dont les trois arêtes 
seront r. ji, i, cl son carré sera égal à la somme (ii® îK) des carrés des trois arêtes; ainsi, nous aurons l'étpialion : 

J-* i jM- j« = S«. 

Cela {K)sé, si le point change de position sur la surface de la sphère, ses distances aux trois pians rectangulaircN 
changeront, mai.s sa dUtance au centre ne changera pas. et la somme des carrés de ses trois coordonnées, qui est tou- 
jours égale au carré du rayon, aura conslaiimient la même valeur; ainsi, la relation entre les courdonuéi^s exprimée 
l»ar l’équation trouvée existera, et coniine elle a lieu pour tous les points de la sphère, l'équation est donc celle de celii* 
sui’face. 

3S3. — M.vintcnant , pour trouver le lieu de l’équation • j* g* -j- i* = S*, e’esl-à-dirc la surface qu'elle l'epréseiile 
daiisres|Kice,on réMiudra celte équation par rapport à l’une des variables; on en tirera, par exemple : • g*— j*. 

mi toute autre valeur, puis on supimsera an rayon une longueur quolrmiquc, qu'il devra conserver durant l'opém- 
lion, üfi SC donnera à volonté les deux variables x et ÿ, et tant que leurs valeurs particulières ne sur|*asseront pas 
celle de S, on obtiendra pour s des valeurs réelles qui répondront à des poinU de la surface; mais lorsque ces valeurs 
Mirpas-scront celles de S , les v aleurs de : seront hnaginaircs. Cela montre que la surface de la splièrc n’a pas de points 
au delà des alkscisscs qui sont égales à son rayon, cl qu'elle est limitée dans tous les sens. Ih* plus, clic t«l symétrique 
de part et d'autre de chaque plan coordonné, puisque, résolvant son é<p]ntion p.ir raïqiort A cliaque variable, on trouve 
iwur chacune d'elles deux valeurs égales el de signes contraires. 

334, — Il demeure évident, par la discussion précédente, que la sphère est partagée en deux itarlies égaies |>ai' chaque 
plan coordonné, et ses sections sont des grands cerdes. C’est ce que l'cxitérieiice prouve el l'analyse confirme; car .xi, 
dans l'équation : x*-j- y*-\- i* = S*, on fait successivement : x = 0, y = 0, • = 0, il vient n® 25’ : 
ÿ*-h;* = S<; x«-hi‘ = S*; x»-i-ÿ’==S*, 

équations de trois grands cercles de la sphère, puisqu'ils ont pour rayon le rayon même de cette surface; le premier 
est sur le plan des ig, le deuxième sur le plan des is, et enfin le troisième sur le plan des xp. 

U 
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SM. — i'ji général, toute scclioii faite dans une &urfaee paj* uii plan passant par le «‘entre est dite scetion principale ; 
si le plan sécant passe par Taxe, la section est dite, alors, section méridienne. 

M6. — l.c procédé que nous avons cnifdoyc |n* 2H2 {Mïur trouver l'équation de la surface de la spherc nVst pas le 
seul qu'on puisse mettre en usante ; il en «'st d'autres qui déi‘Ouleiit de la inanièrct dont cette surface peut être eii|.'endrée. 

Nous allons en rottnnmiiqucr un. 

Ploçons le centre de la sphère à l'oriiniie des piai»s coordonnés, et coiii-e\ons lî^. 95) que le cercle qui l'a eu)!endrée 
ait son diamètre autour duquel il fait sa r«‘\olulion sur Taxe des j. de manière ü ce qu’il se cnnfmide avec lui. et que 
i-c cercle FBK, daits sa première position, soit tout entier dans le plan des ijr. Cela posé, prenons un |»ojnl H. sur le 
cercle FHK, qui soit à la coinmmie inlerserlinn des plans ix et c'est-li-dire sur l’axe des i. Ce point, par le inon- 
\cuient du cercle FBE autour de Taxe des r. décrira un cercle BBC, qui st*ra dans le plan d<‘s :fi, cl lorsque le cercle, 
par son mouvement de rotation , sera airivé sur le plan des rg, U laissera sur ce plan reinpretnte d'une figure dont CMELi 
est la moitié, en sorte que h^s intersections de la surface de la sphère avci‘ les plans roordomii’s ser«mt trois de ses grands 
ccrrics qui auront même rayon qu'elle. Si nous désignons par S ce rayon, les équations de ces rerelos seront, en les 
considérant chacun sur les plans où ils se trouvent ■ n** U9} : 

+ = [I] [2] S'. [:ï] 

On sait, par la géométrie ordinaire, que le.s intersections d'une sphère par des plans perpendiculaires a son axe sont 
des eerch'S dont Urs rayons sont d’autant plus grands que les plans sécants apprm-lænt de passer par le centre de la sur- 
face, et d'autant plus |H!lits «pie e<« plans approchent de passer (*ar rcMréinité de son ave ; ainsi, depuis l<*s pèles E. F, 
de la splière, jusqu'à son centre ou jusqu'au plan des «jf, les plans sécanls perpendieidaires à t'axe do j ruiiticndront 
des cercles d’un rayun diirérciil, et In collection de ces plans composera la surface de la splière. D'après cela, un peut 
t oneexuir que la spljèrt* suit engendrée (lar le plan d’un cercle variahle de rayon, qui aurait son centre sur l'axe, et qui 
se mouvrait sur lui en lui resuinl ennslamment perpendiculaire. Il est évident qu'aux pôles, te plan du ceivlc généra— 
leur se réduira à un point, cl qu’arrivé au centre de l’axe, il aura acquis le plus grand rayon qu'il piiisM* avoir. Ceci 
hieii compris, imaginons que le plan du ('crrle mobile, qui, au reste, sera parallèle .tu plan des ig, S4iil parvenu au 

|H)iiit O de l'axe : sa position, ou celle du cercle MLK, à l'égard du plan ût's •'ii'’* 79 et 1 10 sera indiqué<‘ (Kir : 

JT =: AO = a; 

et comme, dans celle position, il coupera les Mêlions principales FBE, DCE, en quatre points, nous coimailrons le-s 
coordonnées de ces points en niellant |Miiir x sa valeur dans les équalioius [I] et [5], ce qui donne : 

= a*i-ÿ*55S’; d’où: — a». — 

et, par conséquent, ces iHont» sont situés : l'un au-dessus de l’axe des s, l'uiilre all-<ie^.sons, un troisième au delà de 
ce même axe, enfin , le quatrième en de^à ; les deux preiniers dans le plan dc-s .:x. les deux derniers dans le plan des xy. 
Ils sont tous également éloignés de O et d'une quantité égale à V^S' — n*. expres-sion dn rayon ihi cercle MI.K, dont 
réqualion sera : i» ÿ» =: S* — a*, [4] 

à laquelle il faut joimlre s équation du plan qui contient ce cen'le, puisque c'est d'elle que dépendent U grandeur 
de son rayon et sa posilitm. 

Si nous remplaçons actuellement a par sa valeur dans [4J, il vient ; x’ + y* -|- «*— pour équation de la sphère, 
comme ou l'a vu r|n** i'M). 

337. — Bepi’cnons les équations : - = S* — a*, x « «. • 

Si l'on donne à a des valeurs plus petites que S, on obliendr.v autant do petits cercles de la sphère qu'on voudra; si 

a Æ 0. on aura l'un des plus grands cercles, lequel se trouvera sur le plan dc.s eiUiii, que a = S, le rcrclc mobile 
se réduira à un point. 

Celle discussion nous enseigne qu'un iMiiirra décrire la sphère au iiioven de l'éiiuation : -f- g* = S* — a*, car toutes 

les valeur imaginables de a, depuis a — 0 jus4]u'à a = S, donneront une quantité do cercles ayant tous leurs centres 
üur l'axe de?> x. Leur ensemble composera la ligure de la sphère. 

En voi(‘i un exemple : 

Soit le rayon de la .sphère ou S ~ 20 ==» AB lig. 90’ (éch. n“ 2,, on aura : ;* 4- ÿ* •= 400 — 

Que X 11 - AK = 5, il V jenl : i» 4 g* ~ .*173. 

Hi|iiation d’un cercle dont le centre est en K cl le rayon égale \/373 = Km — Km* => I0.:i6. On décrira ce cercle, puis 
on rapportera scs points aux axes inclinés mè. m'K ii^ 190), et il aura i;i figure d'une ellipse (n** IMl), eoinnie l'exige 
l'aspect sous lequel on voit la sphère. 
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Que <1 =s T AH = 10, il vient : i* -h y* = 300, 

équaltnn U'uii l'onOe dmit le rentre e»t eu II et te raynii cigale V^30Ô = 11/ =s llf'= 17,32. On décrira ec cercle ronmir 
il a été dit pour le prérédeiil, et ainsi de suite pour les antres valeurs de a. 

Cette niéüiode de dtVrire la surface de la sphère est plus expéditive, ou le voit, que relie dont il « été (wirlé n* 233. 

Le cercle dcHa'K' est celui qui fa; trouve sur le plan des xy, et on le décrit ii l'aide dos (Hiinta d'intersection descercies 
décrits précimcuiincnt auH* les parallèles à ra\e des y ftassanl par les points K, H , F, de I'a\c des s. I.e ecrele muHè 
SC trouve dans le jilan des ix, et on le décrit eu joignant les points d’inlcrscction des eerclrs dont on a déjà parlé av<s- 
les parallèles à Taxe des t {vassant par les points K , Il , F, de Taxe des j. Knfm , le cercle B' KFV est sur le plan des ;y. 

238. — Nous avons dit que les siH’tioiis méridiennes de la sphère étaient celles qui étaioni faittrs [»ar des plans |his> 
saut par son axe. Si ron voulait tracer une sphère d'apK*» ces sections, on ne saurait représenter les cercles qui en pro> 
viennent qu’en perspective, et alors leur de^riplion exige des connaissance» ([ue nous n'avons {tas manifestées jusqu'ici, 
et qui cuiisistcut à décrire ces sections dons les plans sécants mêmes qui les ont proiluitcs. Cette inéthwle sera cxposéi* 
plus loin, puisqu'elle ne |>eut l'étre qu'à l’aide de pnneipes analytiques qui n'ont pas encore été enseignés; cependant . 
il existe un procédé pour rcpréseiiter une sphère par le tracé de ses sections méridiennes ou de scs méridiens, et des 
cercles parallèles; nous nous ferons un devoir de l’indiquer, attendu qu'un ne le trouve pas dans les ouvrages élciueii- 
laires, et l’on saura commetit se eoiistrubent les planisphères on map|>cmondes. Ce procédé est fondé sur un système 
de projections qu'on nomme stéréograpliique, parce qu'elles résultent de rintcrseclion de deux solides : la sphère et le 
cène. Le système que nous avons employé jusqirici dan.s nos opérations est appelé orlhographiquo. Les règles de la 
projection stén'ographique se fondent sur ce théorème : que la sectiou d’mi cène oblique est un cercle, non Mmlemeni 
quaiHl elle est {larallèlc à la base, mais encore quand clic est sub-<routrairr ou aniiparallèle. Ces vérités seront déiiiou- 
trées par l'anaUse en leur lieu; ici, nous admettons que toutes les sections du cône sont des cercles, lorsqu’elles wml 
parallèles à la b»ik*. et nous démontrerons géométriquement la scande partie de la proïKKittion. 

339.— Soient .\HOD (üg. 97) un grand cercle quelconque de la sphère, O le lieu d'un œil placé k la surface de la lertv 
pour en oliscrver les différentes parties, h travers lu masse du glcdic. comme s'il était transparent ; menez le diamètre 
OCA, et le diamètre IiLI), perpendiculaire au premier; HCI) sera la projection orthographique 'n* KO) d’un grand 
cercle perptmdiculaire au rayon visuel OA. C'est sur le plan de ce cercle que l'on se proiMjse de placer tous les cercles 
de la sphère, tels qu'ils sont vus du point O. I..C cercle Hi) est le plan de projection, C en est le centre, \ le pèle. La 
projoi’tioii de A sera en C, car c’est au point C que le rayon visuel OA traverse la projection. 

349. — Soit F un |»ojnt quelconque sur 1a circonférence OBAD ; prenez FK égal k FF, r*est->à-4lire deux points E et F 
également éloignés de F, et lirez la cordc EF : l etle corde .sera la projection orthographique ou le diamètre d'un cerrle 
dont P sera le pèle. Il s'agit de trouver la projection de la corde EF ou du cercle dont elle est le diamètre. Four cela, 
menez les droites OK, OF, qui eoufierunt en S cl en T le plan de projection Hl). 11 faut prouver mainlciiniit que ,^T 
M'ra le diamètre d'un ccri’le qui sera la projection stéréograpliiquc du cercle décrit sur EF. Imaginez, du point O. di s 
lignes qui aboutissent h tou.s les points du cercle EF : toutes ces lignes formeront un c^ne dont le cercle EF sera la 
ba.se ; ce cène sera coupé par le plan de projection , et si la corde EF était ptirallèle à BD, ce qui aurait lieu si le |»ojnt F 
se confondait Avt»c A, il n'y aurait nul doute que la projection ou la section du cène |»ar BD ne fût un rende; mais 
qiieUe que soit cette sectiou, il est évident que ST en est la projection orthographique : 

l angle FEO = j- FO = A oi) 1 | DF = iS» ^ DF ; 

rniDilc STO = BO + - J- DF = 43“ + DF ; 

donc : FF» = STO. 

I.'an«lc EFO= A OBE = ~ OB + BE = | BE; 

I^Hlglc OST = -^-OD + -J- BE = 45”-t BE ; 
donc : KFO = OST ; 

donc les inanglcs EFO. OST, sont semblahlcN ; cc|»cndaiit, leurs bases EF, ST, ne sont |«»s parallèles : elles fw»nt .siih- 
conlraires; mais donnez nn mmivement de 480 degrés au sommet du cène, OT deviendra OT', et OS deviendra OS'; 
alors T'S' sera parallèle à EF, la section du cône par T'S' sera parallèle à la Iwse; elle sera un cercle dont le diamètre 
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st*ra T'S'; donc la section |>ar TS est aussi mi corde dont le diamèire est TS. Ahisî^ tout rende de la sptièi'e. oblicpio 
ou non au rayon visuel dirigé à son {dMe, sera représenté, sur la projection, par un cercle. 

241 . — Il ne s’agit donc plus, {Mur être en état de tracer la projeidloii stéréographique ST, que do déicnniner les 
extrémités S et T du diamètre ST. l/angle COS est connu, en ce qu’il a pour mesure la moitié de Tare AR, distatw'e 
du point R au point A de la sphère opposé à l’adl. Ainsi, comme le triangle OOS est rectangle, et qu’on connaît, d'ail^ 
leurs, la distance CO de l’œil au plan de projection, il sera toujours facile de déterminer t'S par les règles de la irigo- 
nomélric. Par un raisunneinerii M*nililal>le, on voit que CT se détermine de la même maiiitTe que le triangle COT, 
dont l’angle COT a pour mesure la moitié de la distance AF du point F au A de la sphère opposé à l’œil. 

Appliquons ces principes : 

— Concevons que MNKO (tig, 9Hl soit un méridieu, le premier méridicti, i»ar exemple; M et O, les deux pèles; 
que HMCO soit un autre méridien quelcoiiquc , faisant arec le premier l’angle quelconque BMN. Sup(M)Miiil toujours 
l'œil au |H}im A de la surface de la S|>hèrc. qui répond pcrpi'ttdiculairt'iiieiit au centre, le ernde ANTK, conduit suivant 
AL, sera l'équaleiir, puisqu'il sera iK'rpcndiculaire aux deux méridiens N)1K0 cl HMCO. L’an* NB mesurera donc la 
longitude du méridien HMCO; ainsi, l'arc BT, dont la moitié mesure Paiiglc GAL, qui déterinim* le smuiuel G de la 
projection GEF] du méridien HMCO, sera le complément de la longitude du méridien. A Féganl du |Hiint F, on jieut le 
trouver encore plus faeileinent que ce qui a été dit (n° 341}, en observant que BC étant un diamètre de la sphère, 
l'angle RAC ou BAF est droit. De là, on conclura que, pour tracer les méridiens sur une iuap{H*monde, ou doit s'y 
prendre de la manière suivante : 

M8. — Ayant pris une droite quelconque LA ;fig. 99' pour représenter le ravon de la terre, on décrira le cercle ANT.\\ 
qui l’cprésciitera le premier luérulicn; ayant élevé, au centre L, les pcrpendiculair<*.s AT, NF, on divisttra ce cercle en 
degrés h commencer du point N. AT étant supposé être Taxe de la terre, le diamètre NA' représentera l'équateur, |»arce 
que le plan de l'éi|uatetir étant .supposé ikosser |ar l'œil, sa projection ne {leul être qu'une ligne droite passajit |uir )i* 
centn*. 

Four avoir In projection d'un méridien dont la longitude serait donnée, on prendra, à compter du point sur le 
premier méridien, 1'aj‘c ND égal à la longitude de ee méridien, et ayant tiré DA, qui rciiconire NA' en G, le |Miiiii (à 
sera l'une des extrémités du dianièlrc de la projection. Au point A , on élèvera sur AG la pcr|i»endiculaire Al, qui ren- 
contrera NA' prolongé en F, détcriiiincra GF pour le diaiiièlri* de la projection, en sorte que, décnvanl un cercle sur GF 
comme diamètre, sa partie A(tT, teriiiiiiée h l’axe AT, représentera une moitié du méridicii dont il s'agit. c'csI-à-Hlin* 
celle qui est cctuée au-dessus du plan de projeriiori. On se conduira de iiiéine pour les autres méridiens. 

On voit que, dans la déteriuinaiioii du méridien TGA, on a employé sa longitude (tour Hxer su (Mstliou 4 l'égard du 
premier méridien ; mais cette longitude n’est plus né<'es.saire pour dessiner une sphère par la |>erspcclive de scs niéri- 
dien.H, car, si F(»n divise l'équatrur NA' en autant de parties égales qu’on voudra, et qu’on joigne cliacuii des points de 
division au (lOint \ par des droites telles que GA , les t^Ttiendiculaircs menées par les extrémités A de ces droites iront 
rencoiiirer la droite NA' prolongée en îles points comme F. et les intervalles compris entre ces }»oinU de rerMroiilre et 
ceux de division G MTont les diamètres des mérkliciis cherchés. 

SM. — Reste à tracer les |Mrallèlcs. Si nous supposons que NHKS fig. 100) soit le premier mérulico, él ARTS 
l’équateur, les parallèles à celui-ci .scriml les cercles B.MCO , perpendiculaires à NHKS. Si, par les |N)iuls B cl C, où 
ils coupent les cercles ANTK, periHUidiculaires au premier méridien, on imagiue les rayon» visuels CA et BA prolongés, 
s’il est nécessaire, ils détermineront, sur NK cl son prolongeinent, le diamètre GF du cercle FGO, qui serait la pro- 
jection du {Mirallèle. I.a itartie GO, tcniiiiiéc au pi*eiincr méritlicn et compri.HC dans le cercle .VHKS, est la projectiim 
de la moitié .MBU du parallèle située au-ilensus de .NKKS; or, il est facilt* de déterminer les points G et F, en ot»ervanl 
que GL est le cèté d'un triangle rectangle GAL dont l'angle (lAL, opposé h ce rèté. a pour mesure la moitié de TB, 
c'est-à-dirc la moitié de la latitude, cl dont le côté «*idjnmil LA à <*cl angle est égal au ra>on de la sphère; LF est le 
cèté d'un triangle rectangle KI.A dont l’angle LAF. opposé à ce cèlé, est la moitié de TNT., c’est-à-dire du supplément 
de AC ou de la latitude, et «loin le (été LA est le même i|uc dans le ca.s préeéilcnt ; d'où l’on conclura que, pour tracer 
un parallèle quelconque, on doit s’y prendre comme il suit : 

246. — On prendra, depuis l'équateur NA' (tig. 991. sur le premier méridien, l’arc NB. égal à la latitude du paral- 
lèle, et, ayant tiré la perpendiculaire ïtC sur l'uvc TA, de l'exlrémité du diamètre NA', on mènera A'B et A CF', 
qui miconlrci'ont AT prolongé en G' et F'. Sur(»'F’ coiuiiie diamètre, on décrira un cercle dont la partie H(i'C, com- 
prise dans le cciTle ANTA', sera la prujei liun de la moitié du parallèle. 
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Cela revient & dire ifu’ayaiti divisé ANT en autant do parties égales qu'on voudra, par les (K>ims de division m. h, on 
iiii ttera des iwrallèles »a«, ht. à NA' : ee» droites sont les projcrlioos orthographiques des paraUMes eliercliés ; on déter- 
minera leurs projeclioiiM stéréographiques coiniue il a été dit. 

Article II. l'BUlpMliie. 

346. — n y a plusieurs e$|>èces d'ellipsoïdes ; nou.s les eKamineron.s en particulier. 

On considère trois axes dans l’etlipsuide comme dans les autres surfaces du sei'ond degré ; res axes sont perpendi- 
culaires entre eux au ceuire de la surface. De ces trois axes, deux |HMi\en( être égaux, ou hien ils seront inégaux tous 
les trois, enlin ils {x>uvenl élrc tous égaux. Dans le |Hremier cas, l'eülpsoîde est de résolution; dans le second, il est 
elliptique; dans le troisième, il se réduit à une .sphère. 

Dans les ellipsoïdes de révolution, il y en a do deux espèces : les allongés et les aplatis. Montrons dans quelles cii'cun> 
stances cela peut avoir lion. 

!<* L'elH|KKoîde engendrupar le luouveinent d'une ellipse tournant autour de son grand axe H' numtne ellipsoïde allongé, 
et il le sera d'autant jdus ou d’autant moins que le petit axe de relli|t.xe génératrice sera plus polit ou {dus grand par 
rapport au grand axe de cette eourlie, c’est-à-dirc scion que la différence entre ses deux axes sera plus grande ou pins 
petite, et, par conséquent, en raison inverse de celle difft'rence. Il est facile de concevoir, d'après celte génération, 
que rcili|>soïdc dunt on vient de parler a deux de scs axes égaux au |H.*iit a\c de la génératrice. 

Si l'on a prêté son attenliou & ta nmiiière dont nous venons d'obtenir un ellipsoïde de révolution allongé, on .lura 
retnnr<|ué que tous les |»oints de rdlipse génératriee, dans son rnouveiiicnt, dë<Tivent des ciiroiiféretices de cercles (|iii, 
tonies, ont leur centre sur son grand axe. Il résulte de lii qu'on peut coiieevoir, comme pour la .v|ihère n« 236), que cet 
cJlipfMiîde a été engendré par le monvenieiit du plan d'un cercle variable de rayon, le long du son grand axe, sur le(|url 
il a son lentre cl auquel il est cmistimiiicnt per{»endiculaire; et il est clair qu'aux extrémités de l'axe de révolution, 
le cercle générateur se réduira à un point, et il aura son plus grand rayon lnrs({(rü sera arrivé au centre de la surface. 

I.'cilipsoîde de révolution allongé |»ciit encore être engendré jiar une ellipse dont les axes varieraient proportioimel- 
lemetit (ii* 182], cl qui glisserait parallèlement à cile-mémc le long d'un des petits axes de cette surface. 

2* Si reliipsoîde est engendré |iar le mouvement d'une ellipse autour de son petit axe, reilipsoîde reçoit alora le nom 
d’ellipsoïde aplati, cl il sera aplati en raison inverse de la différence de grandeur entre les deux axes de l'ellipse géné- 
ratrice. Dans cel elliiuoidc coimuu dans le premier, deux axes sont égaux au grand axe de l'ellipse géiiéralri<v. 

L’ellipsoïde aidait peut aussi être engendré jiar ic inouvcmcnl d'un cercle variable de rayon, qui aurait sou ceiiln- 
sur le petit axe de la surface et auquel son plan serait perpendiculaire. 

3<* U nous reste à {Mirier de rclli|»soïdedont !<« trois axes sont inégaux. Cel ellipsoïde peut être engendré (>ar le mou- 
veinent d'une ellipse dont les axes varieront proportionnellement [n** 182 , et qui aura son centre sur le grand axe de 
l'ellipsoïde et auquel son plan sera conslammenl pcrpcndieuUtirc ; ainsi, cet ellipsoïde, dans toutes ses positions, 
offrira toujours la forme d'une ellipse. Il résulte de celle pro{>riété que l'ellipse génératrice i>eut être placée indiffércni- 
menl sur l'un ou l'autre des axes de la surface, mais ces diverses ellipses génératrices ne seront pus scmblahlcs [n** 182;. 

947.— Tous ces ellipsoïdes sont renfermés dans une seule équation générale, et l'on obtient l'équation particulière à 
chacun d'eux en faisant des hypothèses convenables sur les coiistariles qui rcpré'sentcnt les axes principaux. 

Soit A ruHgiiic des plans coordonnés rectangulaires, laquelle est au rentre d'un ellipsoïde dont les trois axes, 2n, 
2è. 2c. inégaux, ont entre eux la relation : 2a>2è>2c. Le grand axe 2» se confund avec Taxe des j-, et l'on a 
{6g. IDI) : AC a ,’ le sorond axe, 2è. se confond avec celui des y. et AD è. eiihii, sur Taxe des oii a AB s c. 
Il faut concevoir que les longueurs qui viennent d'être désignée.^ ont été portée.^, de part et d'autre de rurigiiie, sur les 
axes coordonnés, car, ici, la ligure ne représente que la moitié d'un ellipsoïde. D'nprè.s rela, il est évident que chaque 
plan coordonné contient quatre {loints dont chacun est le sommet d'une ellipst', puisque les sections de la surface par 
ces plans sont des ellipses, lc.Hquelie.H ont pour demï-axes : celle sur le |>laii des ix, les deux demi-axes «i et e de reUi|>- 
so'ide ; celle du pian des xy, les deux demi-axes a et b ; et celle du plan des ;y. les deux demi-axes b et c. Les éiiuatioiiN 
de ces ellipses seront donc (n* 139) : 

a*i* 4- c*-c* = ; «*}•-+- è**c* = c'y* 4 è*;* =3 iV*. 

Nous nommerons ellipses principales les ellipses de ces équations. 

Actuellement, si l'on conçoit qu'un {dan sc meuve imraihdement à l'an des plans coordonnés, dans ses diverses posi- 
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lions, il roiipera deux des elljjises principales, chacune en deux poinls, ce qui détcniiinera quatre points dans ce plan, 
lesquel» M'roni les sommets d'une ellipse. I.e lieu de toutes les ellipses construites suivant la mètne loi sera la surface 
•le rdUpsoïde. 

Ci'lu pnsi^, pour trouver l'équation de la surfa<*e de rellipsoye, supposons que le plan mobile soit parallèle au plan 
des ;i|f. et considérons-le lorsqu'il est à une distance quelconque A K = « de roriginc ; stm équation sera (it** 79] i a. 

On trouvera Ica eooixlonnécsdcs |H>ints où il coupe alors les deux ellip<fes principales en faisant jr = « dans les éqtia- 
t ions de ces ellipses : + = Mx* • h rt*y* = <**^* »‘ 

f» «» — a’ . — a» 

ce qui donnera : i* = — r — ; u*= — = — ; ; 

' n* «• 

cl CCS valeurs de 5 et ^ seront celles des deux demi-axes B’E. ll’E, de l’ellipse riioliile, dont l'équation sera, par eon- 
i,» a*— a*i ... — a»] . ^*r* — , 


statuent (il" 159) : 


r’rt*jf* = 4V* (fl* — »* 


A* 

d’où l’on tire : 

Ainsi, cette équation et celle x a du plan mobile sont le 4 équations de IVlliiisc mübile cmisidcrée dans l'rspaee et 
dont la tiijurc et la position sont déterminées par la valeur de a; doue, pour avoir l'équation de la surface engendrée 
l>ar le mouvement de celte courbe, il faut éliminer a entre ces deux équations, ce qui donne : 

fr»c*x* 4 - fl»c»ÿ* I- fl’Mi* = ii’ti’r*. [I] 

Si le jdan mobile eût été (Nirallclc au plan des sx ou d<» ^ 9 . on aurait eu pour résultat une même équation. 

Admettons que le grand axe 3 a de rellii>«oïde soit sur Taxe des ^.l'axc 2 r sur celui des x, cl Taxe sur celui des jr . 
iHois aurons iHiiir équation de la .surface : li*i *;* a*c*y* 4 * fl*fr*x* = fl’i’r* : [ 2 ] 

mais si le grand axe i a était sur l'axe des y, l'axe i ^ sur celui dos i . et Taxe i c sur relut des x. on aurait pour équa- 
tion de IVlIipsoidc : ù’t *j* 4 - a*I>*x* 4 - nV*i’ ^ a**V». (r»] 

En un mot. qu'on dispose les axes de rcllip&oïde comme on le voudra par rapport aux axes coordonnés, on lire des 
cqualioiis précédentes la lot de la fonnation de l'équation de cette surface : c’esl-à-flire que chaque variable est mul- 
titdiée par le produit des carrés des demi-axes de l'ellipsoïde qui se trouvent sur les axes des autres variables. 

348. — Reprenons l'équatiou : li*t*j* |-A*r*jf* | = A*frV*, [a] qui est celle d'un ellipsoïde elliptique. 

Si l'on coiivoit que cr = ù dans celte équation, on aura : a*.:*4- 0 * 9 ’ 4- è*/* - li*a*. [4j équation d'un ellipsoïde 
allongé de révolution . 11 " 240*. 

La même sup|Hisilioii faite dans les forniulcs [i]. {3], donne i 

1»*;» 4- «V I- «*x* = 4 * 0 » ; 4»ÿ» i- o’x» |- a»;» — b*a\ 

équations du meme ellipsoïde, suivant que le grand axe de cette surface sma sur Taxe di's ; uu sur celui desÿ. 

En second lieu, que o = 4 dans [a], il vient : 

A*i*-|-r*ji* 4-rV*=ro*c’; [5] ou bien : 4*i*4-r*j* t r»x* = 4V», 

équation de rellipsoïde aplati de révolution. - 

Pour la même liv|iolhèse dans les équations [i] et [3], on trouve : 

f»;» 4 rV 4- «*•*** «V»; rV j a*x» 4-c»;» = a»t », 
équations du ménie ellipsindc, suivant que son axe 3 a sera sur l'axe des z ou sur celui des y. 

EiUin, si O = 4 = r, réquation [ 0 ] devient : i* f- x*4-g* = «*, équation de la sphère (n* 236). 

349. — Maintenant que nous connaissons l'équation de l'ellipsoïde, il nous sei*a facile île prouver la justesse des rai- 
siiiiiiemenu que nou.v avons faits ( 11 " 2 ( 6 ) sur la génération de celte surface. 

En eifel. imaginons que x := 0 dans l’éqnation [4], elle sc réduit ù : i* -{- y* ^ 4*. équation d'un cercle, section de 
rcUipsüîde de révolutiou par le plan des perpendiculaire à son axe. Semblablement, si on cou{h‘ la surface de eel 
ellipsoïde par des plans )uirollèies au pian des et dont les équations seront : x ss _{; «, x s n, ou trouve, en met- 
tant pour X ses valeurs dans [4] : 

4»fA*-.'-f i«]*l . . 4 *[a» — 

»* — --L J» P ÿ* =s ^ 


-1 Jf’ 


Le signe supérieur pour Itii sections faites dans la région des x positifs, et ['inférieur pour colles de la région des x 
négatifs; ce qui montre encore que tonies les sections de rellipsoïde de n'volution, |Kar des plans (lerpendieulaires à 
sou grand axe. sont des cercles, car les dernières formules donnent : 

frt ,,»_»» , , , , 4» fl*— m»; , , , 4» A*— N*l . . 4* n* — *» 


-ÿ’ — 




4*=- 


i* 4- - 
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AiiiM, rdlipsoidc aüongi' lie ré^ululion peut être engKmlré par uii cercle rariablc de rAyon. 

Faisaiil les mêmes rui:»omiementH sur les équations des autres oiiipsoîdes, cm eu tîrem les roust‘qiienees 2itî 
ruiiDUes. 

2 Ô0. » Purloiis des procédés qu'eu peut employer pour tracer les surfaces des ellipsoïdes. 

Pr£mik;r rnot^tuÊ. — ’ On résoudra l’équation de rellt|)M)Me pro^msé par rafqiort il Tune des variable.s. par rapiHirl .’t 
|uir exemple, puis on .suppo-sera aux deux autres variable» .r cl 9 des valeurs quelconques, imsitives nu néjiati\cs. les- 
quelles rendront les valeurs de : réelles, tant qirnilcs ne surpasseront |uis le^i longueurs des axes a, b, c. Ihiis le cas 
contraire, 2 sera imaginaire, ce qui indique que les ellipsoïdes sont de.» surfaces limitées dans tous les sens; ilc plus, 
elles sont symétriques de part et d’autre de l’axe des 2 , piiiscpir leurs équations donnent pour i des valeins réeltes. 
égales et de signes contraires. 

Dslxismc rarMjcoë;. — On peut aussi décrire la .nurface d'un ellipsoïde, lorsqu'on roiintül ses axes, |>ar un moyeu déilmi 
des pnipriétés qui nous ont servi à trouver sou équation. 

Déerivea les rourl>es de la surface qui sont placées sur les plans coordonnés, en conséquence de la seriioii de rcll(‘>là 
|mr cciix-ei; usez, à cel effet, de leurs ésiuations, dcduite.sde celle de l'ellipsoïde, en suppos.'<nt que, succt^ssivemenl. 
dans celle-ci, x ss 0 , v » 0 , 5 ss Q. Celte opération achevée, menez, par tous les points d'un des axes de ta surface, 
des lignes (»arailèles aux autres axes : elles couperont deux dt^ courbes principales, chacune en deux ^toiiits, qui .seront 
les quatre somiiiet.s nu les extrémités des axes d'autant de cnurlH*» qu'on tracera d’après les proeiSIés connus n** IKit . 
Plus les points pns sur Taxe &(*roiit rapprochés, plus les courbes trouvées le seront, et leur collection fera connaitr«' la 
tonne de la ligure de l'ellips^nde. 

<!ela va être éclairci par des exemples. 

Soient : !2a s= 40, i è — 3i , i c = 2i, les axes d'un ellipiunde ; on demande quelle sera sa ligure. 

Il'aimnl , puisque le.s axes sont inégaux , l'ellipsoïde est elliptique, en sorte que, si l’on met pour n, b,c, leurs valeurs 
d.xns réquation [I] du 11 ® 247, réqualioii de rellipsoïde cherché sera : 

36.864X* +-57,GI)0ÿ* I- I02,*0Û;*= 14,745,600; ou : 144 400 -•« 57,601), 

si toutefois le grand axe it de cet ellipsoïde est sur l’axe des x, l’axe è sur celui des g, l'axe e sur celui des 

Faisons x = 0 dans la dernière équation, il vient : 225$’ + 400 .57,600; d’où l'on tire, quand y 0 écli. n'* 2 

■;iig 102 :r=s ; = ± 12, ou : ; = CB, ; = CB'. 

Quand j = 0, è = jf = + 16. ou : jf CI), y = CD'. 

Nous savions déjà cela par la disposition que nous avions donnée aux axes de l'elli|»M)îde; ce qui fait voir que, lonupic 
les axes d'un ellipsoïde sei'ont donnés, on pourra, sans avoir recours à son équation, construire les ellipses princi|viles 
sur les plans coiirdoimés, d'apri’S la seule connaissance de ces axes. On 5 'apeix;oit aussi que. si un ellipMiide était dé-signé 
|Nir son équation, un trouverait ses axes par les équations des ellipses qui dérivent des sections faite.», dans la surfitiv. 
par les plans coonlomiés; ainsi, connaissant les axtts principaux des ellipses principales, il n'est pas difficile de dessiner 
ces elti|»scs par les inéthodcs enseignées au chapitre deuvième de ce livre. 

Or, puisque CA ^ C.V's 20 a, on trouvera que 1a courbe ABA’H' est rdllpse du plan des zx, que l'elliiise BDH'D' 
est eelle du plau des zg. enlîn que relli|»se .\DA'l)' apitartienl au plan des xy. 

Cela fait, par le tmjjil a de l'axe des s ou du gi’and axe de l'elli(>soîde, menons les droitt^ bb\ dd\ parallèles aux axes 

2r, 2 b : elles < uu|M‘ront les eili(KH's AH.V'B', AD.V'U', ehacunc en deux points, b, b\ d, d\ et les droites bb'. dd\ sont 

U‘» nxt!s de l’ellipse dbd’b', qu'on décrira sur ees axes comme s’ils étaient reidangulaircs, parce qu'ils doivent i'élrc elb** - 
tivcnirni et qu'ils ne sont vus, |ar la position de la ligure, qu'en perspective. 

Il iH'iit être utile de savoir quelle est l'équation de celle ellipse. Pour rohteiiir, on mesurera U distance du point n à 
l’origine C des coordonnées ; elle est x = Cn 1 = 10 ; mellunt cette valeur de x à sa place dans l’équation de l'ellipsoide. 
il vient : ii'ôg* ^ iiiù £ rss 43,200, équation cbert'liéc. Si, avec son set'ours, on voulait décrire l’ellipse |Mir points, il 

c&t cvideiil qu'il faudrait le faire dans le plan qui passe par les droites fré', dd\ et dont l’équation est x Q. 

CoiiiiimaiU ainsi de mener des droites parallèles aux axes di*s z et des y ^»ar les points a' etc., de l'axe des x. 

on détecmincra les ellipstrs fmfm', a/aY, yoy'o', etc., h l’aide dCM]uelles on dessinera l’eUipsoïdc deniamlé. 

DbixiUe c-xEMCLE. Soient : 2«t =: 40, ib -^ic=sH, les axes donnés. 

I.'eiljpsoîde est de révolution et allongé l'n® 243; ; 011 saura son équation en substituant, è la place de a et b, leurs 
valeurs dans la formule [4] du 11 ® 248. ce qui donne : 400 2 * { 400 g* -{- 144 x* = 57,600, iKiurvii qnc le grand axe h 
■soit sur l’axe des x. 
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Cck A 1*51 l’origine ile.s (4aii5 coordonnés > tig. on |>orieni, de A en B ei R', une longucar AR ss AB' =s iO, 
hur Tuvc des J*; sur Taxe des f , on fera AI) = AD' -s f2; et sur Taxe des AL c= AL'= 12. 

On décrira rclHpse BDR'D'. dont les axes sont Dl)\ liH', sur le plan des ix; Tcllipsc RLB'L', dont les axes sont BB', 
LL', sur le plan des xg; et putMjue, sur le jdan des ;g, AD = Al>'=: AL ss AL', ou aura üi déerire, sur ce plan, un 
«ercle. du {Miiiil A eoiunie centre et d'un rayon égal à AD. 

Bar tous les |»oints tels que a de l'axe des ahsebses. on mènera des |Kiralièlcs H', GG\ etc., aux axes des i et des g : 
elles rcnronirororil les courbes priiicipaJ^ en des iKiints y. G, G', égaieirient éloignés de a, qui sera le centre d'un 
eercte dont le rayon sera égal à afr ou à aG, et que l'on tracera t'ontme il a été dit {u* 237). L'ensemble de tous 

res ccnli's comimsera la figure de rellipsoîde de révolution clierclié. 

D‘apri*s cela, il serait fort aisé de dessiner la figure d’un cllipsiûde aplati, si Mts axes ou son équation étaieut donnés. 

TamsiÈur. rBiM-.£t)é. — Dessiner un ellipsoïde au moyen de ses sections méridieniieft. 

Nous nommons sc«*tum& méridiennes d'un ellii^tde celles faites dans sa surface |mr des pians passant par son axe. 

I) est maiiifi’Ste que toutes les eoiirbis provenant d'une section faite dans une surface |mr des plans passant {»ar soit 
centre, ont leur centre (^numuii avec celte surface. 

Soit : 9 H- Ifi y* 36 j* =* 3,600, l'équation d’un elli|kS0ÏUe qu’on propose de décrire comme il a été dit. 

Il est facile de reconnaître que celle surface ii'esl pas de révolution, car les eoeQirieiils des variables x, g, i, sont 
inégaav (n** 248]. 

Voyons d’almrd comment ses axes sont disposés à l'égard des coordonnées. 

Si X «s 0, y 5T 0, dans son équation , elle se réduit à : 9 = 3,600 ; d’oii : : s= + 20 ; et rellipsoîde dont il s'agii 

rimpc l'axe des i (fig. 104 (éch. n® 2) à di‘s distances de l'origine A telles que : a ss AB 20, AB' = 20. 

Rii rendant x et ; nuis à la fois dans la même éijualion, on trouve : 16 g* = 3,600, c'esl-à-ilire que g 
dune la surface rencontre Taxe des g de |»art et d'autre de l’origine A cl à des distances exprimées par i g AE ss 15, 
g =ï AE' ï= 15. 

Enfin, pour g = 0, a 0. il vient : 3Gx* — 3,600, qui donne : x .=£ + 10 ; et, couséqucnmicnt, l’elJifisoïde a des 
puiiits I) et U’ de cHiiumuus avec l'axe des X et éloignés de l'origine A deia tondeur fixée parx=: AD = 10, x AD'=IO. 

Ainsi, le gr^d axe 2<i :=: 40 est sur l'axe des i, le second axe 2 è 30 sur l'axe di*s y, et le troisième axe 2c= 20 
sur Taxe des i. 

Actuellciuent, puisqu'il faut dessiner l’ellii^oide proposé en se servant de ses sections mtrridiennes, cou|>ons cette 
surface par di« plans pas.sant |>ar son grand axe 2 a : ces plans seront perpendiculaires au plan des xg, et leurs équa- 
tions seront toutes renfermées dans la suivante (n* 120) : g + ax = 0. 

Substituant, k la plat*e de g, ses valeurs dans réqualinn de la surface, on aura les projections des sections de rcllj(»- 
.soide sur le pian des ix, car l'équation résultante &t*ra en i et x. Si. au contraire, dai» l'équation de l'ellipsoïde, on 
remplace x par ses valeurs tirées de l'équalion de» plans st^ant», on obiiemlra les projections des mêmes sectioi» sur 
h' pian des zg, cai* l’équalion résuRanle S4Ta en i ci g. C’est à l’aide des projections des Mictions que nous pourrons les 
•léci'irc dans le» plans .sécaiils qui les auront produites. 

Suit donc « = — 2; l'équation du plan sécant sera : g = 2x. Sa trace sur le pian des xg est (n® 53] la droite ht>'. 

Mettant {lour g sa valeur dan» l'équation de la surface, il vient : 0 tOO x* s 3,600, équation de la projection de 
l'iiilcrseetion sur le plan des ix. 

Il est évident que les limile» d'une courbe de l'csitacc sont les mêmes que celles de se.» projections; or, connaissant 
l(*s liiiiiles i^n® 228 , de scs projections, un délemiiiicra le» Kieime» dan» le plan où elle se trouve, en siibstitumU, dan» 
réi|uation do ec plan, U valeur de la vnrialiJc qui exprime ces limites. Les point» de limite ainsi trouvés dans le plan 
sécant seront les extrémités des ax^ de lu courbe cbendiée. Voici coiniiicut : la manière suivant laquelle nous coupons 
la surface de l'elti^^ïdc projxisé M*rt k nous convaincre que toutes les seclioit» méridiennes auront (Mvur grand axe le 
grand axe HB' de la surface. Il ne reste donc d'inconnu que le deuxième axe de ces courbes; mais U doit se trouver 
dans le plan des xg et sur la trace du plan sécant sur ce pian ; donc sa projection est égale aux distances de l'origine 
aux points où la projei lion de la section coupe l'axe de.» x, puisqu'on la considère sur le plan de» ix ; ainsi, sulnslituaiit 
au lieu de x sa valeur, pour les liotiics de la projection dans le sens de cette variable, dans l’équation du plan, on aura 
la longueur du second axe dont il s'agit. 

Pour avoir les limite,» de la projection, faisons successivement, dans son équation , x s 0, i = 0 ; il vient : 

9;*= 3.600, ou: : = + 20; 100x* = 3.600. ou: x = ±6. 
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Le premier ré&uitat conflrmc ce qac nous avons dit. Construisons le second. Pour cela, portons, de part et d’autre 
de A, sur Taxe des x, des loiifrueurs AP, AP\ égales à 6 : les points P et P' seront les limites de la projecliou de rin- 
terseclion dajis le sens des s ; par ces points, menez les parallHrs Pfr, P'^ . à l'axe des ÿ ; elU« renruntreront la trace du 
plan sécant en des points et fr', et l'ou aura : Pfr ss Pfr's fi, puisque x 6 donne, dans jr s= ix, ÿ = fS; aiitsl, les 
patina Afr, A^, de la trace du plan sécant, comprises entre l’origtuc et les extrémités b et b' des ordonnées Pfr et Pt', 
composent, en les ajoutant, la longueur du second axe de la section cherchée. Pour la décrire, on sc servira des axes 
bb\ Bit', en ayant égard à leur obliquité apparente, car ils sont vas en perspective, et la courbe doit l’étrc de même 
(n«l90). 

Que * — H- i. on aura pour équation du plan sécant : y =a — îx; donc la trace sur le plan des xy sera (n® 53) la 
droite def'. Ku comliinaiit celte équation avec celle de reUi{>Süïde, on rditient une équation semblable k la précédente, 
c’est-è-Hlire qu'on a .xussi : Ad =s Ad' » Ad = \b’; et les sections BtB't', BdB't', sont égales. 

Donc, en dom»ant à b, dans l'équation du plan, autant de valeurs positives et négatives qu’on voudra, il en résultera 
un nombre de sections méridiennes de la surface convenable pour la dessiner. 

Articls Ili.— 0e> HypeiicdaUes. 

31^. » L'hyperboioîdc est une surface qui lient son nom de l'hyperbole, qui sert k l’engendrer ; mais comme on peut 
faire mouvoir une hyperbole de plusieurs manières, U s'ensuit diverses espèces d'hyperboloides. 

La ligure d’un hyperbotoîde, de quelqiu' espèce qu'elle soit, lorsqu'elle est connue, peut être engendrée indépendam- 
ment d’une hyperbole; car, s'il est de révolution, le inouvcmcot d’un cercle variable de rayon, qui aurait son centrv' 
sur Taxe de révolution et auquel il serait consiaiument perpendiculaire, produirait cette surface. Ce siérait , au contraire, 
une ellipse dont les axes varieraient proporlioimelteinent (n® fSi), qui remplirait cet ofllce, en ayant son centre sur le 
grand axe de l’hyperboloide et sur lequel elle glisserait parallèlement à ellc-niétiic, si riiyperlmloide était elliptique. 

Il y a d'autres niétliodes d'engendrer la surface de l'hypcrbotoîdc; celles que nous avons indiquées suffisent, pour le 
moment, à notre objet. 

Les hyfierholoides ont trois axes, qui se coupent à angles droits à leur centre. 

ttS, — De L'iimjUHiuitbE a .sivrE. — Cetto surface a deux figures différentes, ou bien, il y a deux eîq>è<*cs dis- 
linetes d'hyperboloides à une napjic. Le plumier est relui qui p<‘Ut être engendré ]iar le mouvumcnl d’une hyperbole 
autour de son petit axe. Pour avoir une Idée claire de celte génération, il faut voir, dans la figure 52, le demi grand 
axe CA de l’hyperbole tournant autour du puint C comme centre, en se relevant au-dessus du plan de la planche; et 
les deux branches Ab, Xb'. ou A'a. A'«', de l'hyperbole, dans ce mouvement, conservant toujours U même position i 
l’égard de Taxe CA, décriront la surface dont il s'agit. 

On confit, d'après ectlc définition, qu'un aurait obtenu cet hyqicrbololde en faisant mouvoir une hyperbole autour 
d'une eireonfércnce de cercle d’un rayon égal & CA, et au plan de laquelle le plan de l'hyperbole serait coustaiiimeni 
perpendiculaire. 

On api>eile ce cercle courbe de gorge; il est encore la directrice de l’byperboloûle, tandis que l'hyperbole en est la 
génératrice. 

L’hyperbûluïde k une nappe ainsi engendré, dit de révolution, a deux de scs axM égaux, lorsque l'hypertmle géné- 
ratrice est ordinaire, et ses trois axes inégaux, si l’hyi^erbole génératrice est équilatère (n“ 154). 

Le deuxième hy|>erlK»lo?de k une nappe est celui dont les trois axes sont inégaux, lorsque l'hyperbole génératrice est 
ordinaire ; si cette hyperbole est éipiilatère, U aura deux de scs axes égaux, mais ils ne seront pas dans un mémo plan, 
ronime dans le précédent hypciboluîde. Ainsi, il y aura toujours, pour l'hypcrlMjloide qui nous occupe, deux axes iné- 
gaux dans un même plan , et ce plan partage la surface en deux parties égales, l’ujte auKlessus de lui, l’antre au-dessous. 
On peut admettre que ce plan appartient à une clli|ise autour de laquelle une hyperbole tournera en lui ayant son plan 
fM*rpcndiciiliiirc. Dans son mouvement, celle-ci décrira l'hyperboioîdc à une imp|>e elliptique. Celle-ci et la précédente 
sont dites réglées, parce qu'on peut appliquer une règle sur les droites de leur surface; cela donne è entendre qu'on 
engciiilrcrait ces hyperltoioides en se servant d’une droite ; nous le prouverons (n* 

Maintnuiit qu'on sait quelle est la conforiualion des deux hyperboloidcs à une nappe, U ne sera pas difficile d ima- 
giner : le premier, engendré par le mouvement d'un cercle variable de rayon, qui aurait son centre sur Taxe de la sur- 
face, perpendiculaire au plan du cercle de gorge, et auquel il serait eonstainmcnt perpendiculaire; le sccoimI, \*at le 

13 


Digitized by Google 



plan d’une ellii^e dont les axes varieraient proportionnellement et qui aurait son centre sur Taxe de Hiyperboloîde, 
axe perpcndîrulairc nu plan de l'ellipse de gorge et sur le<{uel elle se mouvrait parallMement à clle-mt^nic. 

Iu^a liypertioloTdcs que nous venons d’exuuitner sont renfernub dans une équation que nous allons cherrher. 

264 . — Considérons rhyperboloide elliptique à une nappe, car c'est en faisant diverses hypothèses sur les coefikrients 
de son équation qu’on en déduit ecUcs de tous les liy pcrboloîdes de même espèce. 

Plaçons le centre de cette surface à l'origine des plans coordonnés, de manière que la section |uir le plan des ry soit 
une ellips(> : cette ellipse est celle que nous avons nommée directrice, ou que nous avons désigm^ pour remplir cette 
fom'tion. 

Ü’après la disposition de riiypolotdc à l'égard des plans coordonnés, et .sa structure, il parait évident que ses sections 
par les plans des :x et des zÿ seront des hypctrfaoles qui auront cb^une leur grand axe dans le plan des xÿ, mais demt 
lc.s longueurs seront inégales. Concevons que le premier axe de la première soit plus graml que celui de la secoiule. <*( 
désignons»le par 2<i ; celui de la seconde sens représenté par i è. Le deuxième axe de ces liv|»erboles e.st coniitiuii k 
toutes deux; nou.s le noterons |»ar 2<r. Ces axes sont aussi ceux de l'hyperboioïde, et l’on voit qu'ils uni entre eux la 
relation : 2a>2è>2r;le premier est sur l’axe des s, le MX’ond sur celui des y. le troisième sur l'axe des s ; ce der- 
nier se dirige dans l'esiuice vide renfermé par la surface du riiyi»erboloïde. 

Actuellement , puisque riiv|MTlJole du plan de» ;x a (mur demi-axes a et c. et l'hyperbole du plan des b et r. il 
s'ensuit que leurs équations seront {ir 159) : 

a»;» — c*a:» = — |m] è*j*_Hy* = _ [«] 

Coupons rhyperboioide par un plan (laratlèle à celui des xy : ce plan aura pour équation 79 et H9) ; ; = il 
rencontrera les hy(>erboleâ dont nous venons de parler, chacune en deux points, lesquels seront tes quatre sotnmeis de 
reiU(^ génératrice ou mobile, qui a son centre sur Taxe des s. Pour avoir les coordonnées de res quatre points, met- 
ton.s (K>ur i sa valeur dans les équations [la] et [a] ; il vient : 

a» V* H- a* ' t* f • -f a’ ) 

-17—: »■-— 1„ ; 

et ce sont les valeur» de» demi-axes de l'ellipse mobile, laquelle aura pour é4|ualion : 

. M C*H-**) n*[r*+«*i . fl'fr’ r* . 

r* ‘ c’ * ■ V ’ 

ou bien : tW + (iV’|* = o'»*jc>-|-»*). 

à laquelle il faut joindre ; ss a, qui en fixe la grandeur et la (lOsitioD, puisqu'en doimanl à > diverse valeurs, on obtiendra 
autant d’elli(ises dilférenie.s, mais semblables (u° 18i|, dont la collci’tion cotu)K>sera ia surface de l'hvperholûîde; et 
rnmiiie leur nombre est liiflui et qu'il peut s'étendre aux divisions infinies de Taxe des z, il est clair que si, dans l'équa- 
tion de rellipsc mobile, nous remplaçons s par nous aurons : 

-H ou: è W -h «Vy» — “***'’“ (<] 

équation de lliyperlioloîde à uuc nappe réglée ou qui a ses trois axes inégaux. 

Si, ail lieu d'avoir disposé le.s axes de rhyperimioïde. comme on l’a vu, à l'égard des coordonnées, on eût mis l'axe 
i a sur celui des z, l’axe ic sur celui des x, cl l'axe 2 b sur celui des g, un aurait eu : 

4- rtV*y* — a*è*x* = [i] 

Plaçant 2a sur l'axe des y. ib sur l’axe des t, et 2c sur celui des x, il vient : 

4»r’ÿ»H- fl*r*i*— n*fr*x* = «’frV*. [3) 

Ces résultats api»rennent que chaque variable est multipliée par le |>roduit des carrés des demi-axes de la surface qui 
sont .sur les axes des autres variahli» ; de plus, que la variable dont le cueflicient e.st négatif eid celle dont l’axe est situé 
dans le vide renfermé par la snrface. 

366 , — Que. dans l'équation [ I] cMessus, on fasse a = è, il vient : c’x* 4- c’y* — = è*c*, équation do l’hyper- 

boloïde à une nap(H^ de révolution. 

Pour ia même hypothèse dans les éipiatiuns [2] et [3], il résulte : 

c*j* 4- = >»( * ; f*y* . ( — b*x* = è*c’, 

formules qui montrent que Taxe r de l’hyperboioïde, illégal aux deux autres, est sur l'axe dtô x. 

2B6. — Uepreuons l'équation ; ii*f ‘c* 4- o*c*y* — a*fr*«* — a*èV*. 

Si l’on suppose que c — a, i'byperboie du pian des exsera équilatère (ii* 154), et fhyiicrbuloîde, réglée, a deux axes 
égaux, mais dans des phius différents, et son équation est : 
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maî!^ on dit que ccl hyperboloide es( elliptique, puùK|ue les oocBirienls de& \ariables sont djfl'érents. 

Qu*r»ri RUppOîM* fr = c, «ii aura eiieore : c*j* o*jf* — a*i* = «V*, 

autre i^quatioud'un lt>perltoloïde elliptique à deux axes égaux, dont l’un est ]*erpeiidioQlairc au plan dans lequel est l'autre. 
2S7. — Concevons que. dans cette même équation, on ail o ^ ÿ s= c ; alors die se nMuil à : 

J» -t- ff* — = 

équation d'un hyperboloide à une nappe, de révolution, dont lliyperlMîle génératrice est équilatèn*. 

U 8 . — Tuioaiui;. — Des trois surfaces du second degré qui ont un centre, rhypt*rboloîdc à une nappi' est ta seule 
qui (misse être engendrée par une droite mobile, et celte droite }>eiit se mouvoir de deux manières pour engendrer le 
inémc hyperboloide. 

K«» effet, soit : ÿ SS U > 4 - [ 1 ] réquatioii d'un plan (lerpeiidiculaire au plan des sg, qui coupe l'hyperbole à deux 

nappe.» suivant une courbe. L’équation de cet hyperholoîde étant (ii** 256} : 

i W -y- — (i*b*i* s* a*b*f*, [î] 

on élimine y entre ces deux équations, et l'on obtient l’équation en x et j d'une courbe du second degré : 
[ftV*-l-(iW)x*-!-îa*i:*a‘iJ — ( n'df»* — o**V* = 0. [3] 

Celte courbe, qui est la projection, sur le plan des .u:, de rinterseclinn de l'hyperboloîde par le plan susdit, se réduira 
B deux ügn<!S droites lorsque ce plan coupera la surface suivant des lignes droites; donc, dans ce ras, le premier 
inenibn* de l'équation [3] sera le produit de deux facteurs.linéaires (n* 164), ou la diffémicc de deux carrés, en sorte 
que rette éipiatioii sera la niéine chose que c«Ue-rt : 

(xV'Wr’ + «VV + ( J Vo'fi)’ = «• [*] 

Identifiant les équations [3] et [4], on aura : 

aV’afî = V\ frV' H- J — o»bV»i ; 


d’où l’on lire : p 


= 




=s 




[5] ÿs=s«x-l-4/b*H-aV; [ 6 ) 


Siibstiliiajit CCS valeurs dans [I] cl [4]» U vient : 

( J -h flW -y-eV* * — [i )« — 0 ; 

L'équation [5] su déroiiiposant en deux facteurs linéaires : 

X V/b*f*-y- «V«* 4 «•<** 4 - mb = 0 ; x V/4V*-y- «*c*a* -y-iiV* — MèsO, 
réi]ualion [ 2 ] est équivalente i l'itn ou à l'autre di>« deux systèmes d'i’quations suivants : 

jf =5 «X 4* V/b*4'<f*»*î 


I* 


X V/bV* 4* a*c*«* 4“ e*f » 4- itfè = 0 ; 


2®: xV^è*c*4-«^*»* 4-a*ca — «nè^O; y = «x4- V^4* + <****î 

d’où il suit que i'hyiierboloide ù une nap|>e peut être engendré par une droite de deux manières différentes. Les équa- 
tions du premier ou du s<>corH] système ap|Nirtieiincnt àla génératrice qni correspond à nue valeur déierminéc de 9 ; 
('liiuiiiant a de l'un ou de l'autre système, le résultat de l'étiinination est l’équation [ 2 ] de l’hyperboloîde à une nap|>c. 
Si les quantités «V* et a*è*. ensenililc ou sé(>arémenl, ehangeaient de signe, la première des équations de ces deux sy.s- 
lèroes ronticfidrait un ou deux tonnes imaginaires; ce qui prouve que, des trois surfaces du second ilegré qui ont un 
centre, l’hy[ierlioloide & une nap)M‘ est la seule qui puisse être engendrée par une ligne droite. 

SS9. — Heprenmis les équations [5] et [ 6 ] : 

cx\/a>a«+V4-fl*f9 + afr; = 0; [7] y == *x -h *’+'»•-* [ 8 ] 

Pour éliminer a «Mitre elles, «jn substituera, dans réqualion [7], à U place de : + è*, sa valeur g — «x, et on 

aora une équation linéaire en 9, de laquelle on tirera : «■ 

, , ;rxj( 4-^èi 

* x*)i’ * 

L'é«|uation [7] revient & : r*x*(a* 9 * 4 - è*) = (i «4; — aV«j>. 

Heniplavaiil a et 9* par leurs valeurs et réduisant, on aura pour résultat l'équation de l'hyperboloîde à une nappe. 
è*t*x> 4 - o»c»y* — a»è*c» =s a»èV*. 

Actuellement qu'il est démontré que l’hyperboloîde peut être engendré de deux manières différentes par une ligne 
droite, donnons une idée de cette génération. 
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On a va (n^ 2«53] qu'en coupant un hyperbotoîde à une nappe par de» plans parallMcs à celui de la courbe de gorge, 
on trait pour sections des courbes semblables à celle-ci, c’est-à-dire que si la courbe de gorge était un cercle, auquel 
cas la surface est de révolution, les sections étaient aussi des cercles, et que, si la courbe de gorge était une ellipse, 
on avait, pour sections parallèles à sot) plan, des ellipses. Cela posé, wnrevons deux cercles provenant de deux sec- 
tions faites, dans rhyperboloTde à une nappe, par deux plans parallèles à cedui de la gorge, et qui en soient à des db- 
tances égales; divisons les ctrconféreiu'es de ces deux cercles en un nombre pair d’arcs égaux, et de moinèrc que les 
points de division soient les extrémités des diamètres parallèles de ces deux cert'les : la droite luenée d'un point de 
division d'une des circonférences à une dirisioii déterminée de l'aolrt Hrconféronce , et non situé à l’extréinité du 
diamètre parallèle au premier, autrement on aurait un cylindre, déterminera la position de toutes 1^ droites de la sur* 
face. Ainsi, en avançant d’un arc sur l'un des cercles, on avancera |Mreillement d’un arc égal sur l’autre cercle : ta 
droite qui joindra les extrémités de ces deux arcs appartiendra encore à la surface, et l’on conçoit que. plus 1a preniièrtî 
droite sera inclinée {>ar rapport au plan des deux cercles, plus le diamètre dn cercle de gorge sera petit. Mais, d'uii 
imint quelconque de divtuon d'un des cercles, on peut mener deux drniu*» de même longueur à deux points déterminés 
de l'autixi eerele, et ayant même inclinaison par rapport au plan de ecs cercles et en sens inverse; donc chacune de ces 
droites, en se mouvant suivant la inênie loi, engendrera la même surface. 

Si, au lieu de deux cercles égaux et |»arallHRS. on avait deux ellipses égales et parallèles pour directrices de la droite 
mobile génératrice de l'hyperbotoïde à une nappe, qui, dans ce cas. sera elliptique, alors, par les grands axes de ces 
ellipses, et sous une inclinaison déterminée, on mènera deux plans qui couperont la surface suivant deux cercles égaux 
et parallèles, et dont les diamètres seront égaux aux grands axes des ellipses, pub on achèvera cnmine ci-dessus. Dans 
oet exemple, comme dans le premier, il y a sur la surface deux système» de lignes droites capables, diacun, d’engendrer 
en sc mouvant celte surface, et une droite quelconque du premier système couplé toutes les droites du«econd. 

Cela bien conçu , nous nous proposerons ce problème *. Trouver la surface de révolution eiigcitdrée par le mouvement 
d’une droite quelconque autour de l'axe des 

Soient : X = az b, ÿ = p, les équations de cette droite. 

Les équations de la circonférence décrite par chacun des |Miints de la droite seront de la forme : i =s ü, -h g* » r*. 

Les deux premières, combinées avec la trobiènic, donnent : x = «k 1 - à, jir = «I; — [i; d'où, en substituant dans 
la quatrième : (ai — r*; on, mettant à ta plate de k et r, leurs valeurs générales, i et ï* : 

(àz -f- = 

Si, dans celte équation , on fait , ou x 0, ou g = 0, ce qui détermine une section par Taxe, l'équation résultante 
devient celle d’une hyperbole; donc la surface que l'on considère est celle d'un hyperbotoîde à une nappe do révointion. 

Rien n’empéehe, dans cet exemple, de prendre pour axe des j la plus courte distance entre la droite dnunée et l’axe 
de révolution, auquel cas la droite est parallèle au plan des xjr, et l'on a pour les iN|uatioiis de la génératrice : 

jrssè; y = «x; 

r’est-à-dire qu’il suflH de supposer a =s 0, ^ s (1, dans l'équatiou précédente, et l’on trouve : 

= ou: — «V — à» = 0. 

équation identique à celle que nous avons trouvée plus haut (»■* io5]. 

960. — L’bypcrboloîde à une nappe jouit encore de cette propriété, qu'en prenant pour directrices les droites qui 
correspondent à trois positions quelt'ooquea de la génératrice mobile dont nous avons parlé, une autre droite mobile 
qui s’appuierait sur les nouvelle» directrices engendrerait la même surface, en sorte qu'il n’y a aucun point de cette 
surface par b'quel on ne pui.sse mener deux droites dont chacune appartienne à l'un des deux modes de génération 
fig. 257;. 

Soit IK une droite mobile qui s’appuie constamment sur Irob droites fixes, AB, MN, CD, pour engendrer une sur- 
face réglée. Ne considérant que la portion de surface conjprb<‘ entre les côtés du quadrilatère gauche ABCD. toute» le» 
)>osition5 de la droite mobile correspondront à des droites telles que IK, l'K', etc., qui coupent les directrices fixes en 
trois points (I, G. {]'. G', K'}, etc. La droite mobile IK et la droite fixe .MN, étant dans le même plan, sc coupent 
au point G. Tar la même raison, les deux droites LM, KN, se rencontreront en un {>oiiU L ; mab l'une de ces drotto.^ 
est dans le plan du triangle ADD, et l'autre dan» le plan du triangle IKll); donc elles ne peuvent se cou|>er qu'en un 
point de la droite intersertion des plans de ces deux trianglt^; d’où il suit que le point 1/ est sur le prolongement de U 
diagonale RD du quadrilatère gauche .UiCD. On pix^uverait de la même manière que les droites TM, K'N, se rencon- 
treraient en un autre point H de la uicme diagonale BD. Les droites L'K , L'M , menée» par le point I/, divisent les côtés 
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(lu qiiaOrilalh'e en huit partie» ou segnu'ul# : Al, IB, UN, NC, CK, KD, DM, MA. Nous allons démoiurcr qu’eu for- 
inam deux produits tels que l'un d’eux n’ail pour facteurs que les quatre serment» qui n’oul j>as une extrémité com- 
mune, ces produits sont égaux. 

La diagonale BU décompose le qujidrilatire ABC!) en deux triangles ; ABU, BCD; mettant à part (fig. 258) l'mi 
d’eux, BCD, par exemple, cl raeuanl, |»ar le point D, la parallèle DJ à la droite KNL', on la prolongera jusqu'^ ee 
qu'elle rencontre le côté CB du triangle au point J. 

A cause des triangles scmblahU's ('KN, CDJ, on aura : f.K ' DK ^ CN | NJ. [I] 

Les deux triangles scmldahle» NBL', DBJ, dmmenl : 

BD ; BL' BJ ; BN; d'où: DB t- B!/ : BL' ;; BJ -hBN ; BN ; ou: DL ; BL' ; ; NJ ; BN. [2] 

Multipliant par ordre les termes des proporlitms [I] et [3], on a : 

CK X DL' ; DK X BI/ ; ; CN ; BN ; donc ;fig. 257) : BN X CK X DI/ = BL' X C.S X DK. [a] 

Par la même raison, on a, en considérant le second triangle .\BU ^,tig. 257) du quadrilatère, et la droite L'M : 

AI X BI/ X DM = AM X BI X DI/. [*] 

MuUipliatil les (Quations [a] et (Al tueiubrc à niembre. on obtient deux produits égaux, dont l'un a pour facteurs les 
segments Al, BN, CK, DM, cl l’autre les segmimts AM, BI, CN, DK ; et chacun d’eux ne contient que les segment» 
qui n'ont pas une extrémité commune. 

^ . Al _ CK AM CN 

L égalité de ces deux produits donne ; — jjj - X X 

AM CN 

La droite directrice MN éloni fixe, on a : X = <*» [f] 


a désignant une constante déterminée p.ir la position des droites fixes qui dirigent la droite mobile IK ; d’oi) il suit qii'on 
a, pour toutes les pt^tïons de cette droite : 


AI 

■fer 


CK 


CK BI 
1)K' ~ “ AI ■ 


[J] 


Cela posé, si l’on fixe les trois droites AD, IK, BC, pour qu’elles servent do dirertrires à la droite mobile MN , celle 
droite, dans une position quelconque, partagera encore les côtés du quadrilatère gauche en huit segrucnls, entre les- 
quel» on aura, pour toute» ses positions, les relations précédentes [d] et [r]; c’est-à-dire que, pour toutes le» position» 
des druites mobiles IK, MN, on a également : 


Al CK 
m ^ i)K 


■SS a; 


M 


DM 


“■CÎT* 


H 


d'où il snil qu'il y a deux modes de génération de l'iiyperbololde à une nappe. Dans l’un, la droite mobile IK s'appuie 
sur les droites AB, CD. MN ; et dan» l'autre, la droite mobile MN s'appuie sur le» directrices AD. BC, IK. Il n’y a donc 
aucun point G de celte surface par lequel on ne puisse mener deux droites MGN , IGK , ap(»artenant aux deux séries de 
droites qui correspondent aux deux modes de génération de rhypcrlMjloïde. 

Kl— De L’HYCiJiBounnE A oEcx SAfCES. — Cet byperboloide, engendré par le mouvement d'une hyperbole autour de 
.son grand axe, est dit de révolution. 

Si, au contraire, i’Iiypertmloïdc est engendré par le mouvement paralR-lemcnl à lui-méme, le long d'un de scs petit» 
axes, sur lequel il aurait son centre, du plan d'une hyperbole dont les axes varieraieni proportionnellement (n** 1831, 
il sera dÜptique. Ce n’est |»a.s qu’on ne puisse aussi engendrer l'hyperboloîde de révolution par le mouvement d'une 
hyperbole M'tnblable nu dernier; mais ce qui fait qu'on distingue la manière dont l’un et l'autre sont engendrés, c’est 
que celui-ci a deux axe» égaux, et celui-là se» trois axes inégaux; qu’ensuite, il e« bien plu.» sim^de d’ejigemlrer le 
premier comme nous t'avons dit, méthode qui ne peut être appliquée à la génération du second. 

Par la génération de l’hyperboloîde de révolution, il est évident que toutes le» sections perpendicolalreî* ù son grand 
axe seront des cercles, tandis qu’elles seront de» ellipses |»our rityperbololde elliptique. Ainsi , de ces deux fturfaces, la 
première peut encore être engendrée par le mouvcinent parallèlement à lui-méme d’on cercle qui aurait son centre 
sur son grand axe, cl la seconde |uir une ellipse disposée de la même manière, mais dont les axes varieraient propor- 
liunnellemeui (ii® 182 '. Il est évident que eca courbes se réduiront à un point lors<|u‘elles arriveront aux deux sommet» 
de surfaces. 

Les é(|u.itions de tous les hyperboloHles à deux nappes étant renfermées dan» celle de l'hyperboloîde à deux nappes 
elliptique, il nous sufiira de trouver ceQe de co dernier pour connaître celles de tous les autres en particulier. 
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3 Si, — [Ki«igiion.s par 2a. 2^. ie, les axes de ret hyperbololde; Us aoronl entre eux la relation que nous avons 
adoptée pour les autres surfaces, c'est-è-Klire : 2 a > 2 & > 2e. 

Plaçons l’origine des loordoiiiiées au centre de la surface, de manière que Taxe 2« soit sur l’axe des x, l’axe 2 b sur 
celui des g, et Taxe 2r sur celui des j. I.e plan des ss coupera Thyperboloîde suivant une hyperimie qui aura pour 
deiui-axes a et e; il sera aussi rou]>é par le plan des xj suivant une hyperlnile dont les demi-axes seront et a. Le 
plan des sy passe par le centre de la surface sans la rencontrer en aucun point; c’csl-à-dire qu’il est dans l’espace >idc 
compris entre les deux naïqies de riiypcrboloîde, et contient tes axes 2^, 2 c. Cela les deux liy|»crboles dont nous 
v<*nons de i^rler auront {tour équations (n*^ 159} : 

a*i* — c*x*== — «V— = — • 

8it à une distance égale à ^ de roriginc, nous menons un plan parallèle à celui des «y, il aura pour équation : x s 
rt il coupera les hyperboles chacune en deux points, qui seront les extrémités des axes d'une ellî|ts«' dont on aura les 
longueurs en mettant ^ à la place de i dans l’équation ci-dessus, ce qui donne : 

» y — 

et ronséquemnient l'équation de cette ellipse s«Ta : 

^ _ r’iîi* — a’) , frV’ p*— a''» 

o« * “ 0‘ 

ou bien : «*fr*i*-f-a*f*j*= Mr*{^**— a*). 

Or, si. par les uiénics raisons qui ont été exposées (n« 254) |wur l'hypcrboloïde h une nappe, on remplace, dans 
cette dernière é«|ualiuii, par x*, U s’ensuivra que : 

oi|,«-»^aW = è*f*x* — t*c»a»; ou: è»<-»x* — a’fr»;» — a*c»y* =* (1) 

.sera l’équation de l’hypcrboloïde à deux nap|>es elliptique. 

En disposant autrement les axes de cette surface, c’csl-à-dire en plaçant son grand axe 2a sur l'axe des i, l’axe ib 
sur celui des y, et Taxe 2 c sur celui des x. on trouve cette autre équation : 

iv*;* — uV*y* — a*é*x* = a*fr*c*; [2] ou celte autre : b*c*g* — a'è'x’^ — =» [3] 

M le grand axe 2a est sur l'axe des g, l’axe ic sur celui des x, et l’axe 24 sur celui des i. 

Kntiii, en un mot, on obsenera que, quelle que soit la disposition des axes de la surface à l’égard des axes coor- 
donnés, chaque varialde a pour cocdidciit le produit des carrés des deini-^xes de l'hyperboloïde qui sont placés sur le.s 
axes des autres variable», el que la variable sur l'axe de laquelle est te grnml axe de ^hyperboloïde a toujours son eoef' 
Kcieiit po.sitif. 

263. -^ Supposons que 4 = c dans ré<|uation [I] du numéro précédent, Ü vient : 

c’x* — a*y* — «’5* — «*c*, 

équalioii de l’hyperboloïde à deux nappes et de révolution. 

Faisaiil la même hypolht^e dans les étjuatiuus [2] et [3] du même numéro, il en résulte : ' 

r»5t a’x»— «V», 

autres <^|uations de rhypcrbolnido de révolution : la première, pour le cas où le grand axe de la surface sera sur Taxe 
des la deuxième, lorsque ce grand axe est sur Taxe des y. 

264 . — Ueprenons l'équation : 4W — aV’y* — a*4*i* = fl’àV*. [«j et concevons que 4 = <i, il vient : 

, , >jt _ _ tf t .* - a ifi^ 

équation d’un hyperboloîde à deux nap|ves elliptique, mais dont la section par le plan des xy est une hyperbole équila- 
lère, et l'on voit que son équation diflere d’avec celle de l'by jierboloîde à deux nappe.s de révolution par l’inégalité qui 
règne entre les coefficients di*s variables de son équation, inégalité martiuée }mr les signes. 

Si a = c dans la même équalkm, on trouve : 4V* — n*jr*— b'i* =a a*4*, autre équation d'un hyperbolo'ide à deux 
nappes elUptiqne, mais sa section par le plan des ix est une hyperbole équilatère. 

Cet hvperboloïde |iourrait avoir ses axes auircincm dispoM's que nous les considérons, et l'étre comme ceux des 
hyperboluïdes des équations (2j et [3J du n" 262; alors, pour obtenir leurs équations, on fera, dans les équations [2] 
et [.1] les bypotliès(‘S ci-dc.Hsu.s. 

Enfin, que a s 4 » c, l’équalioii fa] se ré-duit à : x* — y* — i* =» fl’4*c*. qui celle d’un hyperboloîde à deux nappes 
de révolution dont les trots axes sont égaux. 

266 . — Nous savons que l’hyperbole a des asymptotes (n* 154}; cousidéroiis les surfaces que décrivent ces droites 
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dans le mouveinenl des hyperboles génuralrices des hyperboloîdes. Kri premier lieu, dans rhyperboloîde à une iiap{M- 
de réïolmion (n* 2.13), res asyroploles dérrivenl un cône dont le sommet est au centre de l'hyperboloïdc, la base, un 
cercle à une distance infinie, et l’axe, celui de ta surface, lequel est per|»cndlculBire au plan du cercle de gorge dr 
celle surface. Ce cône est enveloppé de toutes parts j»ar l’hyperboloMie. 

Dans rhyperboloïdc à deux nappes de nWolulion (n® 261), le cône a aussi son sommet au centre, sa hase n« diffère 
pas du préc*^lcnt, mais il a [mur axe le grand axe de ret liyperboloide. lequel il enveloppe de toutes parts. D’après ces 
details, on voit oonuueni , dans ntyperboloîde i une naptio elliptique, cl dans celui & deux nappes, les cônes engendres 
par le mouvement des asymptol&s ont pour ba.se des ellipses. 


Desniptios hyperiololdca. 


MB. — PnEinER moc^OE, u’ArnÈs LEca.« éocatioss. — R ésolvez les équations des hj pcrboloîdes n®* 264 à 263 : 

ÔV*j* -h — fl*i»*i* szs ^ r*n* — = tV* ; 

»x* — a’fi'i' — « V'g» n»ip V< ; c*x* — a*»* — == fl»c* , 

par rapport k l'une des variables, (tar rapport h 2 , par exemple; car on doit toujours clioisir, pour la conmtodilé'des 
opérations, celle des variables sur Taxe de laquelle est placé un a\c de ta surfni-c qui ne la rencontre pas ; vous aurez ; 




4 W* f- «V* J* — 

«H’" ’ 

4Vx* — «V’ÿ* — fl*4V* 


;=±-^-V/r^x' 

J œ Jh -1- ^/f*x* — «*ÿ* 


-rV — frV»; 


Les axes des variables qui sont sous le radical rem'onircront les surfaces des hy|>crboloîdes k une nappe, lorsque ne 
seront rencontrées que par les axes des x les surfaces des hyfierboinîdes à deux napjtes. Si l’on se donne à volonté le» 
variables x et p, et que les valeurs assiginres à chacune d'elles soient pliun |»clites que les axes des hyperboloîdes qui st* 
confondent avec les leurs, il en résultera un rmlical imaginaire; c'osl-ô-dirc que les surfaces dont il s'agit n’auront 
ancun de leurs points dans ces régions. Mais si, pour l'hyperboloîde à une iiap|M.', une des variables x ou 9 atteint une 
valeur égale à celle de Taxe de la surface qui se confond avec le sien, on obtient deux points de cette surface, et ce sont 
ceux où die rencontre son axe. 

Pour les bypt^rhoioides à deux nappes, leurs points eoDimencenl à se montrer lorsque la variable s, sur Taxe de 
laquelle est l'axe des surfaces qui les reitcontrc, a une valeur égale à celle de cet axe. l^c radical, après ces limites, 
dcvieiil réel |>our l'hyperboloîde k une et ù deux nappes, cl les valeurs positives et négatives de x et jr s'étendront Jus- 
qu'à l’infini ; ce qui montre que les iiypt^rlmloîdes en générai sont des surfaces illimitées dans tous tes sens. 

367. — Deuxième raocÈoÊ, car uîs i>nnrftiÈTts oci sots oxt servi a thoiter les équations des HTi^ERStMoÎDEs, tas axes 
or CCS scREAcrs étant connus. — Les axes d'un hyp 4 >rboloîde sont connus, soit parce que ieui% longueurs sont domié«*s . 
soit qu’on ait l’équation de cette surface, car on peut toujours les déduire de ectie équation, eu y faisant successive- 


ment x = 0 , y — 0 ;x = 0 . j = 0 ;jr= 0 , ^ = 0 , comme on l’a vu |>oar l'ellipsoïde (ti® 350); mais il faut nunarquer 
que, pour les valeurs qu'on obtiendra (wmr chaque variable, dansées hypothèses, il y aura des variables dont les valeurs 
seront imaginaires, alors rela voudra dire que la surface dont ré<]uatioii est donnée ne rencontre pas les axes de l'es 
variables; néanmoins, ces valeurs, quoique imaginairejt. seront celles des axes de l'hyperboloîde, cl ils seront placés 
sur ceux de ces variablcô. Le môme fait a lieu |H)ur rhyperhole {n®* <59 et 178). 

Reprenons l'équation de l'hyperboloîde elliptique à une nappe {n® 254} : 

4W f aVy' — ii*l-*;* = a'àV. 
ei fais«ns-y d'abord x = 0 , j s= 0 . il vient : • ~ c»; 

c'esl-à-dire que l'axe r est placé dans la région vide renfermée par la surface de l'hyperboloîde que nous coiibidérons, 
nous savions déjà cela ; d'où l'im cundura que Taxe de reite surface qui est sur l’axe d<>s i a une longueur égale à 2r, 
puisque, de {«rl et d’autre de l'origine et sur l’axe des s, il faut porter des luiigueuis égales à c. 


Que X as 0. r — 0. l’équation se réduit à : y ss + ; 

et pour y=sO, 5 — 0, à: J' = + \/«*l 

c'est-à-dire que les axes des g et des x rencontrent la surfacede riiyperbuloïde, cliacun on deux points, entre lesquels. 
{M)ur chaque axe, est compriM.^ Ia longueur des axes do la surface : ib, 2 c. 
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Voyons pour l'hyperboioîde à deux nappes dont l’équation (n" 361} est : 

— aV*i* = 

Pour J = 0, tf 0, U \icnt : z =s + 

ot rel axe n’a pas de points de eoimnuns avec la surface, mais sa longueur est égale à 2r. 

SI j: = 0, i = 0, on trouve : y 

Cet axe ne rencontre pas mm plus Thypcrbolrnde, néanmoins sa longueur est égale è 3 

Enfin , que y - 0, i = 0, Il en résulte ; x ss + V~^ 
seul axe qui aboutisse à la surface et la touclie en des points éloignés de l’origine d’une quantité égaie à + a; donc sa 
longueur égoJe In. 

Actuellement , revenons à notre objet et eoiiecvmis qu'on veuille dessiner la surface d'une hyperboloîde eliiptic{uc à 
une nap[H‘ dont les axes sont : io = 16; 11; 1r=s8 (écii. n** 1); et eomtuc on est toujours maître de disposer 

les axes & son gré, nous nous en tiendrons À la disposition adoptée {n* 154), c’est-à-dire que nous placerons l'axe a de 
l'hyperboioîde cherebé sur l'axe des x. l’axe b sur celui des g. et l'axe r sur celui des i, de manière que (fig. 105) : 
AB = AI) = AD' = 6; AH = All* = 4. 

Il résulte de cette condition que bi surface de l’hyperboioîde sera coupée par les plans des ix et des îg suivant des 
liypcrboU^s, dont la première, MBN, M'B'N', aura pour demi-axes e » AH = AR' 4, « = AB = AB' 8; et la 
deuxième, aiD'O', «'DO, pour demi-axes, c =; AR = 4, fr = AD = A'D'= 6. On les décrira par les méthodes con- 
nues (n* 198), un ayant égard, pour celle du plan des zy, à l'obliquité apparente d«« axes z cl y. Celle opération ache- 
vée, pur tous les points E de l'axe des on mènera des parallèles ««', MM’, aux axes des y et des x ; ces droites cou- 
peront les hyperboles rbarnne en deux points, m, «' M, M', qui seront les quatre soinmcts d'une ellipse, et les longueurs 
EM >9 EM', Em, En', les dciin-a\cs. On décrira toutes les ellipses «m'MM' des axes ainsi trouvés, en ayant égard 
(n*> 190) à l'oMiquilé des axes, pour conserver à toutes les courbes ainsi trouvées la pers|»erUve sous lai|uellc est vue 
la suKace. Plus les elli|ks*'s seront rapprochées, plus le dessin de la figure de l’hyperboioîde sera exact. 

Passons à l'hytierholoide à deux nap|ics elliptique. 

Soient scs axes: 1o s; 20. 24=9 16, 2c = 11. 

Si nuu.s |davons l'axe a sur l'axe dos x, de unuiièrc qu'on ait AB = AB' = 10 (fig. 106) ; Taxe r sur l’axe des z, tcBe- 
meni que AE = AE' — 6 ; l'axe b sur celui des y, et que AD = .\D’ = 8, il est évident (n** 262 ), <|uc l'hyperboioîde 
cherché sera coupé. i«ir les plans des is et des ig, suivant deux hyperboles, dont la première, TBS. T'B'S', aura pour 
demi-axes n — 10 = AB, r := 6 = AE; la Kecuiidc, L'BII, EB'II', «= 10 = AB, 6 = 8 = AD. On décrira ces hy|ierboles 
en ayant égard, pour la dernière, à l’obliquité apparente des axes x et y. 

MaiiiUMiani, si. ;»ar tous les points H, H', de l’axe des x, plus éloignés du centix: A que les distances AB, AB', on 
mène des parallèles bm', m«', dit', kh\ aux axes des 5 et des ÿ, elles couperont les hyperboles trouvées préfédcmincnt 
rlianmc en deux }M>ints : n, a'; «, u’; i, 4' ; h, h\ et les quatre points a, a'. », comme les quatre autres d, d', h, k‘. 
sont les quatre soinniels de deux ellipsies, dont les axes sout, pour l'une, «»', mm', et pour l’aiKre, Hd' hh‘. On décrira 
ces cBipSl^s cùiirunnéinent à ce qui a été dit (n“ 190) par rapport à des axes obliques, et plus les centres R, R', des 
dlipscs ainsi déterminées de part et d’autre de l'origine des coonioimées senmt rapprochés, plus le dessin de la figure 
de l’hyperboioîde à deux nappes comportera d'exactitude. 

On appliquera les méines méthmles aux byperboloides à une cl à deux nappes de révoiuiioii. 

268. — TRMfSTèuf: nu><:£t»& : DESfJurTius ües uyi'iJiiH>u>ïo£s ai' auvEx ucLCtiis sectioxs MtaitUENNius . <u>sxaissjlxt les éoca- 

TIOSS UE CES StftFACFJ». 

Nous entemlons toujours par sections méridiennes les scctious faites, dans une surface du second degré, par un plan 
lia.ssaiit par son grand axe > n* 235 ' ; mais, pour rityiierboloîde à une nappe, ce sont des plans pcr|»endiculajre$ au plan 
qui contient la courtN‘de gorge de cette surface (n” 25.3) qui fournissent des sections méridiennes. 

/• ItetcriptioR de J*Aÿpcr6o/olde à une nappe etliptiqne. — Nous conserverons à la surface de cet hyperboloîde la dispo- 
position que nous lui avons donnée (n” 167', et nous $up(>oscroits, comme dans le numéro cité, que 2a = 16. 16 = 12, 
2c = 8, et l'équation de i’hy(H>rbuloîde qui nous occupe sera, après quelques simplifications (n** 251] : 

9x'-4-16ÿ' — 36i*=576. 

Les hyperboles MBN’, M'B'N, et m'DO, «D O' {fig. 110., sont tracées conformément à ce qui a été dit [n« 267); 
reste à trouver les sections méridiennes de eet hy|>erboloîde. Les plans sécants qui doivent les produire seront per- 
peudiculaircs à celui des xy et passeront tous par l'axe c ou t. L’équation de ces plans est de la forme : y = ox. 
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Supposons que « = 4 ; HiyperboloIOo sera coupé par un plan dont réqtuainu sera g ti dont la trace, sur le plan 
des XJ, sera la droite EK'. Remplaçant g jwir sa valeur dans l'équation de la surface, il vient : 

25x’ — :ifi ;■ ^ ‘)76. [fl] 

pour équation de Lu projc^ctioii de rînterse<‘tion (n* 251) sur le plan des iz. CIcU posé, toutes les sections méridiennes 
auront pour axe couimuu Tanc r de l'hypcrboloidc, et il n'y a d'inconnus que les autres aac« de ces sections, lesquels 
doivent être dans le |ilan des xg, et leurs projections sui‘ l’ave d»« x. Or, ces projeeliuns sont égales à la distance com- 
prise entre les abM'isses des points d’interscrtion de clinqne courbe de projection des sections méridiennes sur le plan 
des ^ avec Taxe des j; ainsi, pour res points, on les detenninepu [i>» 177) en fais-int ; = 0 dans les équations [«] des 
projections des courbes, et l'on aura : 

JT= ± -J_V/37B =± 4,8; fl'où: J-=.\I‘ = 4.8, j = AP' = — 4.8; 

et les points P et P' sont ccu\ où la projection de rinlcrMvtiun etmpe l'axe desx; donc la projection de Taxe cherché 
est (n" 29) PP'. Par les points P cl P', menez des pui'atlcies PK, PK', à Taxe des g ; elles couperont la droite EE' en 
deux points E et E', tellement que EE' sera le grand axe de riiiterseidion , laquelle on dés‘rira dans le plan sécant avec 
les axes RR', EE', et ce sera une hyperbole* coiiime le nianif4«tr l'équation de sa projection. 

On déterminera de la même façon le.s sections méridieMn<*s de riiyperh<doîde à une iuip{ie de révolution. 

Dr t’hgprrbohiile à deux oappts. — Celte surface étant dijqiosée à l'éganl d«« plans rourdomiés comme au n“ 2<H, 
les axes donnés seront aussi : 2fl » 2 6 = 16, 2c ss 12, cl elle aura poar équation (n® 262 '• : 

U4x'— lOOi*— 225y*= U,400. 

Les hyperboles TUS, T'B'S', l'BH, (fig. H 11, ont été décrites suivant ce qui a été dit dans le numéro cité. 
^ oyons maintenant |K>ur les setiion» méridicniies. Elles auront tontes pour grand axe celui de la sui-facc, c'est-à-dire 
BB' «2a; reste à üiicrmiiicr leur deuxième axe. Tous les plans sécants méridiens ilcvronl être per{K^ndiculaires à celui 
des ig et pas.s<T par Taxe des z; les équati4)iis de ces plans seront renfermées {n® 177) dans l'équation : « ay. 

Concevons que a == I, l'équaliun du plan sécant 8<*n» : i = g, dont la trace IlH'snr le plan des-jf est celle sur laquelle 
doit élre l’axe cherché. Pour avoir su longueur, remplaçons z j»ar sa valeur dans réquaticm de lu surface, il vient ; 

Uix*— 625y*=: U,400, 

pour équation de la projection de rintersection sur le plan des zg. Faisant ÿ — 0 dans celte équation, on a : 

» = ± 4/=‘44,40Ô = + 4.8 ; 

c'est-à-dire (n® 197; que la couriie de la projei'tioii ne rencontre pas l’axe d<*s g, mais qu’elle a son grand axe .sur lui. 
Or, la longueur de cct axe est PP', puisqu’on a : AP « AP' « 4,8; 

Et il est la projection de l’axe cherché de rintersection; ainsi (n® 29), si, pur les points P, P', on mène des paral- 
lèles HP, IIP', à Taxe des z, elles cou}>eront HH' en deux {loints. Il et H', et la droite HH' sera le second axe demandé, 
avec U^iiel et celui BB' on décrira l'hyperbole, section méridienne, en ayant égard à leur obliquité. Cet exemple suflit 
|K»ur montrer comment on trouvera autant de secikms méridiennes qu’on voudra de riiypcrboloïdc elliptique à detix 
nap|H^$. Iæ même chose pour rhyperboloïdc de révolution. 

.Vkticle IV. Pei yiraboloties. 

R68. — Nous avons dit (n® 2311 qu’il y avait deux paraboloïdca distincls, e’est-à-dire le paraboloide elliptique et le 
paruboloïde hyperbolique; on peut encore ajouter le paralndoïde de révohiikm. Nous considérerons ces trois surfaces 
et nous donnerons leurs équations. 

4® Du PAnABUi.oÏDc DE RÉToirTiox.— CeUc surface est engendrée par le mouveeneiit d'une parabole autour de son axe ; 
mais comme chaque point des branches de ccUe parabole, par s<Mt mouvcmeiil, d^rit une circonférence de cercle, 
toutes les sections faites dans la surfai'e du paraboloide de révolution par des plans perpcndicnlairc.s à son axe seront 
des cercles. 

2® De PARxaoLuïoe EJAimgi E. — On peut concevoir celte surface engendrée par le mouvement d une parabole variable 
de paramètre le long d'une autre parabole d'un (laramètrc donné, mais plus grand que le plus grand paramètre que 
pourra obtenir la parabole génératrice, ou bien plus petit, autrement il résulterait un |«raboloMle de révolution. Ces 
deux paraboles, la génératrice et la directrice, auront toujours leurs plans perpendiculaires, et l’on prévoit qu'il arri- 
vera un moment où la parabole génératrux' .*»c réduira à une ligne droite. 

U 
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Pour rendre ceU plus intelligible, concevez que. sur le pian des xy. on ait tracé une parabole dont le sommet soH à 
rorigiue des coordonnées et ait pour axe Taxe des x ; placez, sur le plan des :x, une autre parabole dont le sommet 
soit aussi à l'origine des coordonnées, mais qui ait un |tarain^tre plus |>etit ou plus grand que celui de la première; 
i’uuc et l'autre devront avoir leurs branches tournées du même cété, aussi ont-elles toutes deux i>our axe Taxe des 
abscisses positives et se cou|>enl à angles droits k leur soiiiiuel respectif, ainsi que leurs paramètres sur Taxe commun. 
Cda posé, si l’on fait mouvoir le plan qui contient la deuxième paralmie dans le sens des y négatifs, pois dans le sens 
des y positifs, parallHement h lui-mème. le paramètre de cette parabole, dont le sommet doit giisMT le long des bran- 
ches de la première, diminuera .Huivaiit une loi qu'il est facile d'apprécier, et la parabole, |»ar ses divers changements 
de figure, cngeiulrcra le parabolQÏde elliptique. Cela est évident, car le paramètre de la parabole mobile et celui de la 
parabole directrice étant inégaux, il s’ensuit que, si l’on coupe le paraboloïde par im plan per|H>ndiculaire à sou axe, la 
section sera une ellipse. C'est de cette propriété que le paraboloïde dont nous nous occupons tire son nom. 

3* Dt pAaisoLoïPE nvreanouoi r.. — La génération de celte surface s'opère d'une manière pour ainsi dire opposée fi 
celle du paralM)lotde elliptique. En effet, supposons une parabole d'un paramètre quelconque tracée sur le plmi des xy, 
ayant son sommet à l'origine des crmrdonnées, et pour axe l’axe des x; ses branches seront dirigées dans le sens des 
abscisses positives. Imaginons actuellcnicnt une autre ;»arabolc d’un paramètre quelconque, décrite sur le plan des zx, 
qui ait .son sommet k Torigine des coonlonnées, ses hranciies tournées du edté des x négatifs et dont Taxe sera aussi le 
sien. Faisons mouvoir cette parabole parnlIMcnient à cllc-méme dans le sens des y négatifs et dans celui des positifs; 
son sommet glissera le long des branches de la première parabole, et dans son ntouvement, pendatif le<|uel die ne de^ra 
pas changer de paramètre, elle engendrera le pariiholoïde dont U est question. 

Si l'on a bien rintelligence de ce paraboloïde, on comprendra aisément que la section faite dan.s sa surface par le 
plan des sy sera deux lignes droites qui se couperont à l'origine ; que toutes les sections par des plans parallèles au plan 
des «y seront des hyperlmles qui auront |M)ur premiers axes : celles qui sont placées dans la région des x positifs, des 
droites luirallèles à l'axe des y ; et celles placées dans la région des x négatifs, des parallèles à l’axe des C'est de 
celle propriété que la surface tient son nom. 

27#.— Occupons-nous maintunaiit de chercher les é<(uations des paraboloîdes que nous venons de d«^igner. Les deux 
premiers sont renfermés dans une seule équation, celle du paraboloïde elliptique; ainsi, pour avoir l’équation de ce 
paraboloïde, rappelons-nous la manière dont nous avons conçu qu'il pouvait être engendré, et nommons 2F le para- 
mètre delà parabole du plan des xy, 2 p celui de In paralmie du plan des ix, les éijuation.s de ces paraboles seront (n° 161): 

l*=î2Px; i' = îpx; 

et puisque toutes les sections faites dans le paraboloïde elliptique par des plans parallèles à celui des zy sont des ellipses, 
un peut concevoir que le paraboloidc soit eiigeiMlré par le mouvement d’une ellipse dont les axes seraient variables de 
grandeur, le plan consUmmeut pcrpeiidiculairv à l’axe de la surface et sur lequel elle aurait son centre. Il est visible, 
d'après celte génération, que les deux extrémités du grand axe de l'ellipse mobile glisseront sur les brauclics de la 
parabole du plan des xy, et les deux extrémités du petit axe sur les brandies de la parabole du plan des ix. 

Plaçons le plan mobile qui contient l'ellipse mobile à une distance de l'origiiie telle qu’on ait pour équation de ce plan : 

x^l\. 

Mettant pour x sa valeur dans les équations des paraboles, U vient : 

y* = 2 PH; i>=2pR, 

coordonnées des points d'intersection de i’eUi|ise mobile avec les paraboles qui ont coopéré à la génération du parabo- 
loidc. Il est certain que les valeurs de ces coordonnées ne sont autre chose que les demi-axes de l'ellipse mobile ; son 
équation sera donc : 2pRy*4- * PRi* = 4H’Pp; ou bien : py*-|-Pi* = 2RPp. 

Or, le lieu de toutes les ellipses ainsi construites est le paraboloïde elliptique. Klimioant H entre colle équation et 
celle du plan, x = H, nous trouvons : py* + P.* s= 2xPp, [1] pour équation du paraboloïde elliptique. 

Si nous eussions placé l'axe de cette surface sur celui des z, nous aurions trouvé pour son équation : 

Py*4-px*=î;Pp. [i] 

En le mettant, au contraire, sur l'axe des y, il vient : 

Px» + pj’ = 2yPp; [3] 

d'où l'on eoncliit que chaque variable a pour coetficient le produit des paramètres qui sont sur les autres axes, lors- 
qu’elle est au preuùer degré et dans le second membre ; mais lorsqu’elle est au second degré, elle est inalti|diée par le 
IKiramèlre qui est sur l'autre axe. 


Digitized by Google 


— <07 — 

171 . — Que r = >1 dau£ l’équalion [1], il en résulte : équation du paraholoîde de résolution. 

La même hypothèse dans les équations [8] et [3] les réduit à : jr* H- -r’ ^ 3 ; .r* -H ~ 8 yp. I.a première appar- 

tient à lin paraholoîde de révolution dont l’axe est Taxe des s ; la deuxième, h un paraholoîde aussi de révolution dont 
Taxe est celui des f . 

171 .— V enons au paraholoîde hyperbolique. Laissons les imraholes directrice et génératrice rmninc nous les avons 
disposées {n* 869); l’équation de la première sera *. 21^. eu sup|>osant son paramètre égal è P. I.4i deuxième 

ayant un paramètre égal à p, aura pour équation î s* ss — ipx, puisque c'est une propriété du paraholoîde hyperbo- 
lique qu’étant coupé par un plan )>arallMe à celui des :s, la section est une hyperbole. Il s’ensuit que, si l'on suppose 
que l’équation de ce plan est x s= s, il coupera la parabole du plan des xy en deux points, qui seront les sommets d’une 
hyperbole et dont les ate-s seront donnés par les équations ci-dessus. 

Si l’on remplace ;r par sa valeur, U vient : y* = îpa; -• = — îpi; 
et pour équation de riiyperhole de la section : 

2 Pau’ — 2 i»ÿ' = — ( pP«’, ou : Pi* — py’ = — 2 pP« ; 

et le lieu de toutes les hyperlKilcs ainsi construites e.st le paraltoloïde hyperbolique, dont on aura l’équation en rempla- 
çant. dans celle dernière. « pur x, c’est-à-dire que : Pi* — py* = — 2 pPj, est l'équation cherchée. 

Le signe du second membre n’est pas le même dans le ras où la parabole direclrice, ayant son sommet à l'origine, a 
ses branches dirigées dans le sens des x négatifs. 

Descrlptin des yarskloldes. 

171 . — Pkkiiicb mocÉoÉ : pas poikts d’après leciis éqi'atioss. — Dn parakoto'uir df rdvolntioit et lîu pamkoloidf ellipliiivt. 
— Résolvez leurs équations : y’-f- 4* = îpx, pj’ri- Pi* — 2xPp, 

par rapport à l’une des variabl&H, donnez-vous à volonté les deux autres, et pourvu que la valeur de xsoit toujoui's 
positive, vous pouvez compter que vous obtiendrez des points de la surface que vous considérerez ; dans le cas contraire, 
les résultats seront imaginaires; ainsi, les paraholoîdes désignés s’étendront indéflniment dans le sens des x positifs, 
ils u'auront aucun point dans le sens opposé. 

UciXIKHS PROCÉDÉ : d'aPRÈS les propriétés QCI KOi'S Oter SEfin A TROCTER LRCnS ÉQLATntSS, «AtNNAtSSAS'T LES PARA>£TRCS DE 
exs scRFACCs. — On sait comment (n* 267] on calculerait ces paramètres, si des équations étaient données. Il est facul- 
tatif de disposer ces paramètres comme on l’entendra, c’est-à-dire que les inirabules auxquelles ils appartiennent 
seront dans les plans coordonnés que l’on choisira. Nous leur conserverons donc les places que nous leur avons fixées 
déjà (m* 270 i, et elles seront les sections principales de la surface. Cela posé , on décrira ces paraboles |>ar les moyeu> 
comius (ii“ 246), en leuaot compte de l'ohliquité apparente des axes des x et d<« y (n* 248), car le paraholoîde doit 
être vu en perspective dans le dessin. Par tous les points de l'axe des x positifs, on mènera des parallèles aux aulro 
axes; elles couperont les paraboles dont il vient d'étre parlé rhaeuiic eu deux pointa, qui seront également éloignés des 
points de l’axe des x par lesquels ont été menées les {larallèles. si les paramètres sont égaux, et alors le paraholoîde sent 
de révolution; mais ces pointa seront inégalement éloignés pour le paraholoîde elliptique. .Xinsî, daos le premier cas. 
les quatre points sont d’un cercle, dans le second, ils sont les sonimols d'une elli|ise; ou décrira ces courbes par les 
procédés connus. 

Voici une application de ce qui précède. Soit (fig. 407/ :2p«l2; îP=s46 (ôcb. n® 2). 

La parabole HAU, sur le plan des ry, a pour paramètre 2 P, et celle TiVS, du plan des sx. a pour paramètre 2 p. I^r 
les points P, R, L, ayant mené des parallèles MO. QN; Da, K»; TS, HU, aux axes des s et des y, ces parallèles cou- 
pent les paraboles dans les plans desquels elles se trouvent en deux points : M, O; Q. N, etc., et les droites .MO, 
QN. etc., sont les axes des ellipses QMNO, KDwn, HTL’S, qu’on décrira connue il a été dit. Plus les centres P, R. L. 
des ellipses ainsi déterminées seront rapprochés, plus le dessin de la figure du paraboloîdo sera exact. 

Pour un paraboioîdc de révolution, do»il les paramètres des «w^lious principales seront : 2j»=* 2P — 42, on dessi- 
nera sa figure, n® 408, en observant de décrire les cercles, dont les centres sont en P, R, L. en rapportant leurs points 
à de.v axes obliques, parallèles à ceux des i et des y, comme l'exige la pers|)eclive sous laqudJe est vue la figure du 
paraboioîdc, et ces cercles ressembleront à des ellipses. 

Troisîme procédé : ac motev des sectioss méridiu(nes. — Les paramètres donnés sont, comme dessu.s ; 12. 

2P s 46, et l’équation du paraboioîdc elliptique sera : 3y*+ 48 x. 
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Les pnraholeK TAS, HAU (lig. H2), ücs plans des :a et des ;jr, ont été décrites coiiiiiie on l'a dit. Tous les pians 
Mk'Aitts passeront par l'a\e des s et seront perpendiculuires au plan des sjr ; ItMira éipialions seront renfermées dans : 

i = flj. 

L’axe Aj; sera celui de toutes les paraboles des sections méridiennes, et il n'y aura d'iiicoiuiu que le paramètre de res 
paral>ole$. 

Pour les trouver, supposons que a = 1, on aura pour équation du plan sécant : ; = y. Heinpiacant » par u valeur 
dans l’équation de la surface, il vient : 



équation de la projection de la courbe d'iiiterMN'tion méridierme sur le plaît des xÿ. 

Il est évident que le paramètre de riqie cmirl>e est la projection du paramètre de i'iiUersection, lequel doit être sur 
line |»araltck‘ à la trace RR' du plan sécant sur le plan des :g. Pour avuir sa longueur, il faut conslruirc le (taramèlre 
de la parabole de projeclioQ. Happdons-nuus : 1* que le paramètre d'une parabole ii* Itil est l'ordonnée de cette 
courbe qui passe par le foyer; 2" la propriété de celte courbe, que chacun de ses point* est k égale distance de 'sou 
foyer et de sa directrice. Or, cette directrice et le foyer sont éloignés du smimiel de la jiarabole d'une quantité égale 
au quart de .son^iaraniètre; donc, le foyer de la parabole de projection sur l'ave des x, et celui de rintersection dont 

il est la projection, se trouveront sur cet axe et éloignés de l’origine d’une quantité égale à : = <,7U, puis4|uc 

ttt 

est égal au paramèti'c de la parabole de projection ; ou aura donc : AI) — l,74i. Par le point 1), meuez la paral- 
lèle KK' à BR' : c'est .sur celle droite que doit être le paramètre eberebé de ta iMtralmle méridienne. Par le même point D. 

iR 

menez U/ pjirallèle à Taxe des y, et sur cette droite, prenez DI.= I)L' = — 3,4îR : la droite LL' sera le {>ara- 

mèlre de la projection. Menant cnün, par le* points L, L\ les droites LK, I/K', parallèles k l'axe des i, elles rencon- 
treront la dn>ile E£' eu des points K, K', et KE' sera le paramètre de la sccUoii méridienne, avec lequel et l'axe Ax 
on décrira cette section , eu ayant égard à l’obliquité de ces droites. Ainsi de suite pour les autres sections méridieimcA. 

•eicrifiiai éa ytnkololie hjfyerbali^c. 

Ï74. — pRuiEfi raiicÉüÈ. — Ré.soivcz réqualion : IV— pji’as — iPpx, de cette surface par rappoii à l'une des 
variables, et donnant toutes les valeurs possibles, négativ«i ou positives, aux deux autres, vous aurez toujours des 
points du paraboloîde. 

Dkvxikue crcmj^.oé. — Puisqu'on coupant ce i^raboloïde par des plans parulli'les au ;dan des : y , on a des liy{H’rboles 
■ n* SGdj, U est évident que si , après avoir construit le* paraboles qui, coiijoinleiiient,out engendré la suii^cc, ou mène, 
(Mtr les points de l’ave des des parullMcs aux axes des i et dea y, il n'y aura, du cété des abscisses positives, que les 
parallèles à Taxe «les y qui rcuconlreronl le paraboloîde, et les parallèles à Taxe des z seront indêlcrminéos, c'est-à- 
dire que les longueur* des aves des by(ierboles «[iii doivent être sur elles seront inconnues. Du edté des abscisses néga- 
tives, des ;iarallèles menées, par le* }M)inls de l'axe des x, aux axes des z et des y, il n’y aura que celles à Taxe de* s 
qui rencontreront la surface ; donc, les axes des hyperboles qui doivent être sur les parallèle* à l'axe des g sont indé- 
terminées; ainsi, la méthode que nous avons employée pour les autres surfaces est ici iusuflisonte. Il faut avoir recours 
à l'équation du paraboloîde qui nous occnpc, car, en combinant son équation ave«! celle des plans sécants parallèles au 
plan des ig, on déiermioera celles des sctHioiis, desqucllcis déduisant la longueur des axes des courbes, on décrira 
f«dlcâ-ci. 

ConccvoEis que les paramètres des sections principales par les plans des zs et des :y soient ; ÿp ss 12, 2P =s 12 
(éch. U® 2); réqualion du |Mirabol«>ïde sera (n* 272) (lig. 109) : 

6i* — 6ÿ* — — 72x; ou: i*— — 12x. 

Les paralioles (AS, r'AL', étant trncikn en conformité des principes c«iimu*, conpoii* la surface par des plans paral- 
lèle* à celui des iy cl dont les équations soient : x = 5 =: AP, x ^ — 5 ^ AK. 

Substituant successivement pour x scs deux valeurs dan* lequation du (»arabuloîdc, on a, en premier lieu : 

CM), 

éi[uatiou d'une hyperbole équilatère (n** 158) située dans lu région des x positifs; or, comme les axes de cette courbe 
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S4}iit <-^] 2 aux, lon^MUiirs 5«ront épAies à l'intervAltc compris entre les |•nints N, L, où U (race du preimtT |dAu 
M^cant sur le plan des coupe la parabole (AS; ainsi on aura : PM = PH = PI. -s P\. 

En second lieu : i*-— ÿ* = 60, 

el fctle hy|M»rbole, situ^ du cAttf des ahscijacs népalives, e*l épalc à la prc*mltre, en sorte iju ayanl délerniinê ses axes 
comme on l’a rait (»our la précédente, on aura ; P'M' - P'H’ = P'L' = P'N'. 

Mais il faut Taire attention <]ue, dans ta preiuiÈre, Taxe jf ou NL est celui qui rencontre la surface, tandis que, dAtl^ 
le se<'Oitd, c'est Taxe ou ll’M'. On décrira ces tiyperlMilcs en ayant égard à robliquité de leurs axes. 

D'apr6.s res résultats, si, par tous les |K>int5 de l’axe des i, on mène des parollèU*» aux axes des ^ et des jf. et i|in', 
sur chacune d'dlcs, on prenne des points «paiement éloigné.s de ceux de l'axe des x par leMjuels ont été menées ct^ 
parallèles, et d’une quantité égale à celle où l’une d'elles rencontre les sections principales de la surface : les tUidanct^ 
entre cea points fermtl comialtre les longueurs des axes des hyperboles. 

La raison par laquelle les sections du (laraboloïdc hyperboUque sont des liyperlMih'S équilalcres, est que les para- 
mètres des luirahnles d4‘s plans des ^ et des xjf sont égaux; mais s'ils cussc'iit été inégaux, on aurait eu pour sections 
des hyperboles ordinaires ou à axes inégaux. 

975 . — Tu^oaène. — Des deux surfaces du second degré qui n'ont \kis de centre, le itarahoinldc hy|»erl)tiiiquc, mi 
plan gauche, et le paraboluïdc elliptique, le premier peut être engendré de deux manières par une droite mobile. a.vgi- 
jétie à s'appuyer sur trois droites fixes {larallèles à un même pian. 

Nous démontrerons ce théorème de deux manières : par la synthi'sc et |Mir l’Hiialyse. 

Soient (fig. i59) Ar, A'V', deux directrices du paraholoîdc liV|>crlioliqiie; AA", er". deux di'oiles de celle siirfan- 
qui coupent les directrices, Tune aux [>oints A, A", l'autre aux points e, c'\ snminels d’un quadrilatère gamdie AA"c)’ 
Prenons |>our plan coordonné le plan des deux ct^tés ce" . A"c'\ de ce quadrilatère. Les plaii.x menés par les droites AA". 
Ar, l'un parallèle ù la droite rc", l'autre parallèle à la droite e"A". se eoiiperoiit entre eux suivant une droite .Va , cl 
lenrs traces A"o. m. sur le plan coordonné, compnMulroiit im paralléhtgrHmmc rc"A"a. l'n plan queUonque HW b. 
parallèle aux deux droites AA", re", aura pour trace, sur ce plan coordomié, une droite telle que B"è, parallèle à rr' \ 
cl dirisera le parallélogramme cr"A"a en deux autres, cr"B"è, A''B"oè. Ce mémo plan séparera du triangle cAo un 
triangle scmblahle rllè. Cl contiendra la droite BB ' du plan gauche, qui est de la même série que tes droites de celte 
surface AA", rc". 

Cela posé, il s'agit de démontrer qu'un plan quelconque r'A'a', parallèle aux deux directrices jVc, A"r", cou|h* le» 
ilroites AA", BR ", re", en trois |K>ints A', B', c', qui sont en ligne droite. En ctr<‘.i, sa trace cV sur le plan coordonné 
sera évidemment parallèle aux droitcsr"A", ni; ses intersections A'a'. B'è\ par les plans {parallèles .VA"a. BH"è, seront 
parallèles entre elles, et sépareront des trois triangles A"Ao, cAa, B 'Bè. d'autres triangles respectivemeut seinblahlc<^. 
qui donneront les proportions : Aa * A’a^ * * A"a ’ A"a’ * * B"è ‘ W’b* || Bè [ B'fr' ; 
nn, supprimant les deux rapports intermédiaires : Au ‘ Bè ** AV * H'è’; 

. A« A'a^ m c'a' 

on a donc : = - b'ï>- = ' 

d'où U suit que les trois points A', B', c\ sont en ligne droite; donc, tout (dan parallèle à deux côtés opposés du qua- 
drilatère gauche A'Vc" coupe le plan gauche en ligne droite. 

Decxiênf. oÉMossTiuTtos, FAR l'asai.tse. — Le paraboloide hyperbolique ayant pour équation n* : 

-2 — îppx; ou, ce qui est la inèine chose : Pi’ — P9*— îpP-c. [tj 

on le suppose eugeudré par une droite dont la prù]eclion sur le plan des xg a pour équation : 

x=aÿ f'P. [2] 

.Substituant cette valeur de .r dans [I], celle équation devient : 

-’ = -f-(»’ + îP^ + îPs!- [J] 

Si celte équation appartient à la projection de la génératrice sur le plan des ig, il faut que le second membre soit 
nn carré parfait, ou qu'on ait : 

Pa* 

PV = îf% ou: 

ce qui donne, en inctlaul à la place de ^ sa valeur dans [î] et [3) : 

x = ^=±!» t l'.l \/ f ; 
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d'où ii suit que le paraboloide hyperbolique peut ôtre engeiw]r«‘ par une droite de deux manières. Üa^is la première , la 

;:éiiératrice aura pour équations ; 

j = i = (k4- Pi) 

«Uns la deuxième, ses équations seront t 

•^ = »ï 4- i = — (y-fPa}\/-p • 

l.e coefficient de ÿ dans réi|uatîmi : ^ — it (ï + ***) 

ite contenant pas la variable a, toutes les droites du premier mode de génération sont parallèles au plan ; 

-<v^. 

et les droites du second système sont parallèles au plan : 




Celte propriété du paraboloide le distingue de l'hyperboloïde k une nappe, sur It^uel on peut aussi traiter deux sys~ 
téines de lignes droites; mais, |JOur celte dernière surface, il n‘y a que deux droites qu’on puisse mener parallèlement 
k im plan donné, et l'on déterminerait la direction de ces droites en menant, par le sommet du cône asymptotique 
(q* i65] un plan parallèle au plan donné. 

r». — Pour s’assurer que les équations : 

i = J = ± (il + P») l/-pr. 

ippariieniiciit à des droites génératrices du paral>oloîde, on éliminera «, qui rorres]tond i mie position détenninée de 
1a génératrice; le résultat de l’éliminalion sera l’équation du paraboloide : P«* — py'= iPgi’. 

Changeant le signe dcp.le coeffieient ^ ^ de y est imaginaire, ce qui prouve que le paraboloide elliptique ne peut 
pas être engendré par la ligne droite. 

S77. — Les paraboloides que nous venons d'examiner sont des surfaces dépourvues de centre; elles u'onl pas trois 
axes, comme les autres surfaces du .second degré, mais un seul, et les |»aramètres des sections principales tiennent lieu 
des deux autres. 


ifpeidicc MX srtictes frécééeiM. 

378. -"TuvoRÈaii:. — L'ellipsoïde, l'hyperboloïde k une et k deux nappes, et le paraboloide elliptiqne, sont des sur- 
races qui peuvent être engendrées de deux manières différentes, par un cercle variable de rayon, dont le centre décrit 
un diamètre de ces surfaces et dont le plan reste constamment parallèle à lui-inéine. 

On a vu comment ces surfaces, lor.squ'elle.s sont de rétolotîon , peuvent être engendrées par le mouvement d'un cerck* 
\ariable de rayon, Ici, nous ne le.s considérerons pas comme telles, c’est-è-dire que nous ne nous occuperons de ces 
surfaces qu'en tant qu elles ne seront |»a.s de résolution. 

Pour démontrer le théorème proposé d'une manière générale, nous snppoKenins que l'équaiton : 

pj^-)-P'ÿ* + ri»= I, 

renferme toutes celles des surfaces du second degré qui ont un centre ; et il sera toujours facile de in ramener à la forme 
qui convient è chacune d'elles, puisqu'on sait quels signes doivent avoir les coefficients P, P', P”, pour l'une plutôt que 
(K)ur l'autre, et que noms avons supposé que : 



Concevons une sphère cuncenlriqiie à la surface du second degré et rapportée aux mêmes axe.s; l'équaiion de celle 
sphère ( n’’ 232 1 . d’un rayon r. sera : x* -4- j’ -f* ;* =s r*. 

En coupant ces deux surfaces par un plan quelconque passant par roriginc des coordonnées, l'mie des sections est un 
cercle, l'autre est en général une courbe du second degré; le plan qui coupe les deux surfaces peut être dirigé dr 
manière que les deux sections soient circulaires. En effet, soit : 

; = Lx-f- Mÿ, 
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réqualion (n** 4U) da plan coupant. Si l’on met pour 2 sa valeur dans les équaliotus de la surface et do la sphère, le» 
projections des deux sections (n* 460) sur U: plan des xy auront pour équations : 
jt 4 _ L») 4 - ji (( -f- M*) - 4 - 2 LMxÿ — r’ = 0; [4] x* (P 4- L'P') + (r + M*I* ' ) + 2 1.MP'xy — 1=0. {2] 
Identitiant ces équations terme à terme. 011 a : 

l-i-M* _ P'^ M*P" LM _ LMP' r* _ I 

4 4-L» P‘VL»P^ * ^ ^ 4 4-L* “ P + L*P' ‘ |4_l* “ P-f-’l.'P'^ * 

Il est évident que It^ valeurs de L, M et r, tirées de ces équations, déterminent la position d’un plan qui ('oupe lu 
sphère et la surface du second de^ré suivant le même cercle. 

L’équation [ 4 ] donne LM 0, autrement on aurait : P" = P = P', r’cst4i'dire que la surfa<‘e du second degré se 
ronfondrait avec la S(d)ère. De l’équation LM = 0, on tire L = 0, ou M ^ 0 ; supposons d’abord M = 0. les équations 
i. 1 l et donnent : 

<-v'7=y. ’-vT 

Kgalaiit à zéro le second facteur L, on trouve : 


M = V 


F— P 
P — P^ ♦ 



Dans l’une ou l'autre hypothèse, la quantité L ou .H a dcu\ valeurs, ce qui prouve que U surface du second degré 
peut être coupée suivant un cercle par les deux plans : z = ^ Lr . ou par les deux plans : 2 = 4; My, les uns p«r|>eiH 
dicuUires au plan des ix, et les autres perpendiculaires au plan des ly. Lu choix de l'un ou l'autre système de plan 
dépend de l'hypothèse que l'on a faite sur les grandeurs relatives des quantités P, P', P". Or, nous avons oomnu' a, 4, r. 
les demiHixes principaux, et nous avons supposé a > 4 > c ; donc, d’après ce que nous avons dit ci-dessus : 


P SS — L<P's= _*.<P’ SB 

Maintenant, les quantités P, F, P"', étant positives pour Tdlipsoïdc, les valeurs de L et de r qu’un obtient en faisant 
M = 0 sont réelles. La valeur de .M qui résulte de l’hypothèse L = 0 est imaginaire; d'où U suit que, f>our relli|wo»de. 
on doit prendre le système des deux plans représentés par les équations : 2 = + Lx. 

I.es quantités P et P' sont positives pour l’hyperboloide à une nappe, et la quantité P" est négative. I.es valeurs de L 
et M deviennent : 




P"— P, 




p'^ p 
P+P" ■ 


La valeur de L étant imaginaire, et celle de M étant réelle, il suit que, vies deux facteurs de l’équation LM = 0, on 
doit supposer le premier L = 0, et prendre pour M et r les valeurs : 


- ^=V^- 

Ce qui distingue l’hypcrboloide à une nappe de l'hypcrboloïde à deux nappes, e’est que, pour cette dernière, P étant 
IMisitif, P' et P'" sont négatifs. Les valeurs de L et M deviennent : 


- V- 


(PTF; 


PH- P" 

Cette dernière quantité étant imaginaire, cUe doit être exclue; et, en supposant .M ^ 0, on a : 
A cette valeur réelle de L, correspond, pour r, la valeur imaginaire : 


ce qui indique que l(^ plans : 2 = + Lx, sont dans l’espace qui sépare les deux nappes de l’hyperboloide. Il faut donc 
prouver qu’un plan parallèle, 2 = Lr H- N, aux premiers, pourra couper cet hyperboloïde suivant un cercle. 

Quel que soit ce cercle, on peut le regarder comme rinterscction du plan : 2 = LjrH>N, et de la sphère : 

ainsi, substituant dans celte équation de la nouvelle sphère et dans celle : Px*— P'p»— P^î*» de niypcrlwIoKlc à 
deux nappes, pour 2 . sa valeur, U vient : 

x*(4 4 -L*)H-ï’H-2x{LN — «) — 2ppH-N’H-®’H~f»* — r*= 0; [a] 

X» ( P — P"L*) — v’ÿ* — î LNrx — N*r — 4=0. [4] 
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fiii'iiitifiant terme k terme les équations [<ij et on a, pour déterminer les quantités N« r : 

“T^r ^ — pJ’pi;. ’ ? = ® ! 

1.x— » I.XP' . r" _ X>P«-H1 

(4-L* “ P — P"L> ’ )4-l.' ~ P— P"L» ■ 

XVfP + l’' I* . l/N’PlP"~P'^rp‘- 

d nu I on tire : i — — ^ r ~ — — p, — . 

Substituant ees valeurs dans réquatitiii de la sphère (e], elle devient : 

/ , nv^pTi^jîH V,\. , VI*: P''- 

— pTT . ir] 

t P*~ 

MeUiint daiu» J’équallon du plan : ; =?! l-r -f- X , pour L, sa valeur : y • jj, , on a : 

Substituant dans l’équation [e], (M)ur N, sa valeur tirée de l’équation [d], le résultat de cette élimination sera l’équa- 
tion de l’hyperboloîde à deux nappes : Pj-*— P' ÿ* — P^ 1, 

Si l'on demande le cercle corres|toiidaiil à un (>oinl x', y, de cctle surface, on aura, par l'équation [d] : 

N - -■ y 

cl l’équation du plan du cercle demandé sera : 

- f - 1/ + ' 

J — s ='j — J-; - 

l.a seconde équation du cercle sera l’équation [c], dans laquelle on aura mis {mur X' sa valeur : 

• , I /~PTf' ‘ 

• y 

Cusaiaoi». — )■> l.•cllipM)ïllc est cou|ié suivant un ecrclc par un plan qui liasse par l'ase mo)eii ili. et qui fait, avee 
le plan des xy. un angle dont la laugenle est : 

ii/7=i:- O- ±~v^-- 

L'liy{M>rboloïde à une luippe est coupé suivant un cercle |>ar le pian qui passe {lar le grand axe ia. et qui fait, 
avec le plan des xy, un angle dont la tangente est : 

-VT+r’ -vVvqr?-- 

‘.i** Le plan diamétral parallèle aux sections cin'Ulaireo de l'hy perboloide à deux nappes pasîn* |»ar l'axe moyen i fr, et 
fait, avec le |>lan des xy, un angle dont la tangente est : 

c 

• a y é*— c* ' 

4** Les cei’cles d’une surface du second degré sont dans dus plans parallèles, et la ligne qui pusse par les rentres de 
ces cercles est un diamètre de la surface. Cela est évident d’après ce qui a été dit sur la génération des surraccs de 
révolution par un cercle mobile varialde de rayon. 

examinons maintenant les surfaces du second degré qui n’ont {uls de centre, c’est-à-dire le (uiralmUnde elliptique cl 
le parabololde hyperbolique. Nous pouvons supposer que ces deux surfaces sont comprises dans l’équalioti : 

g«*+py— 0, 

et , suivant que l’on considérera l'une ou l’autre de ces surfaces, il sera aist^ de donner au etteffirieni de y* te signe qui 
lui convient. 

Tn calcul semblable à celui qui a été fait pour les Rurfaccs qui ont un centre inooin- que cette équation est équiva- 
lente à deux systèmes d’équations [c] et (/^, ou [c'J et : 

Jj — N)*+!l’ + J’= tpx; [e] x— N = i |^j 

(j— »)•+ (» — ï\/plp’— pj )• + j*= 4p'(,-(.p — p") [t'] 




-w—p':- in 
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Dans le premier systî-rntf, l’c^quation [e] appartient à «ne sphèrt» qui a son centre sur Taxe üe& x, à une dislaJire de 
rnrijiinc égale à N H- îp. et d’un rayon : r ï= « Vp , en sorte que l'équation de cette sphère avant la réduction 

sci-ail : (x — N — :*= 4p(N -|-p). 

Par réliiiimatiun de N entre les équations [e] et |/], ou de « eiilnî les équations [e'j, (/H, on obtient les équaltmis 
des deux paraboloîdes du M'cond degré : pi’dr P'9 ' — ^PP'^ ~ 

Il est à remarquer que, lorwjue p‘ change de signe, le coefiieienl de « dans l'équation [f\ cl le coeftieicnl de y dans 
l’équation If ] , sont imaginaires ; d'où il suit que, des deux paraboloîdes. rellipliquc est le seul qui puisse être enpinidré 
par un eerelc. 

En supposant que p' ne change pas de signe, et que, néanmoins, il soit idus grand que p, le coeftirienl de s dans 
réquatiou [f] est encore imaginaire; mais le coeflicieiil de g dans l'é<tuation \f \ est réel. Hédproqoeoient, lorstiue t**’ 
dernier coefficient est imaginaire, à cause de p’<p, le coefficient de s dans l'équation \f\ est réel; d où il suit que, 
dans le imraboloïde eUiplique. représenté far l'équation : p;* p'ÿ* — ■ 4 pp'x = 0 , selon que p' sera plus petit ou plus 
grand que p, les plans de.s eercics de cette surface seront parallèles, dans le premier cas, au plan dont l équation est . 


et dans le second, au plan dont réquation est : j = + j| ^ ^ ^ • 

Les cercles do l'un et de l'autre système étant situés dans des plans parallèles, les centres de ces perdes sont sur un 
diamètre du paraboloïde ; ce deniier coupe la surfaec en un jmint pour lequel on a : x = + 'p — p' 

Lorsque p = p', ou que le i«i*aboloïde elliptique est de révolution autour de l'axe des x, ces deux systèmes de plan> 
se confondent en un seul, et ils sont tous perpendiculaires à Taxe de révolution [n® iSTL 


Aattcle — On 

17®, — Il SC présente , dans les éléments de géométrie, deux espèces de cylindres : les droits et les obliques. On 
appelle cylindre droit celui dont toutes les sections parallèles à la base et perpendiculaires à son axe, sont des cercles 
égaux entre eux, lesquels ont leurs centres sur une même ligne droite. Le eylindre oblique ou scalène est eclui dont 
les sections parallèlcR ù la base, mais obliques à son axe, sont des ellipses égales, qui ont leur centre sur une même 
ligne droite, axe du cylindre. 

Dans la géométrie analytique, on considère différente.^ espèces de cylindres, et l'on distingue ces espèces par la naliiic 
de la courbe qui leur sert de base ou de directrice. 

Tous les cylindres peuvent être engendrés de la mémo manière par le mouvement d’une droite, qui est la génératrice 
de ces surfaces, autour d’ime courbe donnée, en restant constamment imrallèle k une droite donnée, qui peut être 1 axe 
même du cylindre. Si celle droite est oblique au plan de la dipectricc , le cylindre sera oblique ou scalène ; il sera droit, 
.si celte droite est perpendiculaire au plan de la diroclriee. 

Maintenant, puisqu'une courbe t|ttek‘oiique |»eul être la directrice d'un cylindre, elle sera «ne de celles du second 
degré, ou loulc autre d'un degré plus élevé; il résulte de cela que les sections «rua cylindre sont insuffisantes pour 
reconnaître s’il est droit ou oblique; ce s«?ra è la direction de son axe qu’il faudra avoir recours. 

Ainsi, noos ne regarderons la nature d’un cylindre [tour ruinplèlemenl connue que lorsque, ayant donné sa direc- 
trice, on aura aussi montré quelle direction doit avoir son axe ou sa génératrice. Or, de ce qu'on peut r»‘présentcr par 
des équations et la génératrice et la directrice d'un cylindre, il s'ensuit que, ces équations étant fournies, la nature du 
cylindre sera connue; et l’on remarquera que, pour tous les eylindr<« en général, les sections faites dans leurs sur- 
faces par des plans parallèles k celui de la directrice, sont de même espèce que cette dernière. Nous démontrerons cela 
d'une manière générale plus loin. 

280. — Lue courbe étant tracée sur l'un des plans coordonnés, ai elle a un centre, il sera à l’origine des coordonnées 
puisque, jusqu'ici, nous avons, pour les courbes du second degré, rapporté leurs points k leur centre cl h leurs axes. 
Si la courbe ii'a pas de centre, comme la paralmlc, son sommet sera k roriginc. Cela posé, celte courbe sera la direc- 
trice d’un cylindre dont l'espèce sera la même que celle do la courbe, et la nature conforme à la direction d une droite 
dont les équations seront (n®* 78 et 83} : x = a.; ri- è ; j = «s ri- p, [B] 

cl à laquelle la génératrice de la surface devra toujours être j»aralltle. Mais si la directrice a un centre, et qu elle ne 

ir. 
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soit iiitinie roiiime Thyperboie, ïtixc du cylitHire devant aussi i^tre pnraUètc à la droite et passer à i’origiitô, nous 
^louvons remplacer les équations précédentes par : j- s a; ; ss ce, [D] 

lasqucUcs seront celles de cet axe, auquel la génératrice sera parallèle. Ainsi, ees équations, connue les premières, 
indiquent que la nature du cylindre sera d'élrc oblique. 

Considérons les équations [B], puisqu’elles sont plus générales, et concevons, en premier lieu, que 0 = 0 , s = U, 
dans ees équations, il vient : jr p = ^, équations d’une droite iiarallHc à Taxe des • (tr* 7 tl], et à laquelle dc^ra 
être parallèle la génératrice du cyliiHlre. Si la din^trice a un mure, l'axe du cylindre sera Taxe même des z, puisque, 

avec riiypothèse ci^essus, les équations [D] donnent : x « 0, g = 0 ; donc, ce cylindre sera droit, et il aura pour 

directrice une courbe tracée sur le pian des xÿ. 

Kn second lieu . soient : a=:0; 9=00; d’où: x=^. 

s 

la génératrice sera {tarallèle à l'axe des jr. le cylindre droit et la génératrice sur le plan des zx. I.'axe de celte surface 
st^ra Taxe des g, si la directrice a un centre. 

Enlln, en troisième lieu, que : u £= 00, * = 0 , U vient: ; ÿ=tp. 

I.a génératrice du cylindre sera parallèle à Taxe des x. et sa directrice, sur le plan des zy. Le cylindre sera droit ; et si 

sa directrice a un centre, il aura pour axe Taxe des x. 

Il résulte de cette discussion que. si une courbe esl décrite sur un plan, et qu'il n’y ait pas d’équations |wir lesquelles 
la direction de la génératrice soit désignée, cette conrl>c sera U directrice du cylindre droit. Faisons remarquer que 
cette favon de définir la nature et l’cs^ièce des cvliiidrcs est toute particulière à la géométrie élémentaire ; mais, eon- 
forniémcnl à la discussion, il demeure encore évident qu’nn cylindre droit pourra avoir pour directrice un cercle ou 
une ellipse, et il en est de même pour un cylindre oblique, tandis que, dans la géométrie élémentaire, un cyUiidrtt droit 
a toujours pour directrice un rerrie, ainsi que le cyliiuire oblique. 

Four compléter notre raisoimement, soit (n* âi 7 ) : 

èV'x*-l aVV-t-fl'è*=’ = flW, I*] 

l’équation d'un H!i{tôoïde elliptique dont le grand axe a est sur Taxe des x. l'axe è sur celui des y, et l'axe c sur celui 
des Z. Si l’on suppose que o « 00, les .somnieU de rrilipsoidc qui sont sur l’axe des x se porteront è une distance 
infinie de part et d'autre de l'origine, et celte surface dégénérera eu celle d'un cylindre dont l'rspîfce sera désignée [lar 
l'équation même de reliipsoîde : 

x> + c',* + !■•;» = »><■’, 
a* 

qui se réduit, par riivjiolhèae de a = 00, à (n** 147 ) : 4 V*, équation qui manifeste que le cylindre est 

elliptique, ou que sa directrice est une ellipse, sur le plan tics jj. égale à celle de la section de reliipsoîde par ce plan. 
Cela est évident, car x = 0 dans [I] donne ; è*a* = èV*. 

Ce cylindre est droit, puisipi'il a pour axe l'axe a iiiliiii de l'ellipsoîdc ou Taxe des x. 

Faisant sucec«ksivement b = 00, c = 00, dans l’équation [<]. un trouvera deux autres cylindres elliptiques droits, 
dont le prt'rnieraura pour axe l’axe des 9, le .second Taxe des i, cl dans ceux-ci, comme dans le premier, les sections 
de l’ellipsoïde par le plan des zi et des xy seront leurs directrices. 

L’ellipsoïde allongé de révolution et reUi|K»oïdc aplati dont les éi|uations sont (n* i 48 ) : 

4 - fl*y* -I- è»j* = c’y* 4 - c’x' = èV». 

dégénéreront, chacune, en trois cylindres de deux espèces, les uns ayant pour directrices des cercles, les autres de* 
ellipses, si l'on fait sur a. b, c, les hypothèses ci-dessus. 

Freiionn l'équation de riiyperbololdc (n^ ^ 54 ] à une iiap|>e elliptique : 

èV’x' 1 - fl Vÿ' — fl'è’i» = a*4V*, [2] 

et concevons que le grand axe augmente jusqu’à riiifini. cette équation se réduit à : 

e*g* — • 

équation d’nnc liy(>orbolc sur le plan des zy, laquelle est directrice d'un cylindre droit dont toutes les arêtes sont paral- 
lèles k l'axe a, iidini , ou à Taxe des x. 

Si l’on fait b ^ 00, puis après, c ~ eo, dans l'équation [ 2 ], on obtiendra, dans le premier cas, encore un cylindre 
hv{M;rboUque, qui aura ses arêtes parallèles à l'axe des g, puisque b infini sc confond avec cet axe; dans le second cas, 
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et sera une ellipse; dmie le rylindre sera elliptique, il aura (mur a%c celui des s, et sera perpemüculaire sur le jdan 


des xg. 

On voit, par ces détails, que la nature d’un rytindre est connue lorsf|ue la direetriee étant tracée sur un plan, la 
direction que doit tenir la génératrice de ce cylindre est indiquée. C'est donc une mauvaise délînition que celle par 
laquelle on désigne la nature d'un cylindre par la courbe qui lui sert de directrice; elle est même insuffisante, car, lors- 
qu'on nie dit qu'un cylindre est oblique parce qu’il a pour directrice ou pour base une ellipse, il y a, dans celte énon- 
ciation, une erreur manifeste, puisque, eu général, un cylindre droit peut être elliptique, et un cylindre oblique peut 
avoir pour base ou pour directrice un cercle. Ainsi, désignant la dinvtnce d’im cylindre, il faut prévenir s'il devra cire 
droit ou oblique. 

S81. — Un cylindre étant donné de position dans l'espace par l'équation de sa directrice et celle de la droite à laquelle 
doit être parallèle sa génératrice, ou bien les équations de sou axe. dessiner ce cylindre. 

PnEMiLK raoegoE : svec les éûiations UES AfiirES ui; ctusouë. — l^iisque chaque arête d'uii cylindre doit être parallèle 
i une droite donnée, et qu'elle doit passer un point de la directrice, il s'ensuit que, si l’on désigne par s', les 
coordonnées de ce point , et que les équations de la droite donnée soient ; f » a ^ -f- é, y « H- ou bien, pour 
l'axe : X flj, SI = xs, les équalîous de cette arête seront (n** 97) : 

X — o(j — j'); , — [Ir], 

On les construira comme il a été indiqué Hi). I.es quantités a et « sont constantes pour toutes les positions de 
l'arête; mais les variables x', jf', cliangont de valeur d’une position de l'arête à une autre, puisque les points de la 
directrice, dont l'équation peut être (n® lai) ; = A’B*. ont tous des conrdouuécs différentes. Ainsi, pour 

déterminer autant de (m&ilions diverees d'une arête qu'on voudra, on calculera un même nombre de points de la direc- 
trice (n® 183), puis, mcuaiil pour x\ ÿ\ leurs valeurs dans les équations [ê], a et x étant connus, on oblictidra les 
équations convenables pour tracer les arêtes. 


En voici un exemple : 



X 


A 

i 


sont les équations de l’axe d'un cylindre (fig. 1 13) A«'; 25 y'* djf'* s= 900, celle de sa directrice DBD'D'. 

On décrira la directrice ;iar les procédés eomius, puis Taxe Aa' en dnimant seulement une valeur à i dans ces équa- 
tions. puisqu'il doit passer par l'origUie. 

Les équations des arêtes sont rctireriiiécs dans les suivantes : 


x-x-= J'). U] 

Pour tracer ces arêtes, évaluons les variolilcs x\ y', y, au moyen de l'équation de la directrice; pour cela. conc4‘- 
voiis que X =s 0 dans cette équation, noiu aurons : 

|i'= + 6; ou: y' = AD'=6, y'=AD = — «. 

Ainsi , i>our les arêtes qui doivent pa.xser par les points D' et D, les coordonnées sont . pour la premièn' : 

j'=s0. îr'=s6, i'ïsïO; 

et pour la seconde : y = 0 , ÿ' — — 6, i' = 0. 

Substituant ces valeurs dans l<s équations [d] de la génératrice, il vient : 



pour équations des arêtes D'd'. Dd. que l'on sait construire. On agira de la même manière pour les arêtes H'fr'. Hfr, un', 
fflM', lesquelles seront toutes parallèles à la droite Aa'; elles indiquent autant de positions de la génératrice. 

L'équation de la directrice aurait pu être (fig. 4U) : = 31 j; c'est un cercle (n® 149); et pour dessiner le 

cylindre dont il est la base, la méthode est la même que préi édemmcnt. 

Deixikue PRoeÿ-Dé.— Le» é<|uations de la droite à laquelle la génératrice du cylindre doit être pardièle, et celle de sa 
directrice étant connues, comme dessus, traces ta directrice comme k l’ordinaire, puis l'axe du cylindre, si vous le 
trouves à propos; ensuite, par tous les poüits U, a, B. m, B% etc., de la directrice, menez les droites Dd', aa'. mai', etc., 
I>arallèlcs k la droite donnée ou à Taxe, vou.» obtiendrez ta surface du cylindre demandé. 


Article VI. ~ la C 6 m. 


3S3.~Si, par un point Ûxe A [fig. 14S}, élevé au-dessus d’un cercle RB', on fait mouvoir une ligne droite D'AH. 
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indéllnifnçnt prolongi^'c de part et d’autre du point A, autour d'une clrconféreuee de cercle, en sorte qu'elle fasse un 
tour entier, les deux sarfaccs convexes produites |uir le mouvement de ia ligne droite indétinie D'AB sont appck^es. 
i'biU'unc s(!'p.irL'ment, surface conique, et toutes les deux ensemble, surfaces coniques optmM^s. 

Il y a le cdne droit, et (c cdne oblique ou scaI^ne. Le cône droit est celui dont i'axe est perpendiculaire sur le plan 
de la base, et le cône est scalène lorsque l’axe est oblique sur ce plan. Dans les ôlônienls de géométrie, le cône droit 
est etu*ore celui qui a une base circulaire, ainsi que le cône oblique. Nous donnerons les équations de ees deux espèces 
de cônes, et ensuite des équations propres à représenter la surface d’un cône droit ou oblique, quelle que soit sa direc- 
trice; ces équations seront générales, puisque le cône, (piellc que soit la direction de son axe, peut avoir pour direc- 
trice une ellipse ou un cercle. 

I,e point A est le sommet conmiiiii aux deux cônes ADI)', ABB'; on rappelle aussi ccnti^ du cône. 

3®S. — ÉgcATios DU côxK nnoïT a iast. ana i.AiRE.— Plaçons le rentre du cône à l’origine des coordonnées, de manière 
à ce que son axe se confonde avec Taxe des i. Il est visible que, daii.s cette position, toutes les sections faites dans sa 
surface par des plans parallèles au plan des xy. soit en dessus, soit en dessous de ce plan, seront d^ cercles, et que 
les sections faites par les plans des is et des zy seront des lignes droites se coupant à l’origine et indiquant qnatr«> 
positions de la génératrice par rapport à l’axe des z. De plus, le cône clam droit . la génératrice fera , avec l'axe des y 
et celui des j, des angles égaux. Nommant a la tangente trigonomélrique de ces angles, les équations des deux droites 
du plan dcsiji, et des deux droites du plan dcs;x, seront renfermées dans (n‘^51. Ail les deux sui> antes : 

ou bien, en mettant à la place de la tangente a, son cmiipléinent, ou la colangciite de l’angle de la génératrice avec 
l'axe des s, qui est aussi l’axe du cône, nous aurons plus généralement, en déaignant par I cette cotangenie : 

s* = /*,* = [2] 

Or, les sections parallèles au plan des xy devant être des cercles, on peut concevoir la surface conique engendrée par 
le mouvement «l’un cercle variobie de rayon, lequel aurait son centre sur l’axe cl se muuv rail parallèleiuem à lui-inénie. 
Ce cercle, à un certain moment, aura son rayon inlîniment grand, et, dans un autre, ce rayon se réduira À un point : 
e'est quand il sera arrivé au sommet du c«)nc. Cela étant, imaginons que le plan moldle qui roiitioiit le cercle mobile 
soit placé à une distance de l’origine que nous représenterons par l'équation du plan sera ; ; ssî Jt. [3] 

Le cercle coupera chacune des quatre droites qui manifestent les positions de la génératrice, en un point dont on 
aura les coordonnées en éliminant z entre les équations (I], [2], [3], cl il vient : 



Ces valeurs sont celles du rayon du cercle mobile, pour ri?islanl où il se trouve placé à une distance égale à S «le 
l'origine ; son équation sera alors : 

+ = 14 ] 

I.C lieu de tous les cercles construits de la même façon est la surface du <‘ône; ainsi, en éliminant ^ entre les équa- 
tions [3] et [4] , on trouve enfin : + Py*, pour équation du cône. 

384. — Si , au lieu d’avoir placé Vaxe de la surface coniqnc sur l’axe des i . on l'eôl placé sur l'axe des x, on aurait 
eu pour équation de la surface : x* = Pz* g*r, 

l étant encore la cotangente de l'angle de la génératrice avec Taxe de la surface ou Taxe des x, de même que. dans 
l’équation suivante ; y* = !*«• |- I*x*, 

elle est la cotangente de l’angle de cette même génératrice avec Taxe du cône, qui se trouve être Taxe des y. 

386. — Voyons actuellement pour l’équation du cône oblique à base circulaire. 

Plaçons l’origine des coordnniié«» au centre de ta surface , de telle manière que, comme dans la précédente, i'axe 
des • en soit Taxe : les sections par les plans des zs et des zy seront des lignes droites. Mais, «lans le cône oUique, la 
génératrice ne fait pas, avec l’axe de cette surface, |wirtout le même angle; cependant, nous pouvons supposer que les 
«Iroiies de la section par le plan des ax font, avec I’axe des z, un angle égal. Notant par a la cotangente de cet angle, 
iiou-s aurons, (mur équations des deux droites dont il s'agit : a’ = n*x*. 

Quant aux droites de la section [>ar le plan des zy, l'une fera avec l’angle des a un angle égal üi celui de l'autre; mais 
la cotangente de cet angle sera différente de celle de l'augle des deux premières droites, car il sera plus grand ou plus 
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petit. Coucevon»>}e plus praiid, cl dé&i^iions par m la coiangcnte de cet ai]gle ; les équations des deux droites du plan 
des zy scroiil donc renfermées dans les suivantes : a* = iu*g'*. 

Cela posé, menons un plan parallèle à celui des xy et qui ait pour équation : ; a; il coupera les quatre droites dont 
nous venons de parler eharunc eu un point ; ces ))oiiits seront les quatre sommets d'une ellipse dont on aura les coor- 
données en mettant pour z sa valeur dans les équations prû'édcntcs, et Ton aura : 


»*=--: JT* = — T-. 

IB* * a* 

Ces valeui*s de x et ÿ ne sont autre chose que rolks des demi-axes de Tcllips** courbe qui résulte de la section du 
rêne* oblique imr un plan perpendiculaire h son axe, lorsqu'il a |Hmr dircetricc un cercle. L'équation de cette ellipse 
sera donc : 

- ir* H J* — — , ou : m’i» -h a*x* = a*. 

«* * «* w*a* 

Eliminant a entre l'équation de cette cUi|uu.‘ cl celle du fdaii sécant qui la contient, il vient ünalement : 

a*x* = i*. 


pour éqnation du cène oblique à base circuJairc, dont sections perpendiculaires k l'axe sont des ellipses; ainsi, le 
rône dont nous venons de parler peut être pris pour droit et à base elliptique. 

MaintcnaiU, si l'axe de ce cène se confondait avec l’axe des i, son équation serait : 

«*ÿ* 1 a*i* — X*. 


S'il sc cotifondait avec Taxe des jf : ui*:* H- a*x* — y*. 

Dans ces équations, m et n sont les cotaiigentes des angles de la génératrice avec l’axe de la surface. 


•«seripüoa d« oôie sb aoyci de sos éi|a«tici. 


386.— Pannra raiK^pi. — Que le cène soit droit, qu'il soit oblique, son équation étant résolue par rapport à l'uiic 
des variables, doiuicz aux deux autres toutes les valeurs positives et négatives, vous aurez constamment des points de 
la surface du cène. Pour z=:0,gf = 0,x = 0,on aura le soiniiict ou le centre. 

I)r.vxiêxapauouié. — Imaginez que le cène dont l’équation e.<vt donnée soit coupé par un plan parallèle à celui sur 
lequel son axe est perpendiculaire, chose facile à rvcomiailre à l'examen de l'équation, laquelle pourra être (ti** 384) : 


x* = P:»-i- g*P; 

ainsi, celle du plan sécant sera : x s a, puisque le cène demandé a son axe perpendiculaire au plan des zy. Éliminez x 
entre l'équalton du plan et celte du cène, voua aurez : 


ÿ»i* = a*, ou : Z» l- ÿ* = 

cercle que vous décrirez dans le plan sécant comme nous l'avons montré pour les surfaces de révolution. Celte ojvéra- 
tion achevée, par tous les points de ce cercle et l'ongine des coordonnées, menez des droites indéiinics, vous obtiendrez 
la surface du efmo demandé. 

387 . — D'après le procédé précédent, fl est évident que la surface du cène, quelle que soit sa base, circulaire ou 
elliptique, sc compose de toutes les droites nicné<» de son sommet à tous les jmints de la courbe directrice. Cctlu 
remar<|ue nous offre un moyen de représenter )a surface du cône par l’équation du sa génératrice et celle de .sa direc- 
trice. Pm efl'ut, chaque position de la génératrice est lixéu dans l'espace par les coonlmmées du sommet du cène et par 
celle des points de la directrice ; or, les équations d'une droite as^jélie & passer |>ar deux points donnés sont (n” 93] : 
» x' — x” , M . ï' — s" I 

= -P— (i — »'); , — , j; 


elles seront donc aussi celles du la génératrice, puisque x'. y\ z', sont les coordonnées du sommet du cène, par où elle 
doit toujours passer, et elles sont constantes de valeur, quelle que soit la position de ertte génératrice, x", g", a", sont 
les coordonnées d'un point quelconque de la courlie dirwtrice, mais elles varient à mesure que la génératrice change 
de position sur la surface du cône. Il r<buitc donc de là que, dans les cquatiun.s susdites, il n'y a d'indéterminé que les 

quantités : cl elle» le seront tant qu’on n'assignera pas le point de U dirwlrice par où doit (Mtsscr 

la génératrice; mais ces points sont faciles à trouver à l'aide de l'équation de cette directrice. Connaissant leurs coor- 
données. on les mettra dans les équations : 
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r — X =» — , 


»-.'=-<=^:-U-:') 


lesquelles imliqueroul suceessivcment touU*s les positions de la pdni^ratrirc. 

Ainsi* il su0it d'avoir les coordonnées du sommet d'un rdtic et l’équation de sa courbe direclrit^* laquelle est aii)i> 
traire, pour être & même de décrire sa surface et de fiser sa position dans l’espace ; ce qui nous conduit à dire que 
réquation d'un cdne sera renfermée dans celles de la génératrice et de la eourl>c qui doit diriger son mouvement. 

Cette façon de reprétumter la surface d'un cône est, sans contredit, générale et plus simple que celle que nous as ons 
rxjtoséc en premier lieu ; elle lui est préférable {»or toutes sortes de raisous, car on [«ut se donner à volonté, pour direc- 
trice, une courbe quclcnnquc, cl disposer comme nn le voudra le sommet du cène ; on sera toujours ca|»able de deviner 
SI surface. 


Pour en donner un exemple, soit : ïôf/''* {-Sx^^sSOÛ, [a] l'équation de la directrice d’un cAne. et : x'= li. 
jr' = 15. «'= âO, les coordomiccs de son sommet (fig. H6> 

On commencera [uir décrire la dircctrH'c BltD’D’ (ii*^ Idâ], puis on construira le sommet S du cène; joignant ensuite 
le.s points B, B', 1>, I)', etc., de la directrice, au [Ktinl S, |iar des droites indéfinies Bb, Bfr', IM, Dd', etc., rensetnblc 
de ces lignes fera connaître la surface demandée du cène. 

On dessine ainsi la surface du n'inc. lors<|u’il n'est [nis nécessaire de savoir les équations de ses ar«‘^tes ; mais il est des 
occasions où l'on ftn a on s’en convaincra [oir la suite. Nous avons enseigné ei-dessus ce qu’il fallait faire pour 

déterminer ces équations; néanmoins nous allons en donner quelques evetuples. 

Les coordonnées du sommet S sont connues, reste à évaluer celles des points de ta dinniricc. Faisons, en premier 
lieu, x^ s 0, (laiih l'équation [a], il vient : 

jl" = + 6, c’est-è-dire : jf" = AD=i6, = — 6; 

ainsi : x" = 0 , y" =» 6 , i" = 0 ; x" =» 0 , jf" = — 6 , — 0 , sont les coonlonnéea des points D cl F)’. 

Substituant successivement pour x'\ y", i'*, leurs voleurs, el celles de y, g', dans l'éi^uation de 1» génératrice. 


pour équations de l’arétc Del ; et : 
équations de l’aréte D'd'. 


•ir>; 


15 — B 

(s — ÎO); ou: 

3 

„ ^ 2 fi 

20 — 0 

X- 


154-6 

( s — 20 ) ; ou : 



^ — 0 

X- • 

X- J „ 

- fi 


Remawk e. — Dans ec livre el «lans le précédent, nous avons discuté les équations des courbes el des surfaces du 
sccoml degré, dans te cas tout particulier où ces courbes cl les surfaces auxquellcN elles apiiartiennent avaient leurs 
points rapportés à leur centre et à leurs axes. Aelueliement, nous allons nous entretenir, d’une iiianière plus générale, 
sur ces courbes el ces surfaces, c'est-à-dire que nous cnnsidérerons les premières dans une position quelconque sur 
un plan, et les secondes, dons une position quelconque dans l’espace, puis nous recherebenms quelles équations elles 
KcroiU susceptibles d'avoir. 


LIVRE III. 

CHAPITRE PREMIER. 


Biscassioa it l'èfaaUoi lésérik di secoad dcfri. 

288 .— > Les éqoatious que nous avons données [lour les lignes et les sarface.s du second degré ne se rencontrent pas 
toujours sous une forme busm simple, car on ne rap|>orte pas constanmicut les points de ces lignes et de ces surfaces 


Digilized by Google 



— H9 — 

à leur ceotrc et h leurs axes, mais à des axes coordonnés en dehors d'elles, et même, quelquefois, obliques k leurs axes 
phiicipnux. Ces cireonsUnces entraînent de» t-quation» plus compliqmH .'6 que les précédentes. Nous allons montrer leur 
forme ÿtéiiéralc. 

L'éqiuttion de rdlipse, Toriginc des coordonnées étant au rentre de cette courbe, eüU (n* 451) : 

A*y* -i- B*j^ = A*B*. 

Kâpportoiis les points de cette courbe k d'autre.s axes rectangulaires, en déptacjanl l’origine : il faut reiuplacer x et y 
{»ar leurs valeurs fournies par les formules (ii** 18] suivantes : 

X =ï O -H co«. «y — SMI. «y'; y = >-}- sin.nx* — cos. «y'. 

Celte substitution donne : A* f - sin.«x'-Hco 8 . *y')*-{- H* (« -t- cos. *x' — sin.«y'|* — A*B*. 

ElTectuant les opérations indiquées, il vient, toute rédaction faite : 

(.\*cos.*a-HB*sin.*a] y'* + (.Vsiu.’a B*cos.**]x’*-1-(2 A*cos.*sin.ï — 2B*cos. asiii.«)xV 
+ ' 2 A*J sin. a 2 B*ff cos. a)x + (2 A*i cos. » — 2 B*a sin. a) y’ + \*b* i B*«»— A*B* = 0. 

Faisant pour siniplilier : A’cos.’* B’ sin.* a = A; A*sin.*a B*co».*« = C; 

2 A* 008 . X sin. x — 2 B* cos. xsin. x « B ; 2 A*écos. x — 2 B*Asin. x = D ; 

2 A** sin. X -t- 2 B*(Tcos. X = E ; A*é» r B*«* — A*B* = F, 

mi aura, en supprimant les acceiils des variables : Ay* Bxy -f- Cr* 4 - Dy i- Ex -h F = 0. 

l.es coefQcients seront connus si l'on donne l'angle x. 

On voit que i'équatioii générale du second degré entre deux variables renferme celle de rcilipse; il en est de même 
de toutes les autres courbes; mais, pour les unes et les autres, il doit nécessairement exister une dÜTércnce dans les 
coefficients de celte i^ualion, et puisqu’il y a trois courbes distinctes, trois cas se présenteront. La rechcrebe de ces 
cas sera l'objet do la discuiisioii dans laquelle nous allons entrer au sujet de l’équation ci-<les&us. Cette discussion serait 
lieaucoup simplifiée si, ]>ar une semblalde transforiuation des eoordoniukrs, gii cberehait quelle serait l’équalion de rci- 
lipse. de l'hyperbole et de la parabole, au moyen de celle qu'on leur connaît à chacune; et que, les aysmt trouvées, on 
comparât entre elles les relations des coefficients de» dt>enies puissances des viu'tablesx cl y, on verrait immètUaicim’iil. 
par induction, qucLx caractères doraient avoir ces coefficients, pour qu'une équation générale numérique outre deiiv 
variables ap|>artiennc à l’une ou k Tautre des courbes désignées. 

388 . — Avant d’entrer en matière, voyons si, par uih? équation générale du deuxième degré entre trois variables, il 
est possible de représenter toutes les surfaces du second degré. Pour cela, mettons, dans l'équation de relli(»soïde ra|>- 
portée à son centre et à ses axes {ii® 247) : a*b'z* -|- c*n»y* 4 - é*r*x* — fl*é*r*. au lien de ; , y, x, leurs valeurs tirées 
des funnules (n® 35] suivantes : 

X = fl' 4 - y cos. X 4 - y' cos. fl 4 - ycos. 
y =5 y 4 - y cos. x' 4- y’ cos. 4 - • cos. ç' ; 
i s= y 4 - x' cos. x" 4- y' cos. fl" 4 - c os. ?" ; 

lrs(|ucllc's servent & passer d'un système d'axes rectangulaires à un autre système d'axes aussi rectangulaires en dépla*- 
çant l'origine. On aura donc : 

a* è* (y 4 - y cos. x*^ 4 - y' eos. fl^ 4 - i' cos- )• 4 - c* «• ( é' 4 - x' cos. x 4 - y' cos. y 4 - i' cos. )• 

4* è* «’ (fl' 4 - y cos. X 4 - y' cos. P 4 - y cos. ^;*=s 
effectuant les o|»éraliofis indiquées, et réduisant, il vient : 

(è*c*cos. {$4- c*n* cos. *y 4 - «* è*cos.*^"]y'’4-(è*r*cos.x 4-c*«*cos.*x' 4- a*ÿ*cos ‘x") x'» 

4- (é*f*cos.*ç4-r*a*cos.»^'4-fl* fr’cos.*^") z'* 

-è* ( 2 è’r* cos. X cos. fl 4“ 2 c* a* cos. x'cos. p'4- 2 fl*é*cos. x" cos. fi^iyy' 

4- (2 é'*c*Cü8.xcos.ç4-2c*fl’cû8. a'cosy 4-2a»è* cos. a" cos.ç") i'y 
4 - (2 è*f*co 5 . s cos fl 4 - 2 f* a* cos. ç'cos. p'4- 2 «*è*cos. 9 " cos. fl”)x'ÿ' 

4- 1 2 a' 6* c* cos. x 4~ 2 è’ c ’ a* cos. x' 4 - 2 c' n’ è* cos. x" ) y 
q- ( 2 a' fr* c* cos. P 4 - 2 è'f*o*co«. p' 4 - 2 ^ a* ft*cos. p') y' 

4 - ( 2 fl' è* r* cos 9 4~ 2 y r* ff’ cos. 9 ' 4- 2 y 0 * è* cos. 9 '’ ) î' 

4 - (fl'* I>* c* 4- a* r* y 4- a* è* c'< — a» è* c* = 0. 

Supprimant les accents des variabltô x', y', z\ il vient, en abrégé : 

A x’ 4 - B y* 4 - C y 4- B xy 4- K Jy 4- F ix 4 - O X f II y 4^ I : 4- 1 = 0, 
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et les cocffieienlü des >anablrs j, 9 , : xeroiit faeileü à üiUeruiner, piiisqDn les atiti^les «, 1 " ; doi- 

vent dire tonnas. Celle êquatioii contient relies de toutes les surfaces du smiml degré, et, comme pour les courbes du 
même degré, les coelUcienis ont des valeurs dÜTércntes. Xuas chercherons, dans le chapitre suivanl, les conditions 
qu’ils doivent remplir pour (elle ou telle surface. 

390. — Beprenoos l'équation générale entre deux variables : A ÿ* 4 - B xy + C x* -h 0 9 H- K j -|- F ^ 0, 

ilans laquelle x et 9 désignent des coordonnées rectangulaires, Kn rordonnant, elle devient ; 

Aÿ» H(Iïx 1 D)94 Cx*H-Kx4-F = Û. 

Oti peut la résoudre jiar rapport à rtiiie ou à l’autre des \ ariables x cl 9 ; concevons que ec soit {utr rapport à 9 . on a : 

»^“/â “ ssiî't rîTBD'-::ri At; x+ , d*— 4âP,. [i] 


Kxamiitons les parties qui composent cette formule. I.a première, qui est rationnelie : 

B rai 

est évidemment l’équaiton d’ime ligne droite. Pour la construire {n* 5‘ii, faisons successivement x = 0 . 9 = 0, nous troiH 


ÿ« — 


I) 

2A 


{Kirtani |lig. 1 H ) de A vers B, sur l'axe des 9 , une longueur AB = ; cl de A vers I), sur l’axe des x. une lon- 


gueur AD = P , puis tirant la droite, indéfinie, DBM, elle sera le lieu géométrique de l'équation [2], Ou deman- 
dera |>eul-élre pourquoi 011 partage ainsi la valeur de 9 en deux parties? La rai.son en est sensible : la droite que nous 
venons de tracer est un diamètre de la courbe, et le radical indique la quaiitUé dont il faut augmenter ou diminuer les 
nnioniiécs de ce diamètre [mur avoir les points de ectte courbe. Il est donc bien plus coiimuHle de tracer d'abord ce dia- 
mètre (mur ne pins s‘oeeu(»er que des valeurs du radical. 

Maimenaiit, suivant les valeurs que recevra x, le radical pourra être réel, nul ou iniaginairo. 

Dans le premier cas, les ordonnées de la droite, qui répondent aux abscissca qui ont produit un radical devront 
être augmentées et diminuées, à partir de la droite DM, de toute la valeur de ce radical ; ainsi, par exemple, si AP est 
line des abscisses, PX sera l'ordonnée correspondante de DM, et puisque 

—TF 4 Fü* — 4 AFl 

4 deux valeurs, ou portera de X en 11, sur roniminée PX pmlongée, la première valeur positive du radical, cl de X 
cil Q la valeur négative; les points Q et H seront ceux de la courbe. Fn <-ontiiiuant la même opération {»our loute.s 
abscisses qui donnent un radical réel, tons les points dclcriiuiiés par la même méthode scrout également éloignés de la 
limite DM ; cette droite partagera donc la cnnrbe en deux |tarties égales, et en $er.v un diamètre (n* 187; . 

Dans le second cas, c'cst-à-ilire le radical étant nul . on aura, pour tes abscisses qui l’ont j*roduit. des onloimées de 
la droite DM, qui en font connaître deux points, et ce sont évidemment ceux que la courbe aura de communs avec son 
diamètre (n* 177). Soient AP', AP", ces abscisses, les ordonnées correspondantes sont : P'M', P" .M ; donc , les points 
M, M' seront ceux où une courbe cou|>cra le diamètre DM , si toutefois elle est susceptible de le rencontrer en dcn\ 
points comme l‘elli|»se et Hiy pcrbolc. Ces points sont ks limites de la courbe dans le sens des x (n* 228 . 

Dans le troisième cas, qui romporlc un radical imaginaire, on n'aura aucun point (n* 174], ni de la droite, ni delà 
courbe, ce qui veut dire qu’un ne devra avoir aucune considération |iour les abscîssc^s qui provoqueront un pareil radical . 

391. — Jusqu’ici, nous avons envisagé le trinôme du radical : 

— îX + ^ + 

il’une manière générale, ou alrstraction faite du signe du cocRiciiml de x*; tuais II peut arriver que ce signe sera positif 
ou iiégatif, ou que le coefficient sera nul , et qu’on aura : 

± V 4 m:i x> Pî'.itD— 1 aEJFT ;D >— 4 af;- 

± V — i B* — 4 AC ! I* + î I Bi) — i AETFf- ü’ — rAFT; 

± Ta" ^ — 2 AE X + D* — 4 AF I ; 


ou . ce qui est la même chose : B* — 4AC>0, B* — 4AC<0; B* — 4ACt=0. 
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Ces cas dépendent des signes des eoeRicienls de x*, y*. Dsiis le premier. Us sont coiistaimiient de mêmes signes; 
dans le second, ils sont de différents signes; re secoud cas écherra encore lorsque les signes de ces coefhrjents étant 
les mêmes, le coefficient du rectangle mir» plus grand que ceux des deux variahies x*, y*. Dans te troisième cas, les 
trois premiers termes de Téquation forment un carré parfait. Nous rendrons cela seusible. 

Il nous reste à examiner quelles seront les valeurs de x qui donneront des (loints de la courbe dans les circonstances 
qui viennent d'être iiianifestces. Or, puisque c'est de la construction même de rêquatîon générale quellt» dérivent, il 
s'ensuit que culte équation (’otu|>orle en ulk>>mêtne des valeurs de x capables d’assigner les limites des racines réelles, 
nullcs ou imaginaires du radical. Ces limites se trouvent dans les racines du trinôme : 
iH' — 4 AC ) X* + 2 (BD — 2 AK) x + D*— 4 AF. 

En effet, si l’on substitue k la place de x des valeurs comprises entre ces racines, on aura, lorsque U’— 4 AC >0. ou 
lorsque le coefficient do x* est positif, un radical imaginaire, car ces valeurs de x conduisent à un résultat désigné con- 
traire i celui de ee coefficient, comme ou le démontre en algèbre. Mais on démontre aussi que toute quantité non 
( üRiprisc entre les deux racines, substituée à la place de x, donne-un résultat de même signe que celui de x*; à de telles 
valeurs répondra donc constamment un radical réel; et comme elles pourront devenir infinies positivement ou négati- 
vement, la courbe sera inllnic dans tous les sens. 

Dans le cas de Ü' — 4 AC négatif, toutes les valeurs de x comprises entre les racines du trinôme produiront un radi- 
cal réel, puis4}ue le résultat de la substitution de et» valeurs de x dans le trinôme, entre parenthèses : 

nt lAC*'/' t_._ Ï.BD — 2AE) D* — 4AF \ 

(B iAC;(x-t- n>— tAC ' B>— »AC‘j 


eai négatif en même temps que H* — 4 .\C. Nous disons dans le trinôme entre (tarentbèses, car il doit toujours être 
résolu, daj)s le cas actud, comme si x* avait un coefficient positif en changeant tous les signes du trinôme et lais- 
sant — — 4 AC' facteur du prcMinit des racines. Ainsi, f>our que le résultat des substitutions des valeurs de x soit 

d'un signe contraire au cneffirient positif de x* dans les parenthè.ses, il faut que ees valeurs soient comprises entre les 
racines du trinôme. 11 est donc certain, d'après ccltr, que la courlH* qui nécessitera un coefficient négatif pour x* sons 
le radical, sera limitée dans tous les sens. 

Dans les deux hypothèses de 4 AC] positif ou négatif, les valeurs de x, égaies à celtes des racines du trinôme 
substituées dans ce trinôme, le réüuiscul à zéro ; le radical est donc nul lui-même ; |>ar conséquent, les racineH du tri- 
nôme sont les limites d'une courbe, ou bien les limites des racines réelles, nuiles et imaginaires d'une équation générale 
du second degré entre deux variables. 

lx)rsquc B*— <4 AC —0 , le polynôme, affecté du radical, perd son premier terme, et l'on a simplement : 

+ V îTBl) — S‘AE) + Ü’ — » AF„ 


alors, si BH — 2 .\E est une quantité positive, on prendra x positif misai grand qu'on voudra, le radical sera réel et 
croîtra jusqu'à l'infini. .Mais si l'on prend x négatif, ce radical sera imaginaire mi dcnieiidra tel quand x aura dépassé une 
certaine grandeur ; ta rourl>e est donc limitée du côté des x négatifs. Ce .sera le contraire si sous le radical BD — 2 AK 
est une quantité négaliv c. .\insi, dans ces deux cas. la coiirlic est inlinie au-dessus et au-dessous du dianitire, niais elle 
n'est limitée que d'un seul côté de l'origine, de sorte qu'elle ne s'étend à l'intini que vers deux régions seulement. 

£n résolvant l’équation générale par rapport à x. au lieu de la résuudre par rapport à y. un trouverait pour l'aNc 
des jf des indications analogues. Il est méiiie facile de s'assurer qu’elles rentreraient dans les précédeutes, car le (*ocfli- 
eîent de g', sous le radical, .sera encore R* — 4 .\C; et, selon que ce coefficient sera positif, nui ou négatif, la coiirtn; 
sera limitée dans le sens des y, ou clic s’étendra indétiiiimeiit dans un sens parailclemeul à cet axe, ou, enfin, elle s'éten- 
dra indéiinimcm dans les deux sens, du côté des y imsitifs cl des négatifs. 

393. — Ces raisonnements nous font reconnaître les trois genres de courbes que nous avons examinée ditits le livn* 
précédent, c’est-à-slire rellipsc. courbe caractérisée par : B*— 4 .VC <0 

L*liyp<;rl>ole caractérisée par : B’ — 4 AC >0 ; 

Ht la parabole caractérisée par: B* — 4 AC = ü; 

Nous discuterons charuu de ces caractères en particulier, cl nous verrons si cos courbes sont les seules auxquelles 
ils appartiemient. 

Avec ces caractères, il arrive quelquefois que certains coefticicuts de l'équation générale sont mils; néaumoins. cette 
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rqufition représente encore ou une cUipse, on une hyperiKtle, ou une panihole. Nous examinerons ces cas lorsqu’ils U‘ 
pH^senterom. 


AaTiOU — 0 « l'cUipM . eeark cirKUriMe par B* 4 AC <0, Uaitéc daas tau les seas. 


393. — {.'équation générale du second degré, entre deux cartables, résolue |>ar rap(K>rl à ÿ, est : 

» = — ± ^ — I B* — 4 AC i T> + î BD — i AE^T+TU' — TÂPT, 

RII affectant le coefficient B* 4 AG du signe que comporte le earactère que nous examinons. Celte formule peut être 
mise sous la forme : 

_ B I) , 1/ r iiD— sâk' îï)*— txftt 

»- î‘À ^ ÎÀ i ÎA V “l** B>-4AC"^“ B*-4AC’ J- 

Cela posé, pour déterminer lest Umiles de la courbe de cette <^quation dans le sens des x, il faut (n** ^i] égaler li tem 
la quantité radicale : 

U. I ' . a iBD — 2AKi D*-.*AF, N . 

B ‘AC), J î H- — 4'AC B> — iACj"®' 

Hésohaiit le facteur entre pai'ciithèse parce qu'on n'a }>as généralement B’ — 4 AC = O.U vient ces deux NaJeursder ; 
J = + ± '/ fi" - * AK *!":!!’— TAC fl)»— 4 AF: 


Maintenant, il {mut arriver trois cas : P Ima raeim» de cette équation M'ront réelles, cl on aura : 

.BÜ — 2 AK * !- — 4 AC, D* — 4 AF) >0; 

2» Elles seront imaginaires, et on aura : (BU — 2 AE *-F ^B* — 4AC J)»— 4 AF <0; 

11* Enfin, elles seront réelles cl égales, cl on aura : BD — 2 AE] * + .B* — 4 .\C] ,U* — 4 AF > = 0, 

Examinons ces trois cas, et supposons que la partie ratiomudle 

B U 

ÏA ÎA ■ 

il été construite (n" 290’. 

294. — BRLMits CAS. Four traiter rrltc matière a> ec plus d'avantage, concevons que a et a' sont les racines réelles et 
inégales du trinôme en x, résolu plus haut, tellement qu’on ait : 

«. 4 V • a(BD — 2AK D* — 4AF\ 

— ,B — 4 AC, (j — î ^ B» — 4AC'j~ ° 4 ACjif a][X—a,, 

alors, ces deux racines, quoique inégales, seront positives l'nne et l'antre . et. puisqu’elles sont les limites de U courlH* 
dans le Jjcna des jr, faismts : j-s=«s= AF; j‘ = «' = AP" ,lig. 1 17 ; puis, par les points F, F", menant le» ordomiées 

F'M', P"M, nous déterminerons les point» .M', M où la courbe coupe le diamètre DBM. 

C’est donc à eoiiiiiieiK'er du point M' que se montrent les points de la enurbe. et r’est au point M qii’iU tinissent ; la 
courbe sera tout entière du ciHé des abscisses positives. .Mais si les racines a et a', réelles et inégales, etusent été de 
différent» signes, la courbe aurait été en {lartic du cAlé des abscisses négatives et des abs«>L»ses piositives; si au con- 
traire le» racines <i et n', réelles et inégales, eu».senl été loulcs deux négatives, la courbe se serait trouvée tout entière 
du côté des ahscisses négatives. On voit donc qu’avec l’a^islance des racines a et a', non» avons reconnu dans qiicilR 
rt^on de» axes coordonnés nous devions ebert'her la situation de la courbe de l’équation propc^éc. 

Il est facile de concevoir maintenant que si dans la formule : 

, = — ± Va' Tb‘-‘ ac)(x— «Tx— •'( 


on donne h x des valeurs comprises entre A et F, et conséquemment plus petiti-s que a s= AF, les facteurs s — « et 

J a' donneront, après la soustraction, deux restes négatil^; leur produit sera donc positif, et comme U doit être niul- 

liplié par — (B* — 4 AC , le radiral sera imaginaire, la courbe n'aura aucun de ses points avant le point .M', pour le- 
quel X ^ A ou un radical nul auquel répond rordoiinée F'.M' de la droite DM. 

En sci'ond lieu, si l'on donne à x de» valeurs plus gr, unies que AF" lesdeuxfacteursx — c, x — a', seront p<»- 

et on aura cneoru un radical imaginaire ; il .s'ensuit donc que la courbe n'aura aucun de ses points au delà du 
point M. pour lequel x a et le radical est nul. Nous avons vu que, pour cette aliscis.se. on avait l'onloiinée F" M delà 
droite DM ; il est évident, d'après cela, ({Uc tous les points de U courbe doivent être compris entre les droites F'M', F' M. 
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Kji effet » &j les valeurs de s sont comprises eulre a et fl', cVst-À-«Ure depuis x — « Jusqu’à s = on obtiendra tou- 
jours uu radical réel et on saura ce qu'il faudra ajouter ou retrancher aux ontoimées tle la droite I)M eorrespoiidantes 
à ces abscisses. Mais puis4]uc, pour chaque valeur finie de x. qui donne un radical réel, les ordonnées ne peuvent point 
ilevenir infinies, il s'ensuit que la courbe que représentera l’équatioii générale du second degré entre deux TariaWes. 
dans le cas de B* — 4 AC <0, sera limitée dans tous le* sens (n* 183! ; elle sera donc une ellipse lorsque les racines du 
trinôme seront réelles. 


J9fi. — On trouverait de semblables résultats en résolvant l'équation générale par rapport à x. c.ir elle donne : 

B K { _____ 

•*' = — ~ 11T~ — iB* — àAC ÿ*-i î;ltE — 2t:b ÿ i- ,£*— 4CFj; 


et dan.s ce cas, comme dans le précédent, le coefficient — (B* — 4 AC) de p* aurait à supporter les mêmes cotisé:)ueii- 
ces et les mêmes raisoiinement.s. l.a partie raliomicUe * 

B E 

— *r 

de celte formule appartient à un autre diamètre de la courbe. Si Ton détermine par les rneines dit trinôme en y les points 
où cette courbe coupe le nouveau diamètre, ce seront deux autre* de scs points. 

Bemarqiions que, puisque les racines fournies par le trinôme en x sont les limites d'une courbe, dans le seti.* des s . 
ces racines sont : la plus {>elite (u^ 228), le miaimum de ralkS4-is.se de la courbe, et la plus grande son niaxinium. Ib* 
même , le minimum et le maximum de rordoiméc de la courbe sont fournis par les racines réelles et inégales du 
trinôme en y. 

On connaîtra donc ainsi quatre points de la courbe saiu avoir formé aucune hypothèse sur les valeurs de x; on en 
déterminera d’autres en cherchant les points où elle coupe les axes coordonnés. Pour trouver ceux-ci, on sait qu'il faut 
faire successivement dans son é4(uation (n® <77' x = 0, y = 0. Or, dans la première hypothèse, il vient : 

A'y’ + Dy + F = 0; 

d'où l'on lire : ÿ = — IX — ‘ 

l.a courbe rencontrera l'axe dos y en deux pointa ai les racine^ de celte formidc sont réelles ou inégales, ou que : 

D> — 4 AF>0. 

Elle ne le rencontrera pas si ces mêmes racines sont imaginaires, ou que : D* — 4 AF <0. 

Enfin, elle te rencontrera en un point ai : D* — 4 AF ^ 0; et alors les racines do l'équation qui nous occupe seront 
réelles cl égales. 

Dans la seconde hy pothèse, l'équation se réduit à : Cx® -y- Ex -f- K s: 0 ; 
laquelle founiit aussi trois cas : E* — 4CF>0; E* — 4CF<0; E* — 4EFs=0. 

Dan.* le premier, la courbe sera coupée en deux points par l’axe des x ; dons le second, il ne la rencontrera pa.s ; daii>< 
le troisième. Il aura un point de commnn avi^; elle. 

386. — Nous terminerons nos examens sur le cas des racines réelles et inégales du trinôme en x, en faisant remar- „ 
quer qu'il a la propriété d’indiquer rahs4'isse qui convient au centre de la courbe , ainsi que l’ordonnée. Reprcnmi'. 
l'équation {n® ^3) de ce trinôme : 


X = B.^W V/.Bl) _ i AE • - B* - i AC, , D- - 1 AH 

il est clair que. prenant sur l’axe des abscisses une longueur AP ^fig. H7), telle que : 


X = AP s= 


BI)^3 AE 


B* — 4AC 


l'abscisse .\P sera celle du centre de la eoiirbc. En effet, portez de P en P" une longueur 
+ B. _\ I/TBU^^ÀE >■— i B* — 4 AC , II' — 4~AB j. 

VOUS aurez AP" = fl'. De même, si vous portez de P en P' la valeur négative du radical , il viendra ; xVP' = a; ri 
AP’, AP sont les racine* (n® 294} du trinôme. Par le point P menez une ordoonée PH indéfinie, parallèle à l’axe 
des s, elle rcucontrora la droite DM en un point N, centre cherrhé de la courbe. S'il est ui^nt de connaître la valeur 
numérique de l’ordonnée PN du eeotre N, on fera x égal à la valeur rationnelle du iriuome, c’est-à-dire à : 

__ DD— ÎAE 
— 4 AC ’ 
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itnns la parlie ralionnelle des valeurs de g, ou dans : ji = x — ^ , el ou aura la valeur de rordonnéc PN\ 

Coituaissam les rariaes du trinôme en x ou en y, ou mieux, connaissanl les limites d'une courbe dans quelque sens 
que ce soit, on peut aisément trouver l'abseia&e de sou centre sons avoir Im&uin de résoudre iiii iriitomc ; voici comment : 
on a TU, par ce qui précède, que l’absclssc du centre était é|;ale à la partie ralionnelle des valeurs de x dans le trinôme ; 
or, celle partie rationnelle est la moitié du coefficient du second terme d’une équation du secoud ilegré, et ce coeffi- 
cient est égal è la itoiiiiue des raeinca de cette équation. Uonc, si l’on prend la moitié des limil<» données d'ime coartic, 
on aura l'aliscisse ou l'ordoimée de son centre, suivant quelles seront les üoiiles qnc l’on cutisîdi'rera. 

287 . — Appliquons la discussion cMcssus & un exemple nuiuérique. Soit donc l’équaliou : 

81 y* — SW j-ÿ 4- t06 i*— 230* a* — 810 y 4- 21 *65 - 0. 
ona; ’ A = HI, 11 = — 90, C = 106, 

et les coëfliciculs de g* et x' sont de mêmes signes n® 2SM ), ce qui pmeure : U* — * AC <0 ; 
ou: 8100—3*3** —262**, 

première condition ^n® 2941 pour que l'équation appartieitne k une ellipse. La deuxième veut que les racines en x du 
trinôme soient réelles et inégales. Hésolvons )'<N|Uation pruimsér |tar rapport à y, il vient : 

y=î— x i 2*0l 

ou : # = -y 3 + V — y* — 3*x+ 2*0 , 

égalant le trinôme x* — .3*x -f- 2*0 à zéro, et le résolvant, on trouve : x — 10, ou x— 10 = 0 , x= 2*, oux — 2* = 0. 
l/équatioii proimsée appartient donc à une ellipse, et la formule des valeurs de y [*eul être mise sous la forme suivante : 

if = “X-(-3;L ^x — iO X — 2 *. 

Construisons b partie raliomielle y = ~ -4- 5 

de cette équation, nous trouvons (n® 290] qu'elle a pour lieu géométrique la droite DBM' (ig. 1 18) (éch. n“ 2'. 

Prenons, sur Taxe des x positifs, des longueurs égaies è eellt> 2 i des racines du trinôme, el telles qu'on ail : 

x=AP=IO; x=AP =21. 

Par les |>oints P et P", menons les ordoimées P.M . parallèle à l'axe des y. ell<*s retn^ontrent la droite ou le di»- 
mètre (n® 290 ' DM' en des points M , M'. que la courbe a de communs avec lui. Les droites PM , P M' sont les limites 
cuire lesquelles la courbe est comprise. Kjï effet, rap|M*luus-uuus ' ii® 290) que, par chaque point qui sur l'axe des x 
cépond à une abscisse, laquelle prm ure un radical réel, dotveut être menées des parallèles à l'axe des y, lesquelles se- 
ront les oivlomu'es du tliamètre DM', qu'un devra diminuer ou augiuenter à partir de ce diamètre, en raison des voleurs 
du radical ; représentons ces ordonnées par Y, el nous aurons : Y = Hh V^— (-f — 10} ,x — 2*J. [Bj. 

Ola posé, si l’on donne à x des valeurs plus petites que 10 ou plus grandes que 24 ou que AP et AP', et qui soient . 
par exemple Xî^ 5, X = 30, il vient : * — H; V/ — [— 5] (— 21 ; -(-Îfljj+Ü, 

ordonnées imaginaires qui annoncent que la courbe n'a aucun de scs points dans ces régioi». 

Si : X — 10, X = 24, U vient : Y = + V^— 0;( — Uj, Y = +V/— plïTiO^ 

valeurs qui répondent aux points .M, M'. puisque rordoiinée Y ne doit être augmentée ni diminuée. 

Pour : r = U, x= 20. il résulte : Y ^ + l/— 1+ iTI” î Y — + — 10) ; — * . 

ordonnées réelles. On en tire : Y = +6,32. Yrt= + 6,32. 

Ainsi, par les points n, m. pour lesquels : x — An = 1 * ; x = Air 20, «n mènera les ordonnées imléOnies n*'. Md'; 
elles rencontreront la droite DM' en des points 0, 0'. Sur In première, et è partir du point 0, ou puticra les longueurs 
Oè' = Oè = 6.32 ; et sur la deuxième des longueurs O'd' - - O'd = 6,32. Les points é. è'd.d' seront à la courbe. Encoiiti- 
imanl de supimser à x des valeurs plus grandes que 10 et plus tietites que 24 , et substituant ces valeurs dans la for- 
mule [B], on aura constanimeiu un radical réel au moyen duquel on calculera «les points de la courbe comme nous 
l'avons indiqué. 

I.es deux derniers résultats monirenl que, pour dra points cillement éloignés des points P et P', on a des ordonnées 
égales, c'est-À-tlire que les points de la courbe qui répondeut à ces points a. m, sont, comme les points è'.d', è.d. 
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sembUblenicrn placés par rapport ao diamètre DM. Nous avons cru devoir faire faire celte reinan|uc. parce qu’elle oüi e 
lc$ moyens de sjm(difier les Ofiératioiis lursqu’ou veut décrire une courbe par points au moyen de son équation. 

Pour obtenir d’autres points de la courbe, faisant jr = Q (n** i95 . dans son équation . on a : 

Stÿ* — 8t0ÿ -i ÎU65 = «. 

d’où Ton tire : ÿ *= 3 + 25 — 265, 

(‘^pression imaKinaire qui répond (n^ 295) à : D* — 4 AF <0, d»m% la courbe tie reuemjtrc pas ra\c d<*A y. Kiiilu, qiir 
9 =?0 dans son équation, on trouve : {QQs* — 2504 x-|- 2U65; d’où : 

Vos ± m 

(expression imaginaire qui ré{K)nd à F**» 4 CF <0, et qui veut dire que lu courbe u'u aucun point d'intersection umh- 
l'axc des x. 

Si, après toutes ces opérations, ou joint points M, M', etc., on aura une ellipse, courbe liiniléc dans tous 

tes sens. 

288 . Étant bien convaincu que toute équation générale du second degré entre deux variables, distinguée par le 
caractère B* — > 4 AC <0, est celle d'une ellipse , pourvu que le trinouie en x ait des racines n’idle.H et inégales , nous 
pouvons aisément dé<'rire celle courbe sms nous servir entièrement du prm^édé que nous venoii» de dévdop|»er, et dont 
le but a été de nous dévoiler le cours de la (tourbe. Ce cours connu, considéroiis les racines x ss 10 =s AP, x = 24 « AK 
du trinôme en x. elles donnent lia points M, M', où l’elli|tse (M>upc la droite D.M', et MM’, est un diamètre de cctlc 
courbe. L’ordonnée du centre rencontre aussi rdlipse eu deux points, et sa partie aa', comprise entre ces deux puint^. 
est un autre diamètre. On obtient ce dernier en menant par le point P', pour U'quel n* 296 ) x ~ 17 = AP^, partie ra- 
tionnelle du trinôme : x> *— .14x -f- 240 = 0 , une parallèle indéfinie P qui passe par le centre c de I 'ellips(\ puis mri- 
tant pour x sa valeur 17 dans la formule : 

V==±t^--'-r— lo; **i. 

il vient : Y = + 7, ou eu s= ca' =* 7. 

Avec les deux diamètres «a' et M.M', on décrira l’eUi^^ MfiM'o' par les procédés connus ^n*" 186 et suivauts . cl 
même on tracera ses axes prrncipaiix (ii^ 195). 

288 . — Nous nous permettrons encore une digression qui ne sera |ms en deboni de notre sujet ; c’est celle U’etiwi- 
giier comment on pourrait trouver l'équation de l'ellipse Md Md'fmr rapport aux diamètres conjugués MM', ou', cl au mi- 
tre do celte courbe. Cela est fort aisé, considérant qu'on a scuieiueiit besoin de savoir quelle est , on nombre , la lon- 
gueur des demMiamclres conjugués nt' et cM' ou cM. La coimaissanl, on conclura l'équalioii dont il s'agit par t» 
règle du 159. puisque l'équation d’une ellipse est toujours de même forme ti* 188 , qu'on rapporte ses points à M's 
axes princi|iau\ ou h des diamètres conjugués. Or, ro = m' = 7; reste ù évaluer cM = tM‘. Voici roioment on y t»ar- 
vïendra : délerminex les coordonnées des points r, .M ou M' en faisant d’une pari x = 17 = AP' dans y =f x H- 5 . 
équation de la droite DM’, sur laquelle doivent se trouver ces points, et de l'autre x =» 10 bu x s» 24. vous aurez, eu 
premier lieu, (>our le point e : s^ss 47, y = 14,44444 ; et eu S4‘coiid lieu : x s 24. y = 18.53555. pour le point 

M*. Cela posé, la plus courte distance des points c et M' sera fournie 'n® lO) par ; 

V/(24'^17 * 18.55553— U.44444 * = V^W.1 25465 =: rM ^ c.M’. 

Donc, en nommant rM',x' et co'.g'. on a {n* 159] : 64,125465 49 x'* = 5142,049785. [I)[. 

Mai.saver celte équation, ou doit eonnaitre l'angle des diamètres sa'. M.M' , or : 

5 5 

fl’fM'ss BD A; niaistang. DDA es donc, long. aVM' 

JJ 

D’après cela, avec : y = -g- , x f-5, équation de D.M'. les roordoimées ; x — 17. # = 14,44444 du rentre r cl 

l’équation [D], on pourra construire l’ellipse MdM'd'. 

800 . — Piissons à l’examen du deuxième ras du trinôme en x. c'est-è-dirc k celui où ses racines sont iimiginairt's 
n* 295V, ou bien que : (BU — 2 AK,*Hh( B* — 4 AC) ;D* — 4 AF] <0. 

On démontre en algèbre que toute quantité réelle, positive et négative, substituée à la pim^e de r dans le trinôme 
II* 295) : 

2'TU) — 2AK' D»— lAF 
— B._4ÀC ^ 6*— (,\r. ■ 
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ilnimem un ré»ult;it <iu mt me si^mc que jr’. c*f»l-à-din* que ce résuIUt sera conslamment poaitif ; mais U doit être mul- 
tiplié par —(B*— 4 AC j, qui est néitalif; donc, le radical sera imai^iiiairt* et les ordonnées aussi. Par conséquent . Il 
n'existe aucun point dont les coordonnées satisfassent à l'équation : Ap* -f- Bon -f- Cr* i- Djf -h Ej -h F «* 0 ; 
mi dît alors qu'elle est impossible et qu’elle représcnie une ellipse imaginaire. 

Voici un exemple numérique : Hlgr* — SiOÿ -j- 106x* — 8tQ|i — 2d04jr-t- 30375 = 0. 

Résolue par rapport h g. celle équation dutme : jr ^ j-1- 5 + 34 j — 350~ [a], 

ou: y = + — 34x’+350’ [éj. 


On tire du trinôme : x = 17+ \/ Î89 — 350, expression imaginaire. 

Concevons que x. dans le trinôme du railicai [4], reçoive un certain nombre de valeurs, comme : 10, 20. etc., 
alors: +\/ — dlV/“t+“0M 

résultats qui ronfinuent ce que nous avons dit. Les mêmes hypothèses dans le radical [e) produisent : 

±V/^l!0i ±V/“70;' 

c'est-è-dire que. considérant le trinôme avaul de lui faire éprouver un changement de .signe, il faudra convertir le 
reisouiiemcnt précédent en celui-ci : Puisque dans un trinôme imaginaire toute quantité réelle sut^ituée à la place de 
X donne un l'ésuttat du luénie signe que x*, il s’ensuit que ce premier terme étant constamment négatif, les ordonnées 
y ticrom imaginaires. 

Ml. — EnBn. dans le troisième et dernier ca.s les rarines du trinôme : 


^ * “B*^rAC- Bnnr AT = * 

doivcDl être «•gales; donc (n® 493! : (Bï) — 4 AEl'-f* (B* — 4 AC) (D’ — 4 AF} = 0. 

ou, en d’autres termes, et d’après les conventions du n® 494 : x=: o =a\ et le trinôme est un carré parfait . d'où il 
résulte, pour la valeur générale de y : 

I 


9 = * 




ou bien: y — TJi— ^ — 4 A^j (B]. 


Les valeurs de jr sont imaginaires tant que celles de x sont plus grandes ou plus petites «|ue o. {>onrvn que (x — a' 
ne soit pas nui ; mais dans l’hypothèse de x =: a. on aura un seul point sur la droite de l’équatinn : 

B D 

* = ~'ïA îX’ 

puisque le radical devient nul. Ainsi, la rourhe se réduit à ce point, dont les coordonnées sont : 

B \) 


La première est la partie rationnelle du trinôme : 

BD — 4AE . 1 

B»— 1 AC — b' — i AC 


l/o7 


en X dans le cas qui nous occupe. 

On pourrait regarder le point dont noos venons de parler comme l’intcrsectioti do deux droites imagin.iires qui se 
réduisent à un point réel, car on lire de l’équation [B] les suivantes : 

_ . B f- — 4 aC) ) D +(i W^:^rz.4'S(f; . 

« A Ta 

(-B-\/-[B*-IAC;) I)_. \/- B*-4Ar. 

ÎÂ ît • 

lesquelles sont celles des deux droites susdites. 

En voici un exemple. L’équation : y* — ixy-4*5r* — 2y— 48x f 46 = 0 

résolue donne : g = x + 1 + t/— 5x* -h 30x — 45, ou: y = x + 1 + V— 5 <x* — 6.r + » . 

On lire du trinôme ; x=s3 + V'9 — 9; dont: x=3. 
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Si vous donnez à x des valeurs plus grandes que 3 ou plus petites, dans la formule : Y s ^ 11^5 x — :t 
voua obtiendrez cnnstamnient un radical imaginaire. Par exemple que : j’ = 2.j's=6; i =: <tr. éeli. n* :i . 
ilvient: — 5. — <,*; Y = + 

mais si JB 3 : ^* = iV^ — ^ ®'** 

C’est-à>dire que, prenant sur l'axe desx (tig. 1 19) une longueur AF ^ x » 3, et ftar le (Hnnt P' niellant une pji- 
ratlMe P'N indélinie à Taxe des y, clic ronconlrera la droite PM, de réquation : ^ ss x -{- I . en un |Miint N. qui sera ce- 
lui auquel répond l’équation proposée. Ainsi, les coordonnées de «^e point .seront : xss 3 . |r.= x- {- l. 

L'équation proposée |Hîut se mettre s<nis ta forme : ÿ =a x -f- 1 ;;f2 V ^ ’ =“ J" -1 - < J. x — 3 » \/ — 5 ; 

ou : ÿ = X I + ( X \/ — 5 — 3 5 ) ; 

de laquelle on lire: y = ( I + — iS)x't-(l — 3 V" — 3) ; ÿ = (l — V — -7)x“t- ( M 3 V — . 

équations de deux droites imaginaires qui sc réilutsent à uu point réel N. 

M2. — Exemples sur lesquels ou ]Mmrra s’exercer : 

{ftg.liOJ: ms>— <92xÿ i H:ir>—2«80ÿ+ 1920x4- 92HÏ = 0; 

;fig. <21 ) : Rlff* 4-90x|r’-h <0«x* — 810y i 230lx f- 2U65 = il ; 

L’ne ellipse imaginaire : 25y* — 90xy 4- I3lx> — 430ÿ — S9t)x4- 40360 = 0; 

In |voint : ï* — iry 4- 4x* — 2y 4 - 2x 4 ~ I 0 ; 

Cil point : 25ji* “ 40xy t- 766x* — OOOy — I Iô20x-t- 51600 = 0. 

lOS. — Nous avons encore à examiner quelques cas particuliers de l’équation générale du M^cund degn*. qui < om- 
porteiit aussi, entre les coefficients de celle équation, le caracltre B’ — 4 AC <0. 

Un de ces cas est celui où A = C, B » 0, cas auquel l’équation générale se réduit à : 


Divisant cette équation par A, il vient 


Ay» 4- Ax» 4' Dÿ 4- Kx 4- F = 0. 

: #’ + x* + ^»+-^-r4— ^ =0. 


qu’on peut mettre sous la forme : 
en ajoutant à ces deux membres : 




D* 4- E« 
4 A» 


I>» 4- E* — 4 AK 
4 A* 


Comparant cette équation avee celle ; y*— * 2?y-f-x* — 2ax4-(^* f »* — R* " 0 du n'* 228. on reeoimnil quVlb- 
appartient à un cercle dont les coordonnées du centre sont : 


et le rayon : 


I) E 

S- 2 A , J--— 2A ; 
D» 4- El — 4 AF 
4 A* 


Il est éviiloiil que le ecn*le sera réel 1or»(ue D* 4- E*~ 4 AF sera une quantité positive. 

M4. — Avee B s 0. on penl avoir AxC; dan-s l’un et l’autre cas, l'équation générale prend la forme : 

Aÿ* 4- Cx* 4- Dÿ 4- Ex 4' F = 0 [n], 

et elle eonvieiU à une ellipsi* dont le grand axe est parallèle à l'un des axes coordonnés, el c'est tonjoiirs à celui de la 
variable au denxième degré qui a le plus petit coefficient. 

L’équation de l'ellipse, roriginc iB*# coordonnées étant au centre, est (n® 131 ) : .\*ÿ* ? C*x* -s C^A* [èj. 

N'oublions pas que A* est le demi grand axe de Pcllipse placé sur l’axe des x, el C le demi petit axe de cette coiirlie 
placé sur l'axe des y. Cela posé, pour pas.ser d'un système d’axes reclanguiaires ù un antre système respcctivenieni pa- 
rallèle au premier, il faul employer les formules (n* t2) : xs= «4-x'; y =: è 4- y'; 
mettant donc dans l'équation [è] pour les coordonnées x et y leurs voleurs, on aura : 

A» {b 4- y')* -h C’ !«* -1- x') = C*A>, 
dans laquelle \cs coordonnées du centre ou de la nouvelle origine sont è el a. 

Développant, on a : A*y'» 4 CV* 4-2 A»ux'-f- 2 C»èy' + + A’è’ — A*C* i = 0. 

Il est évident que, par cette trensfonnation, le grmnl axe 2 A de l’ellipse est devenu parallèle h l’axe des x ; or. le 
coefficient lie x'* dans l’équation que nous venons de trouver, est C*, et il est plus petit (|ue A*. Ainsi, quami dans 
l’équaliou [a] ou a : A> C, cette équation indique une ellipse dont le grand axe est parallèle h l’axe des x. Si au con- 
traire A<C, l’équation appartient à une ellipse dont le grand axe est |»aralièle à l’axe des y. 
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I-Jit \oki de» exemples. L'équaltnn : ^5;* -4-9x* — 500y 343x 4K49 = 0. est relie de l'ellipse MOM'O' (fig. <22;. 

I. equalioa : 9y» h 25x' — 800 j — 252ÿ + 7564 = 0 , est relie de l'ellipse MONO’ (fîg. <23’. 


AnTia.£ II. — Be l'hfperkle. oi coirk eareciériiie — 4 AC> 0, iitiie 4tai lou les leii. 


soft. — Repr<>iinna lYqiiation : Ay* Rrj O* 4- Dy -f- Ejt | K — 0 , 

et rap(ieUms-nous que pour Tliyperbole (n* 291} IP — 4 AC >0 doit Olrc la relation des roefliriciits de lY'quation pro- 
pos/re. Résolue par rap[>ort à y , elle donne : 


^ _i_ * l/,u, I Kr ' * , a Bl) — 5AK , 1 

» = — 1— ± y {V 4 AC +î- I 


D*— 4AP 


> 

H’ — 4 AC J 


DU bioii, en roiLscrvuiil lc$ iinlnlion» que itmis avon» adoptées (i|0 pour les raeines du teinniuc : 


a-' + î 


fini — j AKi I)' — 4 AF 

— 4AC ^ ^ B»— 4:v<r 


- 6 . 


La formate précédente prendra cette autn* forme ; 

ÿ— — 2*A 2~Â~— 2^^ — 4AC:<x — a ;x — o' [4]. 

|Hiur le eas des racines réelles et mégaie.s du trinôme, et dans le<{uei : 

{DD— 2AK * — [Ü* — IAC)[II' — 4 AF}>0; 

miu» re\ammcrons le pi’emicr, et ensuite ceux pour lesquels : (BD — 2 AE * — [B* — 4.\C} (D* — 4 AP) <0, — D. 

SW. — Les racines du trinôme étant réelles et inégales, nous les stipposeron.n positives à toutes Ie.<> deux ; en <i>nsé-> 
i|ueiice : x=tf, j = «'. 

explique la forme qu'a reçue la formule [4]. Construisant la partie rationnelle 

H I> 

*" ÎA Î À 

lie celte formule (n** 290), elle a |>our lieu géométrique la droite DB.M' (lig. .< 17 j, et ce sera toujours de part et d'au- 
tre de celte droite, et sur ses ordonnées prolongées, que nous porterons les valeurs du radical. Hepréscntaiil par Y 
res ordonnées, c’est-è-dirc celles qui (correspondent aux abM*isse.s qui donneroul un radical réel, nous aurons : 

V i “2^ rXÏTJTx — a — V}" [r]. 

Ixrs rarincs a et a' étant construites, nous axons trouvé (n^ 294) quelles répomlaient à : 

X4=AP' = a; x=AP"^fl'. 

Et actuellement, comme dans le lieu cité, les droites P’M'. P" M. font voir que la courbe cherchée coupc son dianu*- 
Ire DM' en deux points .M et M'. 

<^la connu, c'est parla substitution des diverses valeurs de x et dans la formule [r) que nous découvrinmsie cours de 
la courbe. On trouve que pour les valeui*» de x plus grandes que a et plus petites que n\ le produit {x — a) fx — a *] . 
qui est celui de deux restes de différents signes, est toujours négatif, depuis x = a AP', jusqu'à x s= a^ = AP" ; et 
comme il doit être multiplié par B* — 4 AC>0, qui est constaminciit positif, ü s’ensuit que les ordonnées Y sont ima* 
ginaires; donc, la courbe n'a aucun de ses points d,ins !a région renfermée t>ar les droites P'.M', J*' V , indéfîiiimont pro> 
longées. Mais si x «I plus |»elil que A = AP', cl plus grand que a' = .\P ', le priMluil {x — a] (x — a'I, qui est celui 
de deux restes négatifs, sera toujours positif, car il peut être aussi le produit de deux restes positifs, et l'cla lorsque x 
est plu.*i grand que AP" = a' ;• ainsi, le radiral sera réel pour toutes les .valeurs négatives de x et |>our toutes les posiiô 
ve^ plus grandi?» que AP”, et plus {telites que AP'. Il est donc évident que la courbe cherchée aura deux branches si- 
tuées, l'une à droite de la limite P 'M, l'autre à gauche de ta limite P'M'. Ces branches s'éteinlent à l'intini dans le sens 
lies X positifs et négatifs, au-dessus et au-dessous du diamètre DM. Celte imurhc est donc une hyperbole (n** <97 ;. 

Tout ce que nous avons dit 'n** 295) pour le maximum et le minimum des coordonuées de l’clIipsc , s’appliquerait à 
riiyperbole avec le même avantage ; et un recmmaltrait <]ue pour cette courlve , eu égard à l’équation que nous avons 
diseutée, les ordoiméf’s ont deux minimum. P'M', P' M, qui répoiMlenl aa mluimum AP' a, AP' « a’ de l'abscisse, 
par rapport au diamètre DM. puis<]uc ces ordonnées répondent à deux points de ce diamètre. Autrement, le miniinum 
de l'abscisse est x = 0, et son maximum i'infiui dans tous les sens. Le minimum de l'ordoniuH; est y ss 0, et son maxi- 
mum rinfini dans tous les sens (n" 25K''. 
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On déterminera !<>& roonioimëes du rentre de cette courbe comme ec!a a été enseigné (n* 

907. Voici une équation numérique, k l’aide de laquetic iious^ éclaircirons cc qui préciiJe : 

225ÿ* — 300 j*| — 44-r'— ISOfty 4080^—7200 ~ 0. 

Coramenvons par nnu.<« assurer si elle cumportc le caractère B* — 4 AC >0. 

Or, 01) a : A = iio, B = 300, C = — 44 ; donc, 90000 + 39600 129600 ; cette ét|uation appartient, en eR'ct. 

à une byiicrbole. Résolue par rapimrl h y. elle donne : 

i , I /“46Î* — 2 , . i l ' 46~“^, Z . -- 

» = y -- î y = .J -r I •i± V -ÿ5‘ • 

égalant le trinôme à zéro, on eu tire : x ^ 5; x = 15. (Hiur .ses racines; en sorte que la formule ci-dessus peut 
ét rt> mise «»us la forme : 

— 5j(x — Î3ÏÏ IR] 


Ayant construit l'équation : 


y = -3-.-M, 


on trouve quVIle a pour lieu géométrique ' flg. 124) la droite LR' éch. n" 2'. 

Construi.sant Ica rarinc.s du trinôme, on a : x= AI* = 5. x - AH' s= 15; par lc« points H et H", iiienaiil les pa- 
rallèles PR, P'B', à l'axe des y, elles roupent le diamètre UV aux points B, IV; ce sont ceux que la courbe a de com- 
muns avec son diamètre, et ces droites sont ses limites dans le sens des abscis.ses. 

Sulistitnant, dans la formule [H*, à la place de x des valeurs plus grandes que AH — 5, et plus petites que AH’ = 15, 
cmimie par exemple N, il vient : 

Y = ±-ÿ- V\—i h — / . 

expression imaginaire qui montre qu'aucun des points de la courbe ne réjYond à de pareilles abscisses ; mais si x = 5 - ~ 45. 
il résulte que : 

Y =-4- "^-\/(0;i ; — lÔJ; Y =s + V^^40);0j, 

ordonnées des imints H, B‘, sur le diamètre LR'. trouvés plus haut. 

Dans lesliypothèsesdex plus |ietit que AH = 5, et plus grand que AP's= 45. et telles que :x — 3 =» A4, x 47 - Ad. 

on oWiem : ^ 2 (—427 = ±5,9; Y — ±*-4 / [42 ii^=±3,9. 

Ainsi, par les points è et d, menez \vs parnllèle.s èn’, dt\ 4 Taxe des y. elU^ rencontreront le diamètre LH' en il<*u\ 
points a, m. De jiart et d'autre de ces }H)inls, et sur les droite» fra', dP, portez les longueurs no' = au ~ 3. 9; 
tnl = mi =z 3, 9. vous aurez quatre imiiits a\ n, i'. / de l'hyperbole. Continuant de donner 4 x des valeurs p<>>:tive» 
plus petites que AP = 3 , et plus grandes que AH' = 45 jusqu'à rinfini . de même que des valeurs négativc.s, vous dé- 
iermincrez autant de points de cette courbe que vous voudrez. 

Clierchou» inaiiitcuant si elle rencontre les axes rooi'donnc.<i. Kii pretnier lieu, pour x 0 dans l'équation, il vient . 

S25ÿi_t«00ÿ — 720 = 6; 

d'où on tire : y = 4 ± V'' 48 = 4 ± 6,92; c'est le caractère D* — 4 AF >0 du n® 295. Donc, Hiypcrbolc a deux 

points de communs avec l'axe des y. et la position de re» points sur cet axe est tlxée par : 
y =10,92 = A/-; y — 2.92 = A/*- 

Kij second lieu, pour y = 0, ou a : 44x*-^ 4OH0x — 7'200 = 0, ou : 44x*— 40H0 j -| 7200 = 0. 


.. 2040 , 1/ 38448(10 2UI0 . 4960,8 

qui répond au caractère E* — 4CF>0 du n® 295. Et l'hyperboli* rencontre Taxe des x eu deux points, «loin les 
ahsei.SM'S sont : j 4,8 — AQ, x = 92,04. 

Voici une équation : 225y* — 300xy L 49i’— I800y t 3420x — 2473 = 0, 

qui est aussi celle d'une hyperbole, quoique (n** 291] tes cocflicienls de x* et y* soient de mêmes signes. 

308. — Puisque le cours de l'hyperbole est entièrement divulgué pur la discussion précédente, «11 jKiurra, comme 
cela t été enseigné iwur l'ellipse ( n* 298 décrire celle eourlie sons avoir Ivcsoiii de former aucune hypothèse sur les 
valeurs do x ; il suflit de déterminer les longueurs de ses diamètres conjugués; en cela, il n'y a rien à changer à ce que 

47 
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nou^ a>oiijs pratiqué dans le nuniéro rite. 1) faudra seulement ne pas oublier que le diamètre hh' sera tlotiiié par une \a- 
leur inmpMoairc du radical (n® 197) : 

V =±-^ — 5)!* — ISi, 

«■ar la valeur de i, qui répond à ce diamètre, est celle du rentre, où (n* 296) : .r=: 0; laquelle est dans la réfnon «ù 
la « ourbe n’a aucun de ses points. Donc : 

V 'à -<31=±‘. 

cl on portera *iir la droite DA, qui renroutre en c le djainèln* LB' de r en A et A', des longueurs cA = eh' — 4, puis AA' 
sera le diaitiètre cherché. 

I.«s (équations .suivantes sont dans le ras que nous avon.s discuté : 

:%•— 24jî — ïu* 2:'w6 = o; fig. m.' 

36ÿ> — 24xÿ — 8x* I 72tf — 3*Kr — 2 o.j 6= 0; Llig. 126.) 

yi _ ^^)X5 _ t 5 j-* _ i ii(tr — lOÿ — :>.160 - 0 ; 

I8ÿ >.70x4-54 = 0; y* — 2xy— x*— 2j4 lr-f-3 = 0; Kiy*— 8xy— Îx»-H9iÿ — :Wx t- 

309. — Passons au cas où les racines (n® 305) du trinôme sont imaginaires, ce qui «‘oiiiporte : 
i BD — 2 AE;.* —(Il* — 4 AC) i U* — 4 AF <0. 

Heprenons la formule : jf = i"\“i i ^ i^ÂCy.x ^ i7x 

Ayant construit U partie rationnelle, nous sa>ons qu'elle a imur lieu géométrique une droite comme DM fig. 117 : 
mais nous avons vu jusqu'ici que, pour que vt diamètre fût rencontré par une courbe de l'équation générale du second 
degré, il falüiit que les abscisses du trinôme fussent réelles; or, ici elles sont imaginaires ; il est donc évident que, dans 
e cas que nous examinons, s'il y a une courbe qui puisse avoir une serublabie équation, elle ne reiiemilrcra pas le dia- 
mètre DM. 

.Maintenant, pour que ré<|iiatioii générale du second degré appartienne A une courbe, il faut que, pour un certain 
nombre limité de valeurs de x, un ait un radical ou des ordonnées réelles; c'est ce qui arrive ici, quoique les racines du 
irinoine : , , . BD — 2 AK , D* — 4 AF . 

U' — lAC "B*— J AC" ® 

soient imaginaires, car il a été déjà observé [n® 300) que ce trinôme ne pouvait jamais l'Iiaiigcr de signe. qu*il serait 
toujours positif, son premier terme étant un carré ; et puis<iu'il doit être multiplié par Ü* ^ 4 AC, qui est constamment 
positif, il s'ensuit que le radical .sera réel pour toutes les valeurs positives et uégatives de x jusqu'à rintini. 

La droite DM est un diamètre de rhypc^rhole de réqualioii dont il s'agit, cl il se trouve dans la région où cette courbe 
n'a nuciin de points. Cette hy|»erlK)ie aura donc une de ses brandies au>dessus de DM . et l'autre nu-ilcssnus. pnis- 
qoe encore, dans cc cas, coiuiue dans rriix que nous avons examinés, le diamètre dont nous imriun.s partage en deux 
fvarties égales les ordonnées. 

Nous allons appuyer ce raisminerncnt par mie équation numérique. Soit éeii. n® 2 : 

49s*— IR7x*— 4iry h 29iy f- IJOIOx— i:»239 = 0 ; 
cette équation, la résolvant par rapport à y, il vient : 

S — — 3 ^ V' 4 -J* — I l'••F f- HO . 

7 

Ixi droite BPa ^lîg. est le lieu géométrique de l'équation : y = '^ x — 3. 

Ayant résolu le trinôme : x» — 16x > 80 = 0 , onen lire : x = H i:V '^l6; 

ou.ee qui est la même chose : x — 8— V/ — 16^0; x — 8 -f- 46?= 0, racines imaginaires qui maiiifes- 
tciit, comme noos l'avons dit. que l'hyperbole ne reiieoutrc pas le diamètre Bu ; ainsi, la lungiienr de ce diamètre sera 
déterminée par les racines de ce trinôme. Cela «fsl évHlenl : on sait que rahscissc du centre d'une courbe (u® 296 ) ré- 
pond à la valeur ratiomieJle du trinôme en x; kn, relie valeur est x - H = Ar. Sur Taxe des x. à droite et à gauche 
de c, porter des longueurs cF -s cF' * 4 j par les potnls F, c, F', menez des |»aralK*-lcs indéfinies Fl, OcO', F’F, à Taxe ji. 
elles loucheront le diamètre R<i en des (>oiuts I, D, T ; la distame I/’, eoinpri.su cuire i et <*, est la longueur du diamètre 
qui ne rencontre |»a.s In courbe, et le point D en est le centre. 

Actoelleineul. les racines du trinôme sont renfermées dan» l'expression : x — K;» > 16 = d. 
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Nous aurons donc à oiaminor cc que ilevienneot les ordonn^t^ de ta formule : 

Y = + — 

pour diverses hypothèses sur la variable i. 

Coneevons d'abord que j* » H. on a : V « + 4 { lÔi — *-‘1 «"'est la plus petite valeur que puisse 

recevoir l'ordonnée, car ai l’on porte sur 00', de part et d'autre de la droite H#i, à partir de D, des loiiitueiirs 
1)0 = DO’ = 8, on déterminera les points 0, 0' les plus voisins du diamètre Itn. l.cs autres points s*en éloigneront pour 
les valeurs de x, depuis x s; 8 jusqu’à x ss 0 et riiiOni négatif, et depuis x K jusqu'à rinnni positif. K\emples : 

JC = i =r Am ; X ^ 14 ^ A« , 

on a : Y ^ ± \/TTJ^fi7qrîC] = ± 14,42; Y •'-Fe^'+Te:' = U.4Î. 

Par les points m et n, conduises des parallèles indéfinies à l'axe des y ; elles couperont le diamètre Bo en deux point'* 
II', a ; prcm '2 sur çq', ff\ à partir des (loiiils «' et a, de fiaii et d'autre du diamètn\ des longueuri : 

«y fl'ç .= (4.42; flf — ae' = (4,42. 

[jfs points q, q\ e, /, sont à l'hyperbole cherchée, dont une braiirbe q*oe est au-dessus de Bn, cl l'autre, qo'e, au- 
dessous. On remarquera que. pour des {uiinls m, a de l'axe des abscisses. égaU'tiicfil éloignés du point e, correspondant 
à l’abseisse du centre, on a des ordonnées du diamètre égales. 

Reprenons l'ordonnée : A' — jh \/4 (, '0 *F 46T. 

Nous disoii.v que la longueur 00' de cette ordonnée représente le second diamètre de riiyperbole, ear cette ordonnée 
passe par le centre et louche la courbe en deux points 0 , 0' [ii°* 199, 206], puis les droites qq\ ef \ qui lui sont paral- 
lèles. sont partagées en deux parties égales par Bo; elle est donc 'n« 2(0) conjuguée avec ce diamètre. 

Les diamètres de rhypertmle, qui comporte le caractère que nous venons de discuter, étant détenninés, on di'iTira 
cette courbe comme il a été enseigné n* 209). Voici des exemples relatifs à cc cas : 

Ûÿ»_ — 4*j* — i40r— 72y— 3% = 0 ; 


64|!’— I6xy— 427x* i- 4760x-|- 256y — 6528 s= 0. 
910 . ~ Prenons euOn le cas où les racines du trinôme 30.5} : 


î 


ÎAR^ _ . D* — 4 .AF 
B' — 4 AC B* — 4 AC " ' 


sont réelles et égales, cl ponr lequel : ^BD — 2 AE’ * — ;B* — 4 AC) .!)• — 4 AP = 0. 

Les racines étant égales, le produit (x— >a](x — a') revient à : (x — a)*; nous aurons donc à examiner la formule : 

l' — 2^'*~”2*V — ~2X FÎB*^^TAC,iXj‘— <*; 




^ «A 


^YV/P^*AC): 


/ B 

» — FïÀ- 

jr = — (-ïÂ" -jX “('2 a 2 r — ♦ AC 1 : 

équations de deux lignes droites réelles qui ont un point commun, dont les coordonnées sont : 

B D 

Exemple numérique : ÿ* — 4xy -f- 3x* — 40y — G4x 336 = ü , 

qui donne ; y = 2x + M J; V'i’-F lOx + 64 [à]; ou: y = îx * 20 J_(x + 8 . 

La droite PB est le lieu géométrique de l'équation [Og. (28) : y ^ 2x h 20. 

Si X ^ — 8, dans l'équation [à] le radical se réduit à réro, et on a le point M de la droite PB. en menant par le point 
P, pour lequel x = — 8 = AP, une parallèle PM à l’axe des y. Ce point est romiimii aux droites NO, DE. dont le* équ.v 
tioRS suivent : • jr = .1r-i-28; ÿ = x4-l2. 

L'équation proposée peut donc se décomposer en facteurs rationnels, et s'iVrirc ; (x— :ix-- 28 y — j — (2 !=s 0. 
équation complexe [n** (64). 

Les é([ua(ioDS suivantes sont relatives à ce cas : 

i 6Ôx— 260 = 0; 

4ÿ* — ixy — X* — 56y -f- 44x -{- (64 — 0. 

911 . — Il |M.'Ut arriver que, dans l'équation générale, on ait A = 0, ou C = 0. Kltc ap|»artiendra né.inmoins à une liy- 


Digitized by Google 



|M‘riK>lc. Daiis le premier C4U^ la euurbe aura uue de a&ymptoleâ parallèle à Taxe de» g ; dan& le second, à l'au* des 
T. Pour le démontrer, soit eu premier lieu A = 0, l'équalion générale prinwl la forme ; 

Bjÿ -f-Cr*-+-I)jf 4 'Kjt4-F = (Ï. 

On en lire : 

j = - îV— “ 2 V V'WiySÈ'^s':i>’TTK’— 4 cf:. 

H* étant positif, ta discussion des n«* 305 et suivmits est applicable ici; donc, cotte équation est celle d’une hyper- 
bole. La résolvant par rapport h y, il vient : 

, - — F 

Maintenant , si nous ciïiHiuons la division , de deux choses l'uiie : ou elle se fera exacteiiieiit , ou il y aura un revic. 
Supposons ec dernier cas, le quotient sera de la forme : 

eu désignant par ax I- ft' ses deux premiers termes, et par d le reste, lequel ne contient pas la variable x. 

La partie y <=? tfx 4- ^ étant construite, elle a pour lieu géoiiiétriqiie la droite 1)1)' (lig. 1 i9 , qui ne M'ra |ioinl mi- 
contrée par la courbe, quelle.s que soient les valeurs de x dans : 

d _ 

RrVi) ' 

car ce terme ne deviendra Jauiais nul. et cette condiltoncsl nécessnirc, comme on l'a vu dans la duM'ussàoii précédente, 
pour avoir des points de ta droite Df)'. One! «»t donc roflice de DD' envers l’hyperbole? Le voici ; d'après la fonne de 
la formule fd], il est évident que les oixlmmées de DD' ne sauraient être augmentées cl iliinitiutVH dans mi même lem|». 
attendu qu'une valeur positive ou négative de x, subslilnée ü sa place dans : 

d 

RtH-I» 

ne prmlnil qu'une valeur positive ou négative. Nous reeurmaissons donc que les ordonnées de DI)', que nous représeu' 
tcron.s par : v d # 

devront être augmentées pour les valeurs positives de [c], et diminuées pour les valeurs négatives. Ost-i-dirc que, 
pour trouver, dan-s ta première hypothèse, des points de l'hyperhole, il faudra porter, dans la direction des ordonnée-s 
de DT)‘ et au-dessus de celle droite, les longueurs fournies par la formule [e] ; et dans la seconde, le» ttoricr en dessou». 

Cela posé. pr»ur suivre avec plus de succès le cours de la courbe k l'égard de la droite Dl)‘, faisons d'aboni x = h; 
il vient ; y 

ü 

On portera sur l'axe de» 3 , k partir du point B. où il coupe la droite 1)1)', et dans le sens positif, une longueur 
BN = , et le point \ sera à l'hyperbole. 

Duiinam des valeurs positives à x dans la formule [e] et jusqu'à rintirii, le» pumis déleniiiné» «u-ilcssus de DD'enm- 
tMiseronl un arc ON de riiy|N;rbole. mais pour une valeur inâiiie dex : 



ordonnée nulle UH . Donc, h mesure que les abscis.se» augmentent, les oixloiméi*» de DD' diiiiiiiuetit ; elle» vont en 
raison inverw? l'une de l'autre. Ainsi, l'arc ON s'approchera de plus en plu.s de 1)1)' puur ne la loucher qu'à rinfini; 
celte droite est donc (u** 154) une asymptote de l'hyperbole à laquelle sont rapportés le» points de cette courbe. 

Faa.sons aux valeurs négatives de x ; celle de Y sera de la forme : 

Y ^ 

Ü — Bx 

Mais il faut remarquer que cette indiealiou veut dire que le produit lir devra cuiisUmment être négatif |mr k fait 
des substitnlions des valeurs de x. dont le signe est ftguré en général par la forme nouvelle donnée à la valeur de l'or- 
itonnéc. 

Toute» les valeurs négatives de x qui reodroul le produit Hx plus petit que 0, produiront une ordonnée Y positive, 
et par conséquent des point» au-dessus de DU', lesquels seront ceux de l'autre portion NO' de la brandie ONO' de l*hy- 
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IM^rbote : mais {winiii <*es \alrursiit‘galivcs« il K'irit miroittrera unt* telle que j* s — ; le hiiioiuc 1> — R/ <le\ici)üra 

nu! : donc : v 

r'e8t-4-dire que, pour une valeur de jt di^duile lie ta ntiHilé du tU^noininatcur de la rroftiou d rcMilU* uiu* 

ordoaiiée infinie de part et d’autre de DI)', et eette ordonnée est l’auliy asymptote de la courbe , car elle n’a de points 
de communs avec elle qii’À une distance infinie (ii*' 1511. Pour la eonstruire, on |M)rtera de A >crs sur l’ave de&jr né* 
jzatifs. une longueur AM puis par le point M. ainsi déterminé, on mèiirra une parallèle HH’ iiidéiime h l’ave 

de-s ÿ ; le point (' , où elle coupe DH’, est le centre de ^llyperlHd4^ 

Aetuelleiiieiil. si Ton domii' àxdes valeurs négatives plus granürsqiie ^ , on obtiendra }iour rurdonnée Y des va- 
leurs négatives, lesquelles devront être portées au-dessoiw de DD'. Soit, par exemple, AQ, une de ces valeurs; par le 
point Q, menant rordimnée indéfinie QH. elle rencontrera en m la droite DD'; |vortaiU de » en H une longueur »mK 
égale à la valeur de V, on aura un point K de l’autre branche HiF', qu’on délerniinera de la même façon que la pre- 
mière. Exemple numérique. L’équation : 4xÿ — 3x* IHÿ — GOj* — 576 0, 

est la même chose que : .V 4 1 -t- 18 — 3 j* -L 6ftj- — 576 = 0 ; 

3x* k 60x — 576 . . J- 3 .. iHH 

on en tire : , , ,4, uu, apres la divisjon : g *= -j-x -}- b-|- -j — rrr. 

*X H- 4M I 4K 

l.a partie : |t = x { 6 de celte formule a pour lieu géométrique ladroile DD' [fig. 1^9] ccli. ti** Ü. unedesaMint»> 
totes. 

Pour loute.H les vaJours positives de x, depuis x ^0 Jusqu’à l’inâni. substituétfs dans : 

y iHK 

- U + W * 

ou a constamment des valeurs positives {tour V, cl ces valeurs déterminent les points de l'an- NO de la branclje O'Nn 
de l’hyperbole. Des valeurs négatives de x procurent des ordonnées V positives, cela depuisx - ü Jus({u’ù: 4x-f- 48 = 0. 
ou X — 43. Ainsi, par le point M , de l’ave des abscisses . |»our letfucl : x s AM ss 4 3, menant la {taralièle indé- 
finie HH\ elle sera l’autre asymptote. 

Les valeurs négatives de x plus grandes que 43 = AM. donneront des points de l'autre branche FHF‘. 

êSK 

Soit : X s= AQ =* — 46, il v ienl : Y ~ — IH. 

Par le point Q, on mènera roivlomiée iiulélinie QR. puis, à partir du point m. oii elle coupe l)D', et sur cette onioii> 
née, on portera une longueur mR = 48. et le point K sera à l'hyperbole. 

On voit, |>ar aUte discussion, que, lorsque dons l'équation générale «s 0 , rette équation est celle d'une hy|K*rboU* 
entre ses asymptotes, et nous avons appris quelles direiiiinis devaient avoir ces asymptotes. On |»eiit lirer parti de celte 
coniiaissanee pour décrire l’hyperbole (n*^ 304, 309), puisqu’un sait déicrniincr un p(urit quelconque de celte courlH.*. 

On pourrait aVoir besoin de Savoir quels sont les diamètres de l’hyperbole que imu.s venons d'evaminer; pour eu 
faire la recherche avci* sun'ès, on délerniinera les roordoiinées du rentre; or, ce rciitrc doit cire au point L iriiilcr- 
sertion des asymptotes, et le> équations dr ees (lroitc.s sont : 

s — — U. )'«. 

Donc, éliminant x entre ces équations (u** 63), il vient ; x ^ — 43, g - — 3, coordounées chen-hiTS, ave«* lev 
quelles nous vérifierons les opérations suivanlt^. 

Hésotvant l'équation de la courbe proposée par rapport à x. on trouve : 

X = -*-» — to J- (j* )- fi» — i07 iB|. 

2 

La droite LCL' est le lieu géométrique de l'i^untion : x = ÿ •— 16 [r] ; elle est un des diauiètics cherchés, l m- 
preuve est qu’en remplaçant jr dans [r] par sa valeur — 3, il vient x » — 13. abscisse du rentre (»ar lequel passe ce dia- 
mètre. Les points L, ou LCL' rencontre Hiyperbole, sont fournis par le trinôme : y* 4- 6^ — 307 = 0; car. ayant 
pour racines : g = — 3 J; 1 4.69, on portera sur l’ave des y . à partir du point a , pour 1e<|uel y = — 3. des longueurs 
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(til = a4' — U.69, pais |Mir 4 et d' menant les parallèles tfL, rf'l/ i l’«\e des x, elles renroiitrrrnm le diamètre LCL’ en 
I. et L’f qui sont ceux que la cc»urbe a de communs asec lui. On taiculcra la longueur de ce diauiclre comme il a ètè 
enseigné (n* S99). 

il nous reste k tronver l’autre diamètre; c’c&t re que nous ferons en mettant à la place de y. sous le radical de la 
foruiule [B], sa \aleur — 3 j>our le centre ; ce qui donne : 

i/'i 


±V4-l-m. 


expression imaginaire qui nous upprirndrail, si nous ne le savions d’avance, que le diamètre cluTché est dans la région 
où la courbe n’a pas de points. Klfectnanl les opérations indiquées, oti trouve : j;;; 8.91. 

Par le point u, de l’axe des ordoimée». meiion.s une parallèle na' à l'axe des al>scissc&; elle passera par le cenire ; 
sur cette parallèle, cl de part et d'autre de C, on fera C» = Ca' = 8,94, et a*' sera le sef'ond diamètre. 

SIS. — Occu|K»ns-nous du cas où la division du second membre de la formule : 

-F 


5c fait exacieineiil. On a alors : 

d’où ou lire : 
et, |Mir suite : 


ar-hU 
— — Ex— F 


=s ax •+- è ; 


^ Bj^D“ 

Hr -1- ü) g - — (Ir' — F-r — F ^ \aj 4- b] (Bx 4- O). 

,Bx \ DJ y — (Bx4-^] ,Hx4- ï)'i = 0, ou bien : ^Bx4-D) > — ax — 4) = 0. 

I/équatioii proposée ejH donc décomposalile en facteurs du premier degré; elle est complexe (n*» 164), et repréwiUr 

deux lignes droites; l’une par : Bx ) D = 0; ou: x = 

<lpoilc parallèle k Taxe des y ; l’autre par : y — ax — 4 = 0; droite qui fait avec l’axe des x un axe dont la tangente 
irigonométrique est ^ a. 

Exemple numérique : 4xy — :i.r* — 60x 4- 4Hj — 2KH — 0. 


On en lire : 
d’où : (4x - 

i*e qui donne : 


_ 3x»H-60x 4 288 
■* ÎÏ4- *R 


= -J-x4-6; 


4Kÿ — ilx- 


■ J8;f Y ^ 


+ 6^ = 0: 


donc : 


(4x-f4« (ÿ 


^ — fi ]=s0 ; 


3 


x« — li; y*^j4-e. 


On obtiendrait les mêmes résultats en résolvant l’équation proposée par rapport à x, car ou a : 

y i- y-f-3}», 

on: 3 ^ d'où oii tire : F — -|-x4-6, x= — (i. 

On reconnaît, dans ces deux droites, les asymptote DD', Hll' de l’hyperbole du numéro précédent, et c’est à quoi 
elle se réduit lorsque le trinôme en y a des racines réelles et égales. 

S18. — Pour le cas de C - 0, et une équation telle que : 

Aÿ* !- B.ry 4 - Dy 4- Ex4- F 0, 

la discussion est nb.soluineiii la même que celle qu’on vient de lire ; un l'appliquera dans le même ordre que dessus à la 
formule : Aif'+i)»+ y 

B, + E 

On suii|>fiscra que U division ne se fail pus esaitemenl, et le eésuilal sera enmme : 

* = ssr + M- 

désignant par «y 4- ? I* entière , et par / le reste de la division , lequel ne contient pas y. 

La première |wrlie : x = ay 4* fi, sera l’é{|oalion de l’asymptote DD' fig. 130), laquelle fait avw; l’axe des y im an- 
gle dont la tangente irigonométrique est = a. 

Considérons la deuxième partie : — - — . 

Dy4-E • 

E 


si : By 4- E = 0. on aura : y = • 


B 


équation de l'asymptote IUP, parallèle à l'axe des x. Donc, lorsque l’équa- 
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lion géiiénJe manque ilu ternie en x’, on trouve que «tes deux a&}n]ptole& de ritvperbolc , l'une reneonire l'axe de» j, 
l'autre lui est parallèle. 

On voit ec qu'un aurait & dire si dans l'équation générale un avait eu même tcm|>s que A = 0, I) ^ 0 ; et en nièim* 
temps que C = 0, R s= 0. Ce sont les cas les plus simples que le leeleur discutera. 

Voici des exemptes relatifs au m de C = 0 : 

:jÿ* — I0 j-- 4-H0=0 Ûg. I30'; 3»*— 2 jj (- .I3ÿ— lOx-t-ÎW = O, deux lignes droite». 

Exemples relatifs au cas de A =s 0 : 

j*y t-j*— ITx — 7J^-I05 = 0. («g. 131.' 

lÿ -|-T* — ITx — Iji 70 -:= 0 ; .3xjf — ÎJ* — 30j| iOx — 150 ~ 0. 

S14. — l.’h>))erlK)lc a encore lieu si A = C = 0, ou si les termes en .r* et tuanquent, et qu'mi ail : 

Kr F 

Bxÿ ’r |}ÿ I Kr -f F = 0. De celle équation on lire : ÿ = 7 — - 

Si la division indiquée dans le seroml niembrt* se fait exactement, on trouvera deux lignes dixiitcs; s’il y a un reste, 
on aura une hy|H*rboie dont une dos asymptotes sera parallMe ù Taxe désordonnées, et l'autre à Taxe de.s abseis.ses.Oii 
peut se convaincre de ces vérités en discutant les équations : 

xg — 8ÿ — M x-F- 64 = 0 ifig. I3i); fixÿ4-24x — 2ly — 294=0; xn — 8ÿ — llx + ftH^O. 

S19. — Que le rectangle sg manque, ou que B = 0 dans ré'quation générale, cette équation appartiendra iiénmiimns 
à une hyperbule ; mats on peut avoir : A = <— C. ou : A > <— C. 

Dan.s le premier cas, l’équation est de la forme : Aÿ* — Ax* -f- l>.V 4- Kx -j- F = 0. 


Divisant par A : 


ï*— X» I- 


- = 0 . 


D .K , F 

-A- « + 

Ajuiitam aux deux membres la quantité : 

D*H-E* . ' I) V ' K V- D»4-E*~4AF 

■ Va-- ' .i,»+T:r rr< 

«'■quation d'une hypcrtmle équÜatèrc (ii» 138), dont les coordonnées du centre sont : 

l> E . . . » ana “H K’ “ ^ AF 

H la puissance marquée par n* ïUz ; 


"iir- JA 

Dans le second ca*. l’équalion de l'bypnrbolc est ; Ay’ — Cj* d- Dj J Ej4- F = 0. 


» A> 


Ajoutant aux deux membres : 


_îîl_ a- -E*?- 

4A* 4 AC»'’ 


on aura : 





K Y l?*_ K**-- 

JC J " t A’ TAC 


«■quation d'une hy|iorbole ordinaire dont les coordonnées du centre sont : 


D 

iA 


F 

A 


IL 

2C ■ 


Aetuellement. nous disons que lorsqu'il existera «mtre les cocOieienls A et C une «les relations : A>C, A <<’. pttur 
ta première, le diamètre de i’Iiyperbolc sera |uirallèle à l'axe des x: pour la deuxième . il sera parailMe k l’axe des g. 
En effet, Féquatioii d'une hyperbole, l'origine des coordonnées étant au centre, est n* 1>5 : 

AV* — CV' = — A*C*. 

dans laquelle A désigne le grand axe de la courbe placé sur Taxe des absctôses, et C le |K‘lit axe placé sur l'axt* des or- 
données , et on a : A (-. 

Déplaçons l’origine des coonloiiin'es, sans changer la direction des axes, par l«\s formules n* 4 j : 

y' - y— fr; x'-=x — n. 

il vient ; A* (y — è * — C» {x — a • — A*C' ; d’où : A*y* — C*x*— i A*4y — 2C*flx = — A*C* — A»4* — *:*«*. 

Par eette transformation de euordonniVs, le diamètre de l'hyperbole est devenu parallèle k l’axe des x, et r«'‘qnalir>ti 
qui résulte, est celle de (a courbe dans sa imuvclle position; mais ici. A> C; donc, lorsque l'équation générale sera pri- 
vée «lu rectangle xy, et que le efK*fticient de y* .sera plus grand que cidiii de x*, l’axe de l'hyperbole. e’e.«ilHt-dire smi 
grand axe, sera (larallèle à Taxe des x. 

1ji démonsliatioii serait la inêiiu' pour A <C, cas auquel le grand axe de la courbe est pamlièle k l'axe «les y. On 
peut donc dire, en général, ^4■quatioll d'une hypcrhole étant donnée avec le cas de B = 0, et les variables y*, x* étant 
affectées de «‘oeflifients différents, que le grand a\c de la courbe sera parallèle à Taxe de la variable dont le «’«i<>Rii'ieni 
sera le plus petit. 
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Kn \oîri des exemples : 

Hyperbok* équilat^^p : j-* — j* — 40.r ‘Wj f - îrtO = 0 ; 

ISf’— -r* 1 - 2 C 1 -— 80ÿ-f-29j- 0 «»i. (33‘ ; î5j-* — V — ÏOOOx -f î70y t Hîfln~0 fig. H4j. 

.\iitiu.i: ill. — De la parabole, on coirbe caractérisée par IP — I A(^ = Ot liaiiee 4au la mu. 

816. — lU'premmiH IV'quiUioTi pénérale : Aÿ* i Hjjf -j-Cj* | Dj 4 Hr f Fi=0; il es* ésidcril quesi, dartH felli- 
«‘qualion, on suppose ; B’ — 4 AC = Ü, elle apparticiidra à iiiie rourbe différenle, sans nul doute, de celles que nous 
a>nn» discutées dans les deii\ preiiijcrs articles; mais il ne faut pas croire que, par celte hv|»othèsc, les termes alTeités 
des cocBicients B. A . C. dis]uirajhs<>nl de ré4|uation générale ; Si’uleineiit , ces coeflictciiU doixeiit avoir entre eux une 
relation Irlle, que si l'un retranche du can'é de K le quadruple du produit de A par C. ie reste soit nul. Cela sc muni- 
Testera sous le radical, en sorte que si dans : 

1 iV ^ ‘ - i AKT+ n* — 4 Afi. 

on fait : II* — 4 AC c= 0, on obtiendra : 

» = - [i;. 

Nous supposerons, cmnmt' plus haut, que la droite DBM /ig. 1 17 est le lieu géomélrn|ue de réquatiun : 

R 1) 

* ÎA ^ iA ■ 

Kn égalant à zéro la partie renfermée sous le radical : i (HD — i AK) x 4- D* — 4 AF — 0, on uklieril une formule 
qui représente une droite parallèle & Taxe des jr. car r 

I>t_4AF _ 

‘2(mi — i.VK) • 

Notant le second tneiuhre par n. il vient : / — — a, ou : x-f- " — B. 

l’ortant de A en F) une longueur AK s= n. le point 1., délemiitié sur le ilianiètre D.M par l’ordunuée KK, la limite 
de la courbe dans le sens des abscisses. Mettons la formule [I] s«iiis I» forme : 

, = 4-». 

ou. en repriiseiilant par V les orvJonnées comptées k (kartir du diamètre : 

V-+-j-^V' i BD — 2AK j-H »;: 

Cela posé, trois cas iieu^ciU avoir lieu : — 2AK<0; i(BD — 5AK >0; < (ÜI) — iAKi^^O. 

Admettons d'abnnl que i (HD — 2 AK) est nég.vtif. Il est évident, dans celle hvpothésc. que si x a des valeurs 
négatives pins |>ciiles que w = AK. les ordonnées Y seront iuiaginaires, car a n étant [tas plus grand que x néga- 
tif. leur dilTércmc sera positive. Olle différence , luullipliée par i (BD — i .\K) négatif , le produit sera négatif et ie 
radical imaginaire. Mais si les valeurs de x sont négatives et plus grandes que a, le4> rnrines seront nH'tles depuis x s= 
jusqu'à X :=: i'iriürii. valeurs positives tic x pi'odtiirOiil aussi des ordonnées Y imaginaires. Il n^ulle de cette diseusaion 
que U ctmrbe de l'équation qui comporte B* ~ i AC 0 e.st une courbe qui s'étend iiidéliiiiiiient dans le sens des ab> 
.scisscs négatives, et limitée dans l’autre par x = — a; die est dom- une pai'oliole n** 'it'Y). 

î" 2 BD— i AK ÉTAST Pour toutes les valeurs négatives de x plus pramk'sque », le facteur .x -4- » .sera 

n^atif et le radical imaginaire : ilonc. la courbe ne s'étendra |sis au delà de l'onloiihée Kl. ; mais pour des valeurs de x 
négatives plus petites que n, et pour toutes ses valeurs {msitives, depuis l'origine A justpi’à rinliiii. les ordonnées ^ 
seront réelles; la courbe s'étendra donc indéiiniiuent dans le sens d<*s abscisses positives, et sera limitée dans l'aatrt* 
par rordonnée El. correspondante à l’absrisse x = — » ; cette courbe est donc encore une parabole, mais ses branches 
sont tournées du cété op|>osé à celui de la première. 

UtxiAiiotE. — Il se |>eut que dans les deux cas ei-des.sus, an lieu de x -{- ». on ail x — n. rrhi suppose x — » ; alors, 
les raisonnements pKrédeuU devront être faits dans un ordre inverse. 

.1” Enfin, i (BD — 2 AK étant nul, la valeur de y devient : 

» — V!r^- A ± J A-i^ ''•-‘'''■■r 

li trois cas M’ l't é.-ienleiil : D*— 4AF>0; D* — 4.Vr<0; D’ — 4AF=0. 
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Dnns le premier, on aura deux droites parallMcs au diauuHre fourni par : 

B I> 

* ïiC* ÎA • 

DanR le deuxième, deux droites imaginaires. Dans le troisième, une seule ligne droite. 

a?. — Appucatiowi. — Soit : 64ÿ* — 48tjt 4- 9x» — :|84» -f 1 47x-f 588 = 0. Cette équation comporte ; 

B» — 4 AC = 0, car : A = 64, B — 48. c = 9. 

De plus, les trois premiei“s termes ; 64îf’ — I8xy 4- 9x* sont un carré parfait ( n* 294 ). Ce double caractère mani- 
feste que l'équation doit convenir à nue paralmle. à deux droites parallèles ou à une seule droite. 

I.a résolvant par rapport à ÿ, elle donne : 

ÿ = ^x4-3+t/ — *ir — 42; *>u : y = ^- x4"3+V^— 3 j4-41T 
\ji partie rationnelle a pour lieu géométrique la droite BB' ;^6g. 135). Nous avons à examiner! 

V = + — 3,x4-4j. 

Or, il est visible que, pour les valeurs positives de x, on a toujours un facteur positif et un négatif, les ordoimécs \ 
.seront donc imaginaires. ÎJi même ebose. si lc.s valeurs négatives de x sont plus petites que AP = x= 4 ; mais pour 
des valeurs négatives plus grandes que 4 , on aura deux facteurs négatifs, et conséquemment des ordoimécs Y réelles. 
Concevons que x = AC = — 8, il vient : Y = + 4 2 = + 3,46. 

L'ordonnée NN' rencontre en un ptiint O le diamètre BÜ'; de part cl d'autre du point O, sur rordomiée NN', on por- 
tera les longueurs ON = ON' ^ 3.46; et le.s points N, N', sont h la parabole. On déicnnJnera de la même inanUn'r 
d'autres points de la courbe. 

L'éxiuation : 4]r* — 4.rÿ4-x* — 48ii4- 20x 4- 428 *=0, a trait au cas où le coefllcient 2|BD— 2 AE; du binôme sous 
le radical est positif (n<* 346). Effcclîveiaent, on en lire : 

g- -»+6±V/4 (x4-4), 

formule qui, étant construite, donne la 6gure 436. Exemples à discuter : 

4s’4-4xj4--r*--48y — 20x 4- 128 = 0 ,lig. 137;; y’ — 2xÿ4-f* — 40ÿ4- 4x4-49= 0 ;Bg. 438 ; 

4y’ 4- 4xy 4-x»— 48y — 25x 4- 4-50 = 0. 

3ilS. — Maintenant, donnons un exemple qui se rapporte au cas où on a : 2 ;BD — 2 AE,i = 0 (n" 316) : 

25y* — 30xf H- 9x* I- 300y — 480x 4- 500 = 0. 

1^ trois premiers termes de cette équation forment un carré parfait. Résolue, on en tire : 

y = X — 6 + 4/107 

Ce résultat montre que D* ~ 4 AE >0 346). I.a partie rationnelle a pour lieu géométrique la droite EM (6g. 439 , 

3 3 3 

et on déduit de la formule : y = -^ x — 6 + 46, dieux équations : y = -g-x— 2; y=-g-x— 40. 

i.a première celle de la droite BD; la deuxième appartient à A’L'. Ces droites sont parallèles entre elles et k EM. 
319. — {jca équations suivantes sont dans le même cas : 

9y* + 6xÿ + X* + 30ÿ + 30x— 4800 = 0 ; 49y* — 28xy + 25ii' + 4x* — 882y — .3087 = 0. 

Mais ces autres : 

y' + 4xy + 4x» — 2y — 2x+8 = 0; ÿ’4-2xy4 x*+4 =0; 36y* — 60 xy + 25x^ 4- 504y — 420x + ;i364 = 0, 
donnent des droites imaginaires. 

330.— Si dans l'équation générale : Ay* + Bxy + Cx* + Dy -f- Ex + F = 0 , on a, en môme temps, x\ = 0, B = 0 ; 
elle se réduit à : Cx* 4 - Dy + Ex + F s= 0, et convient à une parabole dont Taxe est parallèle à l'axe des y. On le dé- 
montrerait par le procédé dont nous nous sommes servis (d* 304] pour rellipse et pour l’hyperbole (n*3l5). Au reste, 
si l'on résout cette équation par rapport à x, on trouve : 

p; f 

î (T i îir v^— *CD»+Ë* — 4 CP, 

dont la partie rationnelle est l'équation d’une droite parallèle h l’axe des y. 

En voici un exemple numérique : x* — 24x — 7y + 200 = 0. (6g. 444.) 

La parabole a encore lieu si, dans réqnation générale, on a en inômc temps B 0, C = 0 ; mais cette parabole a mmi 
axe parallèle k celui des x, l'équation : y* — 44y — 6x+ 409 = 0, le confirme (fig. 440). 

48 
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CHAPITRE II. 


liverM des discisnsu ^récddestes. 


m. — SoMs a>ons moR(ré« livre deuxiL'inc^ chapitre premier, romiuent une courbe du second degré, élant iracée 
sur un pian, on déterminait son équation, une de ses propriétés étant connue. J>ans ce qui va suivre, nous nous occu- 
p<Tons de questintis semblables, mais plus générales, l'ne courbe dn second degré étant tracée sur un plan, nous dé- 
terminerons sa position par rapport à des ax<^ rectangulaires quelconques, placés de quelque manière que ce soit. Ici, 
la seule propriété ntilc à connaître, ce sera celle qu'aura la courbe d’étre limitée dans tous les sens, de ne Tétre dans 
aucun, ou do Tétre dans un seul. Cette propriété est manifestée par In Agurede la cnurlie. 

Pour elfet luerces opérations avec succès, réca^ntulous, en peu de mots, les conditions auxquelles doit être assujétic 
réquation géiiéraJo pour appartenir à une ellipse. Reprenons cette équation, résolue par rapport & y (n” ^4) : 

ï 1"^ + ~T\‘ ^ ^ J — ^ — a'i. 

Ou sait que la partie rationnelle : « J?.- — -i? . 

Z A Z A 

est l'équation d'une ligne droite on d’un diamètre de la courbe n” ^0) ; on construit cette droite à l'aide des coordon- 
nées de scs interseeliniis avec les axes coordonnés, et ces coordonnées sont fournies par l’équation dont il s’agit n* 44 . 
Si donc, un diamètre de la courbe est tracé sur un plan, on calculera les coordonnées de scs points d'iuterscctious avec 
les axes des j- et des y, et on conclura son équation (ii*’ 57^. 

Quant à la partie irrationnelle, e’est d’elle que dé[>cnd la forme de la courtie, cl elle renfenne trois cas distincis 
n® 293’. Considérons celui où les racines sont réelles et inégales; ces racines, o.a', nous le* avons appelées (n* 294' 
limita de la courlie dans le sens des abscisses, cl elles fixent les points où cette courbe coupe son diamètre ; donc , si 
racines ne sont pas eonnue.s, et qu'on sache la position des points d’intersections dont nous venons de parler, |»ar 
ces points, on mènera des parallèles à l’axe des y ; res parallèles rencontreront Taxe des r en deux points dont on dé- 
tenniiiera les distam.‘cs à l'origine des coordonnées; ces distances seront évidemment les racines du irinume. On les 
substituera dans (j — a] — «' j à la place de a cl o', avec le signe qui leur conv ïent ; ce signe sera toujours contraire 
h celui du côté de l’axe des abscisses sur le<|uel clics sc trouvent. Faisant la multiplication indiquée par (x— a (x— o' , 

le produit sera le Irinome, et il resiera é calculer le coefficient : de x» dans ce trinôme. 

4 A’ 

Or, pour relMpse, ce coeflicient doit toujours être négatif; ainsi, dans l’opération qne nous allons faire pour le dé- 
terminer, le résultat devra être négatif ; mais mnarqnoiis que le radical indique [n* 290J les longueurs il porter de |>art 
et d'autre du diamètre sur les ordonnées & chaque nouvelle abscisse; d'après cela, connaissant, pour une abscisse 
quelconque, et comptée sur son ordonnée, la distance qu’il y a du point où ectte ordonnée coupe le diamètre aux points 
où elle reiiconlrt* la courbe, on aura la valeur du radical. Cependant, pour opérer d’une nuinièrc générale, on se sert 
de l'absosM! (lu rentre, que l’on détermine en prenant la moyenne entre les deux limites de la eourbe. Avec 1a valeur 
du radical correspondante & I abscisse du centre, U est facile d'obtenir le coefficient du irinome, car, ayant tnb dans 
(jr — o) ;jr— o’;i pour I’^scvhsc du centre sa voleur cl celles de « , il viendra un produit = — d ; désignant par w la 
longueur de l’ordonnée du centre comprise entre lo diamètre et la courbe, on aura ; 


V^' 


B» — 4 AC 


4 A< 


- . d\ = R, 


•d'où : 


B» — 4 AC 

4 A* 


R» 

d • 


ainsi : y [x — a] j — a'_, 

est l'expression dn trinôme; en supposant que : y = « x 4- p, est l'équation du diamètre, on trouve : 
y= [s — o);x — o';, 

pour équation de l'ellipse proposée, ou bien : ^y~zx — S *d j*— a — a’ir-i-aa''. 
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9SO. Maintenant, l'dlipae se réduit It un point lorsque les deux racines du trinôme (n^ 304) sont réelles et é^de». 
Cela vent dire que deux lignes étant données, dont une fasse un angle avee Taxe des x, et l'autre soit («aralléle h Taxe 
des y, leur point d'intersection con\ tendra au cas des racirtes dont nous parlons. En conséquence, on cherchera Téqua- 
tion de la droite qui (n^ 57] fait un angle avec l’axe des abscisses; cette équation sera la partie rationnelle de la for- 
mule demandée. Le trinôme, sous le radical, doit être un carré parfait, car on n’a qu'une racine, abscisse d'un point 
par où liasse une parallèle à l'axe des ordonnées. Imaginons cette ahsci»»c x = f ; on aura alors : 


» = « + ?+ 1 / — j/,— 

tuais, de ce qu'on n‘a qu'un point , il est évident que l'absdsse du centre est la même que celle de ce point, c'est-à- 
dire I. De plus, rordoiinée de ce centre, comptée à partir du diamètre : y =s xr -t- sera nulle, puisqu’on n’envisage 
qu’un point sur ce diamètre; on aura donc : 

4-\C“3“ . B» — 4 AC 0 

y 4 A» X 0 — 0, d ou : ^ “ 0 ’ 

ce qui montre que le coctficient de x* est indéterminé ; il peut donc être quelconque , pourvu toutefois qu'il soit néga- 
tif; supposons-Ic =— 4, il vient ; y = xf -H P + — (x* — 8 /X 4- /•) ; ou; (y — xr-|- 5)* = — [x* — î/x-K !*.'• 

ËflTi-Tiiwm les opérations iiidii|uéev, le résultat sera une équation convenable à une ellipse se réduisant à un point. 

323. — Il est inutile de s'entretenir du cas où le trinôme a des racines imaginaires, car on peut aisément composer 
un trinôme dont les racines soient de cette nature, et, |>ar suite, une équation générale entre deux variables qui appar- 
tienne à une ellipse imaginaire. 

I.,es raisonnements précédents sont généraux et applicaldes aux autres courbes du second degré, mais l'ordonnée du 
centre n'est pas de même forme pour toutes. Nous le ferons remarquer au fur et à mi^ure que l’occasion s’en pré- 
sentera. 

324. — ArnjCATioxs. — Soit (ftg. 4 48; une elH|u:e MuMV, dont on demande réqualîoii, en rapportant ses points anv 
axes yAy', xAx', A étant l'origine des coordonnées, DM' le diamètre de cette ellipse ? 

En premier lieu, on trouve (écli. n* 2} que les points D et H, où le diamètre D.M' coupc les axes coordonnés, ont 
pour coordonnées, le premier ; x = AD = — 9 ; le deuxième ; y = .VB — 5 ; donc (n* 57) son équation sera ; 

ji= l-x + 5. 

En second lieu, les points M, M', où la courbe coupe ce diamètre, ont {mur abscisses ; 

j = AP=40; x=AP'" = 2l; d'où on tire : x — 10 = 0; x — 24 = 0. 

Limites de l’ellipse M»M'a' dans le sei» des x positifs, elles sont donc les racines réelles et inégales d'un trinôme 
comme : (x — 40) (x— 24) = 0 ; d'où il suit que l’équation de la courbe proposée sera de la forme : 

B' — 4AC 


5 , ^ 


dans laquelle U n’y a d'inconnu que ; 


X = .\P -4- 


Ar — AP 



40) (x— 24); 


= 47 = AP, 


abscisse du centre; mettant pour x sa valeur sous le radical, il vient : 




Menant par P' une |>arallMe à l’axe des y, celle ordonnée coujw le diamètre en un point c , centre de la courbe, et 
louche celle-ci en deux points a et pour lesquels ra = ta' = 7; donc : 

B* — 4 AG 




— (_49) = 7, 


d'où ! 


B* — 4 AC 

“ac— 


49 

49 




et, par suite: y= x-f-5:h\/ — ix*-.34x + 240,1 


donc : (9y — 5x — 45)’ = — 9* ;** — 34x-p 240 . 


effectuant les opérations indiquées, il vient :8ly» -|-23x* — 90xy— 810y H- 450x-p 2025 = — 8 lx ’-4 2734x— 19440; 
réduisant : 8ly* — DOxy-f- 406.»’ — 2304x — 8l0y-t- 24465 = 0, équation de l'cIlipH-MuMV qui a été discutée [n®297 . 

32fi. — Dans l’exemple que nous venons de traiter, le diamètre de la courbe était donné en même temps qu'elle, 
ainsi que les points M, M', où elle le coupe ; on connaissait aussi le centre c. On ne jouît pas toujours de ces av antogo. 


Digitized by Google 



— uo — 


cesi-à-dire qu’une courbe étant tracé'e sur un plan sans que son diamètre ni son centre soient indiqués, il faut néan- 
moins trouver son équation par rapport k ses axes coordonnés. Celle ulijcrtion ne présente pas plus de dillicuUës : 
jvoil nimf^ cette courbe |6g. 121} et yAy', xAx', les axes auxquels on veut que ses points soient rapportés ; inenex deux 
tangentes F^a, Pu parallèles & l'axe dt» y, clics seront les limita de l'ellipse dan.v le sens des abscisses dont elles cou- 
pent Taxe aux |K>inUP', P. Les distances AP', APdecespuiuts. sont les raiiiicsdu trinôme; vous trouverez (éch. t 
x=AP'ssî4, xsar — 10; ct conséqueiumcnt t [xHr il) (x 10^ := 0. 

Les points n, m. de tangence, sont ceux où la courbe (n* i04} doit rencontrer son diamètre ; menez, par ces }>ojnts. 
tiiie droite indétinie anD, elle sera le diamètre cherebé; et puisque : y = AB = 9; x = AD = 5, ou a : 

l = - g * + 5 , 

pour équation de ce diamètre; donc : 

ir = — -g Déplus: j = _ (0 — ü=lil = — (7 = AE. 


Par le point R, qui n^pond à l'abscisse du centre, menez une parallèle à l'axe des ordonnées; elle rencontrera le dia- 
mètre Da en c, centre de la couriie, et celle-ci en /, et on trome : r/ cl' = 7 ; donc : 


B» — * AC 

O* 


• 49) = 7, 
5 


». b* — 4 AC 

a ou: 


*9 


et par suite : y « ^ i V — ,x* -f- 34x 240, ; 

on en tire : 8ly* -i-90j'y -H 1fl6x’ — KIOy -|- 2304x-1- 21465 ^ 0, pour équation do reilipse nlmt. 

9M. — Soit (fig. 119' un |wint N eomsidéré coumie provenant de la disrusson d'une ellipse réduite à un point. Il est 
ù la commune intersection de deux droites P.M , PN ; trouver son équation. 

Les coordonnées du diamètre PM (n" 322' sont 'éeli. n* 3) |>our ses inlcrse^'tions avec les axes des x et des y : 
x==:AP=s — 1, y=AB=l; ainsi, son équation sera {u» 57) : y =: x f 1 . 

L’abscisse AP', de la droite P'N, qui est aussi celle des racines réelles et égales du trinniiie, est : x = 3; donc : 

(1—3) (i — 3) = (i — 3/ = 0 ; donc : , = j + I A- (* — 3,’. 

Maintenant, l'abscisse du centre est x= 3, puisqu'on n's qu'un |>oiul (n* 322), et rordoniiéc comptée i partir du 

IP — 4 AC 0 


diamètre est nulle; il en résulte : 


4 A* 


Ce signe d'indétermination nous fournit la faculté de choisir pour coefticient de x* le nombre négatif que nous vou- 
drons ; soit : — * 1 ce nombre, nous aurons : ÿ =» x 1- I + — x* — 6x -4- 9; 

ou : y*^2xy -p 2x*— ‘2y — 4x-l- 10 0, équation d'une ellipse qui sc réduit à un point. 

SS7. — Nous avons dit (n* 323) comment on déterminerait l'équation d'une ellipse imaginaire. En voici un exemple. 
L'*‘quation du n® 314 : 81y’ — 90xy -h f06x* — 23Q4x — 810y -p il 465 s 0, résolue paj* rapport à y, donne : 
y * -g- x-h5 s= y — X* t- 34x— 240; «« tire du trinôme en x : x» I7:P i/289 — 240. 

Bacilles réelles, clics deviendront imaginaires en faisant 240 }dus grand que 289. Remplaçons donc ce nombre |>ar 
350, nous aurons : x= 17 + V/289 — 350; 

d’où : X* “ 34x f 350 ; et : y = ~ x 4 5 4- --”x*^34x^35ol 

doite. enfin : 8 1 y* — 90y P 1«6x' — 8 ) Oy — 2304x 4* 30375 = 0, 

est l’équation d’une ellipse imaginaire qui a été discutée (n®300). 

338 . — Nous avon-v enseigné |n* .104] qu’une ellipse imuvait être représentée par une équation dans laquelle le rec- 
tangle manque; disons ici la manière d’obtenir de telles équations. 

Soit (fîg. 122) une ellipse MO.M'O', dont l’axe QM' est }*aral!èle à l’ave des x. On Irnnve n* 39) que cet axe a }K)ur 
équation (éch. n® 2) : jf=sAO=IO, cl I«» abscisses des points .M. M', sont: x — 3\P«9: x = AP' = 29; d'où : 

(i — 9:'x — M) = 0; donc; ,= |o± ;x_9; x—»). 


Ensuite : x -= AB = 


AP-p.M>' 38 .... 

2 “2 


ce qui donne : ^ — T 


/ B<— 4AC 
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mais ; t’O = fO' = 6 ; donc : 


et on 4'oiiclut : 


B» — « AC 
4 A* 

' = *0± V' 




d’où on lire : 2oÿ* -f- 9 j:* — 500ji — 342x 4 - 4B49 = 0, équation de rdiîpise proposée déjà di&euté‘e n* 304). 

Voici encore comment on trouverait cette équation ; on a ; PB = P'B =s Mc = MV = 10 ; rO W)' =s 6. 

L’équation de l’cINpae rapportée à son centre et à ses axes sera (n* 159] : 25jf* -f- 9x* = 900 [ 4 ]. 

Il faut maintenant {Misscr des axes cO', rM\ aux axes Aji, AF parallMes aux premiers ; or, les cnordimné<» du cen- 
tre c de la courbe sont : x = AB æ 19; y := CB= 10. 

Kt pour passer d’un système d'axes à un autre d'axes parallèles aux premiers, on emploie les formules (n** U . 

— 10; xr=y_19. 

Substituant donc à la place des variables x et ÿ leurs valeurs dans [d], U viinit : 35 10]:’ + 9 x' — 10)’^ 900; 

efTectuant les opérations indiquées : 25jf'’ -f- 9x'*— 500y' — SISx* 4- 1869 = 0, équation exactement semblable à relie 
obtenue plus haut. 

>29. — On voit par là comment on se comporterait pour avoir l’équation d'une ellipse 13^1) dont le grand axe 
serait parallèle à l'axe des ordonnées; cette elli|»se a été discutée [n*304]. 

S$0. — £n procédant comme pour l’ellipse, on déteimiinerait l'équation d'un cercle; mais on sait que dans son. 
équation R = 0 (n* 303;. l.a raison de cela est que les diamètres de cette courbe sont toujours parallèles aux axes, car 
les droites tangentes, qui sont ses limites dans un sens quelconque, la touchent en des points situés sur une droite |hi- 
rallèle à Taxe sur lequel on a pris les limites, et cette droite est un diamètre du cercle. 

SSl. — Passons à l'hyperbole. La seule chose que nous ayons à chercher «ians la méthode dont nous avons fait usage 
pour les autres courbes, est qu'ici l’ordonnée du centre doit être notée par R V' 1, l’hyperbole n’ayant aucun de ses 
points entre ses limites ]n* 197). De plus, le coefficient de x* dans le trinôme (n* 306) doit être constamment positif. 

Soit donc {fig. 124) une hyperbole, LB' son diamètre, trouver son équation. 

Les coordonnées des points K, L d'intersections du diamètre LH' avec les axes sont : y =3 AE ss: 4 ; x AL = — 6. 


Son équation sera ( 0 ® 34J : îf — -j- •*‘ 4 - 4. 

I.es points B, B', où l’hyperbole rencontre LB', ont pour abscisses : x = AP = 5 ; x = AP' = 15, limites de la courbe 
dans le sens des ahseîMes ; donc : (x — 5) (x — 1 .5) = 0 ; 


et par suite : jf = x 4- 4 4A»^^' * '"'’*** ' ^ ” — ï” 

est l'abscisse du centre dont la valeur, substituée à la place de x sous te radical, donne : 


5-f 15 _ , 

* 


îs:; (le plus: e»=f»’ = 
(«) = 4»/^, doù: 

, = -ix+4+ 


qui est la même chose que : 225y* — 300xy — 44x* — ISOOg 4 - 4080x — 7200 — 0, équation de l'hyperbole propt^éc 
et discutée déjà (n®307). 

332. Lne hyperbole étant tracée sur un plan, elle peut être disposée de manière qu'aucun de ses points ne ixm- 
contre le diamètre donné. Dans cette circonstance (n® 309), les racines du trinôme en x, sous le radical, sont imagi- 
naires ; airtsi, pour ohlenir l'équation de cette courbe, il faut prendre gank que, n'étant ;»as limitée dans le sens des x. 
néanmoins, l'abscisse du centre de l'hyperbole est toujours fournie par la partie ratinmicllc du trinôme, et les absei.'««s 
des extrémités du diamètre connu, qui ne rencontre -pas la courbe, par les racines, quoique imaginaires, de ce trinôme. 
Au reste, voici comment il faut procéder : Soit [fig. 137' une liyperlmle qui iic rencontre pas le diamètre W donné. D 
est le centre de ce diamètre et de la courbe ; tt\ prolongé, coupe les axes coonlonnés aux points B et P, dont les coor> 
données sont : j = AB =s — 3; x = AP — 7; cl l'équation ( 11 ® 54) de cette droite : 

J=yX — 3. 
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l.’ab&ciiJic dü reiilre csl : x « Ar = 8 ; ol relies des points citrômité* du diamètre, sont Irlles que : 
fF = rP=ï4; donr: x=tAF = 8 — 4 — 1 ; x = AF' = 8 + 4 (, 

t ar elles doivent l^lre imaiçinaires. Ainsi, les rarlnes du Iritiomc seront exprimées par : 
jr_8 ) 4l/^ = 0; x — H — 4 0; 

d’après quoi : 5 = A x — 3 + ~ [x — 8-f-4\/ — t^^x — 8 — 4 V~~i 

..U : ÿ*= 4^“^± ((*”■** 

Mettant pour l’alutrisse du rentre sa valeur, et remarquant que rordoiméc 00' de ce «îolrc donne : DO = TK)' « 8, 

H* . 4 .\C 64 3 

•Ivient: ^ — =r-^ =4; donc: ÿ = y x — 3J_ \/4 ^x*— t6x-}- M) ; 

d’où on lire : 49ÿ* — 487x* — 42xji -f- 994ÿ 4- 304ûx— 15239 = 0, équation de l'hyperbole proposée et discutée plus 
haut (n* 309u 

88S. — - Nous venons de voir qu’une hyperbole peut être donnée de deux manières différentes, et qu’on déduit re- 
(tendant son équation des romuiisKaiM^cs que nous avons acquises sur 11 *$ coïKlitions que doit remplir l’équation générair 
(lour convenir à la position qu’affeite la courbe par rapport aux axes coordonnés. Nous trouverons, par Ia même mé- 
thode, et avec une égale faeililé. l'équation d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes, puis4|uc res asymptotes sont 
représentées par des équations. Dans ce cas, l’équation générale devant muiqiicr (n* 31 1; d’un des termes en x* ou 
on ne pourra altenüre une équation de ce caractère que du produit des équations des a&yiupluti's, et c-cs asymptotes 
>oiit tclleinenl disposées, que l'une d'elles est parallèle à l’uu des axes cooordoni)é*s. Ce prmluit. égalé à réro, sera une 
t^uation complexe (n“ 164) convenant au syslèrae des deux asymptotes, et elle ne différera de l’équation de rhy^terbole 
qu’ù l'endroit du terme tout connu ou qui ne renfemu" pas de variable. 

On a trouvé (ü* 311) que les équations des asymptotes de l’hyperbole: 4xy — 3x* 4- 48ji — 60x — 576 «r 0 [flj 
.sont: ï — yX + 6, x=s — 12; leur produit est : 4xÿ — 3x* — 00x4-4851 — 288 = 0 [4]. 

Comparant celle équation k la première, elle ne diffère d'avec elle que par lo dernier terme. Il noi» faut donc indi- 
quer le nmyen |var lequel on (diticndra le nombre 576 pour le substituer ù la place de 288. Or, si l'on fait x = 0 dans 
l'équation [a], il vient ; 48if = 576; d’où :ys= 12, ordonnée du point N (fig. 129] d'intcrseclk»n de ta courbcavec l’axe 
des ÿ ; mais on a déterminé celle onlonnée à l’aide du icrmc 576 tout connu ; concluons de là que si l’on sait quelle est 
l'ordonnéi'! de l’intersection de la coui2)c avec l’axe des g. on ia multipliera par le coefficient de y dans l’équaltoii [4J 
des asymptotes, en conservant le signe de ce dernier, le produit sera le tiTme tout connu cherché; on le sutvstitucra à 
In place de 288 pour avoir l'équation de l’hfpcrbolc. Voilà pour le cas d’une asymptote parallHo à l'axe des y; mais si 
une de ces asymptotes est parallèle i Taxe des x, ce sera l’atn^'issedu point d‘iiiter.>(ectioii de la courbe avec l'axe des x. 
multipliée {uir le coefficient de x dans l’équation complexe des a.xyiuptotes, qui donnera le terme tout connu. Des exem- 
ples éclairciront cc raisuimeiucnt. 

Soit ]fig. 131) une hy(»ertJole dont les asymptotes sont : BÜ', I)I>' ; cdh“-là fait un angle avec Taxe desx; eelUn-i est 
parallèle à l’axe des y, et a pour équation : x = AP = 7 [c]; et l’équation (écli. n® 2) : y = — x -+- <0 [/], est celle 
de RB', puisque les coordonnées de ses points d'intersections avec les axes des x et des y sont : 

x = A0~19. y = AR=5ll). Le produit des fommles [c], [/], est : xy-|-x* — 17x — 7y4-70 = 0 [y). 

Ola posé, l'hyperbole coupe l'axe des y en ou point II. qui répfjnd à : y = AH. •= 15, et te coefficient de y est — 7; 

, lotie : — 7ÿss— .105; d’où: — 7y 1-103 = 0. 

Ki mplavaiU — 7y 4-70 par — Ty -{- 105 dans [y], i) viciil ; xy + x* — 17x— 7ji -f 105= 0, pour équation de l’hy- 
jvcrbole |»roi>oséc. Une é<|uation de cette espèce a été discutée (ii* 311). 

Atm rxi:mn.E. — L'hyperbole (lîg. 130) est entre ses asymptotes DD', IIH'. U's équations cherchées de ces asyrapto- 

9 

ICS sont (éch. n" 2] : x = AM = — 5; y=— x — 6; leur produit : 3y» — 2xÿ 4-33y — 10x4-90 = 0 [A). 

L’abscisse AN du point N de rencontre de la courln* avtT l'axe des x est : x s= AN = 12 ; multipliant les deux mem- 
hrc.s de ceUc formule par — 10, coefficient de x dans [A], Il vient : — lOx — — 120; d'où : — lOx l 120 = 0; donc, 
l'équation de la courtie sera : 3y* — ixy 4- 3fy — lOx 1- 120 = 0. 

Aitna EXEurLE. — Trouver une hyperbole telle que wm équation soit dégagée de.s termes en x* et y*? 
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Nouk avonâ vu [n** 3U] que l’hyperbole qui exigu une équation de celle forme, a f>t& asymptote» parallèles aux axes 
eoonionnés. Soit (fig. 432) cette hyperbole, cl 11H\ DD', ses asymptotes : Ou a pour leurs équatimis (ceh. n“ 2‘ : 
jrssABsH; x=AP = 8, dont le proilnil est : — 8jr — Hx f-88=:0. 

[/ordonnée AL, du puint d’intersection de la courbe avec l'axe tics g, est : jr ~ 8 ; donc : — > Hff — 64 ; d'où . 

— Hjf 4-64 = 0; et, jwir cnnséquent , l’équation de l’Iiyperliole S4‘ra : j-g 8ji — Ux 4 64 = 0. 

834. — Si l'on a compris ce qu'on vient de lire, on sera en état de trouver IVqualion d'une liy{>erbolc qui se réduit ù 
deux lignes droites. C’est le cas des raeûtes du irinoitie 310] eu x, réelles et égales. 1^ dlv'ussion de cette singuls' 
rite Miflit pour mettre sur la voie. Il en est de même pour l’équatiou d’une hyi»erboie qui se réduit à ses asyniptoir.s. 
(^cs sortes d’équations sont celles que nous avons obtenues dans les trois exemples du dernier numéro, en faisant le 
produit des équations des asymptotes. Des équations de celte es|>éce ont été discutées (n* 342}. 

336. — Il uoiis reste à montrer comment on opère pour trouver l’équation d'une hyperbole dont le grand axe est 
{tarallèle ù Tun des axes coordonnés. 

Le moyen le plus simple consiste dans une transformation de coordonnées, comme on l’a vu pour l’ellipse (n* 329 . 

Soit (hg. 433] uue Iiypcrlmle dont le grand axe Ho est parallèle à l'axe desx; rapporter les points de cette courbe 
aux axes Ay, Aæ.* On a : Ca = Oi' = 1*1)^ P'D = 8; et : CO = CO' = 4 ; 

donc, réquation de celle hyperbole par rapport & son centre cl à sc.s axes (n® 439) sera : 4ÿ’— x* = — 64 («}. 

I.es coordonnées de son centre par rapport aux axes proposés sont : x = AD = 43 ; s — DC = 40. 

Ainsi, pour passer des premiers axes aux derniers, il faut faire [ii® 42) dans l’équation [a] : 

ÿ = ÿ' — 40; 13; eequidonne: 4 g' — 40’*— [x'— 4.3;* s= — 64, 

ctTecluant les opérations imliquét'îs et réduisant ; 4ÿ’* — x* 4- 26x — 80g 4- Î95 = 0. 

.Vorac EiEucLE. — L'ne hyperbole est tellement disposée sur un plan , que son graitd axe est parallèie k l’axe d<« g ; 
trouver son équation (l)g. 434) (éch. n®2) ?(hi a : CM' sa CM = 3; CL= CL' = 3; et les coordonnées du centime sont : 


x = 20, g— 45. 

En se conformant à ce qui a été dit, ou aura pour équation de celte courbe : 

25x* — 9g» — 40Ü00X 270g t 8200 = 0. 

336 . — Pour réqiiatîon d’une hy(ierbo)e équilatère, il faudrait qu'on eût : 

CM = CM' = CL CL' = DE = DE' = 3; et alors : x* — g* — 40x 4- 30g 4- 200 = 0, serait cette équation. 

337 . — Soit (fig. 133) une parabole dont le diamètre est la droite BB'; trouver son équation? 

BH' coupe les axes coordonnés eu B cl B', pour lesquels (éch. n® 2) : g = AB =± 3; xs AB' ss — 8; son équation 
sera: y=. y -^4-3. 

L'abscisse AP est la limite de la paralmle, et on a : x =s: — 4 ; d’où : x 4- 4 0. 

Actuellement {n® 346) le coefficient du binôme, sous le radical, est : 


équation dans l^ucllc - 


BD — 9 AEi 
4 A* * 
2;BD — 2Ar 
4 A* 


.1 3 , t/ 2^BD— 2AE; , . ,, 

donc: y=y'»4-3+/' — ^ (x4 4). 

est inconnu ; mais pour le délerniirier, la courbe n’ayant pas de centre, il faut 


avoir recours ik une abscisse quelconque ; l'ordonnée correspondante, comptée à partir du diamètre BB', sera la valeur 
du radical pour cette abscisse. 

Prenons x = Ac' =* — 8, nous auron.s : o'N" = «'N"' = 3,46 ; iiicttanl pour x sa valeur daiw le hiiinme, il vient ; 
î A' • ’ 


(|n peut faire ce coefficient = — 3 sans erreur sensible; donc : 

g = y X -i’ 3 + t/ — 3 ix 4- 4\ 

d'on Ion déduit pour équation de la paraMc dont il s’agit : 64g’ — 48xg 4- 9x* — 384g 4- 4 47x | 588 0. qui a 

été discutée (n® 347'. 

Ou devra remarquer que lorsque le coefficient de x , sous le radical , st'ra négatif, la parabole sera située tout eiH 
tière du edté des abscisses négatives, comme dans l'exemple que nous venons de donner. Le conti*aire aura lieu, si la 
courbe tourne ses branches du côté des abscisses positives. 

2® Soient données |fig. 439} deux droites BD, A'L', parallèles à la droite ËM, dont on demande l'équation? 
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Cctlc quesUmi sc r«|>|u>rln au cas où , dans l'équalioa de la parabole , on a : 

îlBD — ÎAR) 
i A' ®’ 

ol l>* — 4 AF positif (n* 3t6|. Cela pos^, cherchons d’abord l’équatinn de ICM ; celle droite coupe les axes coordonjiés 
en K, F, dont les coordonnées sont : =: AF -:s 10; ÿ = AE = — 6; ainsi, elle aura pour équation (éch. n* 2) : 

* = -3-*— 8; 

ordonn<kis des droites HI), A'L', comptée» à |MirUr de KM , sont : KB s= EA' s= 4 = D* — 4 AF ; donc ; 

3 

jfss: 16; [rf] d’où: Î5ÿ*— 30x^5 9x*-frt00y — l80x-t 500 = 0» 

éqiialiori discatée (n* 318). 

3® Vcul-on avoir l'équation d’une parabole qui donne deux droites imaj^iiiaires? Il faut se rappeler (n“ 316) que 
IM — 4 AF doit être néftatif; formant celle hypothèse dans [d], on a : 

sr= 6±\/^=T6: d’où: 2r>»»—30xj/+9j:*+300j— 180* I 1300 =0. 


4* Chcrehe«t'-on réquatlon d’une parabole qui se réduise à une ligue droite? Alors, D* — 4 AF i'sl nul. el on a : 


y = -g X — 6Hh\/o‘; 


d’où on tire : 25ÿ* — 30xÿ -h 9x* + 300y — I80x -F 900 = 0, 


338. — Nous n’avons plus à parler que du cas dans lequel une paralnile a son axe parailèJc à l’un des axe» coordonnés. 
La droite DC, qui est l'axe de la parabole a'oa (fig. 140) a pour équation (éch. n* 2] : y = AD = 7; et labscisse du 
point O, où celte courbe touche le diaml'tre DC, est : x= 10 = AF; l'équation de celte parabole seradonc.de 1a forme : 

- L. l/"2 :BD — 2AKr 

*± K “ 




rabscisse : AP' = x = 16; l’ordonnée: £«=sca' = 6; ainsi: 


2 BD— 2AEi 


= -^=C; el par suite: ÿ = 7H-^^6^x — 40); qui doiim* : — Ujr — 6x- 

o — 


109 = I) , 


p(»ur équation de la parabole. 

On voit ce qu’il y aurait à faire si la parabole (fig. 141) avait son axe parallèle à l'axe des y ; on trouvera (éch. n® 2 : 

X»— 24x — 7jf -1-200 == 0. 


CHAPITRE ’lll. 


Discauioi d* réi[iaüM giiérale estre trais viriahlei. 


388. — Nous avons vu 289} que l'équation générale : 

Ax* + Bÿ' H- Ci» -F Dxy -) - E:y FiX -F (’.x -i- Hj ^ I; -F L = 0, 
entre trois variables, pouvait représenter, moyennant quelques conditions entre les cocifirieiits des variables , des sur- 
fam du second degré. Nous sommes arrivés au moment de la discuter, et nous examinerons quelles doivciu être ces 
conditions, |K>ur qu’elle appartienne plutôt à telle surface qu’à telle autre. 

Résolue |>ar rapport à i, elle donne : 

"E " P, 1 n/* 9~ 


î;EF — *CI)! 
“E'”»BO 


xjr <- 


^ !• — *Cl. 

=^+T.;.^bF.'- 


3 •’ l — jjC(j 
E* — 4BC E> — ÏBC 

Faisons, pour abréger : 

E* — 4BC = fl, 2(EF — 2CD) = à. F* — 4AC = C, 2(E1 — 2CH)=d, 2 (Fl — 2CG; = c, I» 
Nous aurons plus simplement : 

Ef + Fx^-I \ , 1 1/ / ~ b T* 

— rc — y “'J +—xÿ+ 


-iCl = f. 




■x*+4»+ F*+4')- 
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l.a partie ralionnclJe <ie r^tte valeur de i est évidemment n* <lij rt^juation d’un pian, lequel remplit le même nffiee 
que ta ligne droite daii» la partie ratiotmelie de la valeur de ÿ de Téquatitm entre deux v ariabica (n* iDO) ; il est un plan 
diamétral de la surface représentée par l’équalion dont on déduit la valeur de s. 

f Eï -t- Fx 

l’our construire oc plan : i z= — : - ^ — *♦ 

\ il» 

il suftil de construire ses traces, puisque (n** < 13'« un (dan est détcrfljiiié lorsqu'on connaît scs traces sur les plans rec- 
tangulaires; uiais pour construire ces traces, leurs équations sont néces$aire.s; on les déduira (u*' Mô/dc celle du plan. 

dont le lieu gt^jmcirique est la droite HM fig. U3' sur le plan des en supposant, ce qui ne troublera pas la généra- 
lité de la discussion, que les axes .\x. Aÿ, sont lospartU*s négatives des axes des x et des y ; car, par hypotbèse - n* 44 : 


I 




y = — £' “ *** représenté |>ar l'équation : 

SW. — Passons 4 l’evanien de la partie irrationnelle : 


F 

îïT^ 


r-'’ *■ V T'^+ « 

a (I a fl a 

Égalée à ziH-o, elle ronvient à «ne courbe du second degré tracée sur le plan des xy, laquelle est la projection d'um* 

snrface du second degré, que noua considérerons, dans cette discussion, eoniinc étant placée d'une manière quelconque 
dans l'espaer. fjt figure de cette courbe dépendra donc de la position de la surface : elle sera un cercle , une cUi(ise. 
une tiypcrtiole ou une parabole, flans le premier cas, la surface sera de révolution ou ne le sera pas, car on a vu 
liv. II, ch. IV que les surfaces de révolutions étant coui>ées par des plajjs perpendiculaires à leur grand axe, les cour- 
bes d’intersections étaient des cercles; niais une surface elliptique, ou qui n'est pa.s de révolution, étant coupée par un 
plan incliné .sur son grand axe d’une maitilTc convenable, l’intersection sera aussi un cercle (n* 378 . Donc, si une sur- 
face a pour projection un cercle, die sera de révolution si son grand axe, ou son axe de révolution, est perpendiculaire 

au plan de projection sur lequel est le cercle. Dans le cas contraire, la surface sera elliptique. D’après celte propnété. 
commune aux surfaces du se<*und degré, il devient difficile de décider l'espèce de la surface à laquelle a(>parliendra 
l’4N)uation générale entre trois variables, qui donnera un cercle pour projection de (‘Cite surface sur le plan des xy. En 
conséquence, il est néressairc que les coefllcienls de cette équation aient entre eux une relation différente pour la sur- 
face de révolution que pour rdlîplique; nous le prouverons ’n* 409). 

Maintenant, relliitsoïde. Hiypcrboloïde et le paralmloîdc peuvent être situés doits respaee de favon i ce qu'ils aient 
tous pour projection, sur le plan des xy, un ecrclc ou une ellipse dont l'équation sera de la forme ; 

C + 4 ^ + T *' + T ’ + T = “ • 

Mais rien n'indiqiie, dans ec polynôme, que la courbe qu’il représente est plutôt la projection d’un ellipsoïde que 
d'une autre des autres surfaces; il faut donc que le coefficient a, qui multiplie ce pnlyiiomc tutu» le radical, ait un ca- 
ractère distinct pour eliacunc de ces çurfaccs. A cel égard, nous répéterons ce que nous avons dit {n* 39! ) pour le.s 
courbes planes, c’esl-à-diro que le coefficient a, ou E* — 4 BC, sera |)Osllif, négatif ou nul : 

P:»_*BC>0; E* — 4A(;<0; E' — 4HC^0. (Mj 

Cela posé , le polynôme appartiendra ou k une ellipse réelle, ou à une clltpsi’ imaginaire ; dans ces circonstance.^, la 
relation t* — 4 ac <0, ou en remettant pour «, c, les quantités qu'elles représentent (ii® 339/ 3 ,.EF — 3 CD *— 4 (E* 


— 4BC,i ,F* — 4 AC: <fl, existera toujours (n" 393 entre scs corfficiems. 

Avec celle condition et une des relations [Ml, on rt‘connailra la surface à laquelle conviendra l'équation proposée. 
Concevons, en premier lieu , que : E* — 4 BC <0 , et que )'ellips<‘ soit réelle sur le plan des xy, si l’on substitue. 

daiLs le polynôme : y’ -H — J'y -h " Jf' -f- ï -H x -4- " = 9. 

à la place de x cl y des valeurs comprise» entre les limites de l'ellips e da i» le sens des x et dans celui des y, ou obtien- 
dra un ré.sulUt négatif; et, puisque E*— 4BC est négatif, les ordonnées seront réelles ou répondront à des point» .le 
la surface. Toutes autres valeurs de x cl y, plus grandes ou plus petites que ce* limite», mises à leurs places dans le 
polynôme, procureront un résultat positif; et comtiic E* — 4 BC est négatif, les ordonnées • seront imaginaires et ne 
feront connaître aucun point de la surface. Limitée dans tous les sens, la surlacc dont il s agit sera donc un ellipsoiilr- 
n® 350/. 

19 
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141 . — i.*elli|>sc de projtH'tmii êtaiit loujours réelle, si E* — i B€ >0, U sarfore sera un hyperbnioîde à une nappe, 
ear les valeurs de x et 9 , plus grandes que les limites de l'ellipse dans le sens de ces variables, substituées a leurs pla- 
ces dans le polynôme, donnent un résultat positif ; et E* — 4 BC étant positif, les ordonnées * seront réelles ; mais elles 
9 ^‘ronl imaginaires (tour des valeurs de y et jt comprises entre les limites de la projection. La surface aura donc un vide 
qu’elle enveloppera, sera illimitée dans tous les sens, et reili|>se de projection sera la projection de la <*ourbe de gorge 
de celte surfkce [n® Î 66 ;. 

142 . — Que l’ellipse du polvTionte soit imaginaire ou que E* — 4 BC <0 , l'équation générale sera celli* d'un elIi|H- 
soide imaginaire, si toutefois les trois projections imaginaires de celle surface sont des ellipses imaginaires, ou bien si 
l'une de ces projections n'est pas une courbe iliimitée dans un sens seulement, car alors la surface serait un paraboloide 
elliptique. 

141 . Le polynôme ap(>artenant toujours k une ellipse imaginaire, nous venons de v oir qu'avec ic cas E* — 4 BC <0. 
elle pourrait être la projection d'un paraboloide elliptique. Kn effet, il y a de certaines espèces de valeurs de j- cl ^ 
qui, substituées & leurs places dans le polynoinc, ronduis<ml à un résultat pusilif; et puisque K* — 4 BC est négatif, 
les ordonnées t sont constamment imaginaires; mau il est d'autres valeurs de ces variables, même inrmics, qui don- 
iieiil un résultat iiégatif et des onloniiées réelk's; la surface est donc illimitée dans le seus d'une région seulciuent des 
plans euonlonnés, et elle est, comme nous l’avons dit, un parahotoîdc elliptique (n^ 273 . 

944. — Ayant une ellipse imaginaire sur le plan des xy, avec In relation E* — 4 RC >0. la surface qui aura une pa- 
reille projection M>ra un liv pcrboloïde à deux nappes, car toutea les valeurs positives et négatives de x et g, substituées 
dans le polynôme jusqu'à l'infini, produisent un résultat positif; et puisque E*~ 4 BC >0 est positif, les ordonnées 
Mvnt réelles jusqu’à l'infini positif et négatif; la surface est donc illimitée dans tous les sens [ 11 ” 256); elle est une hy- 
^K'rboloîde à deux nappes. 

946. _ Avant d’aller plus loin, faisons remarquer qu'une surface quelconque du s«‘cond degré peut avoir ses trois 
projections de même espèce qu'elle, comme elle ue peut en avoir que deux de son espèce. L’une de ces ctrcanslances 
;mra lieu, mais jamais l'autre, c'est-à-dire qu'une surface ne se projettera point suivant plus d'une courbe de différente 
r>pèee qu'elle. 

949. — Coneevoos que le polynôme : 

b c d t r 

— J, -I- _x'+ — v + — J+-i- = 0. 

n X O d a 

^oit l'équation d'une hyperbole. Dans ce cas, on aura (n* 306) t à* — 4 sc >0; ou : 

2 (KF — 3 Cil)* — 4 (F.*— 4 BC* !'• — 4 AC >0; 

et fi en même temps E’ — 4 BC <0, l'byperboloîde sera à deux nappes, et à une nappe si K* — 4 BT, >0, parce qu’il 
n’y a que ces surfaces qui puissent se projeter suivant une hyperbole. 

947 . — Que le polynôme appartienne à une parabole, on aura : à*— 4 ar -= Û ; ou ; 

2 .EF — 2 CD)* — 4 (E* — 4 HC| (F* — 4 AC) = 0. 

Si av^ cette relation ou a : K* — 4 Rt^ <0. l'équation générale sera celle d’un {varaboloîde Riliptiquo. Si, au ronlraire. 
on a : E*— 4 B(’ >0, l’équalton conviendra à un paraboloide hyperbolique. Cette dernière .surface se projettera ei>- 
core suivant une hyperbole comme les byperbololdes, mais cela s'effectuera lorsque l'équation générale manquera de 
quelques-uns de ses termes. 

942 . — Tout ce qu'on vient de lire sera plus complètement développé iurM|ue nous discuterons l'équation, en parti- 
riilîer, de chacune de ces surfaces. Ici, nous ferons observer que les raisonnements pour le plan des xg s'appliquent 
aux autres plans coordonnés, suivant qu’ils contiendront une courbe limitée dans tous les sens, ou une courbe illimitée 
dans tous les sens, ou, enfin, une courbe limitée dans un sens seulement; mais le coefficient du polynôme ne sera pas 
le même jMSur cbacun de ses plans. 11 suffit , nous l'avoii.s déjà dit (n* 346) , de ronnaltre la projection sur le plan des 
xf. et le coefficient du polynôme qui en est l'équation, pour recomialtrc la surface. 

248 . — La méthode employée cwlessus pour découvrir la nature d'une surface à l'inspection des signes de : £* — 4 BC. 
et de celui de : 2 ^EF — 2 CD)*— 4 (K* — 4 BCl )F* — 4 AC), qui caractérise l’cspèec de la courbe de projection sur le 
plan des xy, suffirait aussi, en quelque sorte, pour décider à quelle surface appartient une équation donnée; mais cette 
métboile exige une grande attention. Nous allons donner le moyen d'y obvier eu montrant comment, par certaines re- 
lations des coefficients de l’équation générale, on reconnaîtra l'espèce des courbes d'intersections de la surface par les 
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plans coordonnés , et par suite U nature de la surface, pais<|u'on sait quelle espèce de rourlie chacune des surfaces du 
second degré est susceptible de produire IorM{u'elle est <»upéc de telle on telle manière. 

Reprenons l'équation générale : 

Ar* -h By* -f- Cr’-f Üxif + ^ Fîx -I ür ( Hy li L = 0. 

Si l'on fait siMTessiveTnciit, dans cctic équation, x = 0, y = 0. ^ ^ 0. on anra les équations des sections de la surface 
par les plans des «y, is, xy {n* 1 15.’, lesquelles sont : 

By' t Ery t-Ca> 1 lly 4 la-4 L = 0 ; Ax' hFsx-l-CiM Gx * ii \ l. = 0;Ax* ) bxy | By* i Gx-l-lly d-L=rü. 

A>cf la prtMniére, on pj*nt avoir: E’— 4BC<0, >0, = 0; avec la deuxième : F* — 4AC<0, >0, = 0;aveel« 
troîMème ; 1>» — 4 AB <0, >0, =* 0. 

Il est évident que. dans le premier cas, les trois sections seront des courbes fermées (n* dans le second, des 
hyperboles {D* 30o ; dans le troisième, des paraboles (n* .316 Peu importe ici que ces courbes soient réelles ou inta- 
ginaires; de plus, ce» neuf relations se combinent d'une intinilé de manières; trois à trois . pour les surfaces du second 
degré, et cela dé|>end de la position de ces surfaces dans rcs[iace; et lorsqu'avec trois quelconques de ees reliions on a : 
2(EF — aCDj* — 4iE» — 4BC: ;F» — 4 AC <0. >0, = 0. 
il est toujours fwûle de déterminer la nature de la surface. Nous allotis le montrer. 

**•. — I/elli|»soïde est une surface telle, que ses sections sont des courbes fermées ; ainsi, ses sections par les plans 
coordonnés seront signalées par les relaüoiia : K* — BC <0 ; F* — 4 AC <0 ; D* — 4 AB <0. 

Mais cela ne suffira pas pour couslaler que la surface de l'équation proposée est fermée; car un cène, comme on le 
verra, étant représenté par une équation générale, peut être jdacé dans l'espace de manière que ses sections par le» 
plans roordoimés soient des ellipses; aiii», pour rellipsoïde. il faut ajouter aux relatious précédentes cette condition : 
2 (EF — î CI) » — 4 (E — 4 BC; îF»— 4 ACj <0, 
qui indique que la courbe de projection, sur le plan des xy. est fermée. 

SU. — !Sigiialons une particularité remarquable, celle que les coefficients du trinôme des équations des sections par 
U's |dan.H coordonnés, sont les mêmes que ceux des polynômes des parlie.v irrationnelles des valeurs de x», y*. 

En effet , on a : 
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On voit donc que le rocfficienl de y ou du polynôme en xy marque la relation des coeflicienlsde la section par le plan 
des ijf n" 349 ; celui de x», ou du polynôme des \aleurs de y, la relation des coeflicients de la section (lar le plan des 
xy ; et celui de sous le radical des valeurs de x, la relation des coefficients de la srelioii par le plan des u ; et res 
coefficients sont toujours art-ompagiiés de leurs signes, comme rex|>érieiK*e en convaincra. 

— En byperlwloîde |>eut être coupé de deux manières difféTcnles, sinon de trois, par cbacun des plan» roor- 
donnés, et les sections seront ou une courbe fermée, ou une hyperbole, ou une paralmle. Il est évident que ces s<r-> 
Dons dépendent de la position qu'afTectela surface dans rcs|iace, et celte position peut être telle que t’hyperboloîde sera 
coupé suivant lroi.s courbes fenué&v. Dr plus, celle surface ne se projette 345) que suivant trois hy|»erboles, ou bien 
-suivaut deux hv|>erboles et une ellipse ioiagiuairc. Par cmiséqurnt , les relulious : 

E»— 4BC; F*— 4 AC; I)» — 4AÜ. 

.vont susceptibles d'avoir des signes différents, et cela lorsque les sections de riiyperboluïde (lar les plan» coordouné» 
sont de différentes espèce». Et comme ces sections sont le plus généralement de deux espèces. H y aura toujours deux 
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(t<» res rrUtions qui seront de marnes signes. Elit» seront tontes trois de munies signes si les trois sections sont de même 
«‘spèce, ce qui ne peut guère Avoir lieu. 

I.C signe de : 2 (KP — 2 CD)* — 1 ,E* — t BC; F* — 4 AC\ ne .sera jamais commun avec ceux des relations ci-des- 
>us» si ee n'^t lorsqu'elles seront iiositives. Ces eonséquenees sont les mêmes pour les deux liyperboioîdcs; e'est ce 
qui distingueces surface.s de l'ellipsoïde ni du paraboloide elliptique ou «lyiKrlMiliquc. 

S53. — l'n |uiraboloïde elliptique peut être cou|^ de deux manières düTérentcs par les plans coordonnés, suivant une 
parabole ou une courl»e fermée; et comme il ne se projette que sui>ant l’une ou l'autre de ces rourl»c.s. les relattons : 
I)*_4AB, F* — 4AC. E* — 4BC, 

M^roiU négatives à la fois, car les sections du paraholuïdc par 1rs plans coonloimcs seront, en même temps, trois cour- 
bes fermées. Deux de rca relations peuvent encore être nulles, tandis que la troisième scro négative, et fier rend i car 
alors, le paraboloide sera coupé suivant deux loirabolcs et une ellipse on un cercle, ou imivant deux courbes fermées et 
line parabole. Ces relations ne seront jamais nuUcs en même temps, puisqu’un paraboloide ne .saurait être coupé par 
les plan.s coordonnés suivant trois parabole*». 

()n aura l’on des cas : 2 EF — 2 (^)j* — 4 K* — 4 IMJ. F* — 4 AC) <0, = 0. avec l'une des cireousiances ci-des- 
sus. Jamais retle dernière relation ne sera positive jKiur le paralMiloïde, parce que celte surfait' {n* 345' n*a ftas de 
projection qui tienne do l'hypcrlmle. 

354 . — Le paraboloide hyperbolique, qui ne peut être coupé par les plans coordonuês que suivant une hyperbole ou 
une parabole, n'aura pas, dans sou équation, les caractères ; 

E* — 4 KC <0 ; II* — AB <0; F* — 4 AC <0; 

mais ceux-ri : E> — 4BC>0; 1»* — 4AB>0; F* — 4AC>0; E» — 4BC = 0; I)*— 4AB = 0; F'* — 4AC-0. 
.auront toujours lieu; c'i'sl-à-dire que lf4S trois premiers existeront à la fois, pourvu qne le paraboloide hyperbolique 
soit coupé en même temps suivant trois h}|H>rt>oles par les plans coordonm’ts; mais ils ne seront pa.» nuis à la fois, 
puisque la surface dont il s’agit ne peut être coupée en même temps par les plans coordonnés, suivant trois paraboles. 
Ainsi, ou il y en aura deux de nuis et un de positif, ou bien un de nul et deux de positifs, etc. 1 ji relation : 

2 FU' — 2Cir* — 4 E*— 4BCl F* — 4AC, 

qui doit toujours les accompagner, sera positive ou nulle, et jamais négative, car un paraboloide hyperbolique se pro- 
jette suivant une hyperbole ou une parabole. 

385. — I.es remarques que nous venons de faire comportent toutes les données nécessaires pour faciliter la distinc- 
tion entre les surfaces du second degré. Avec Ica indices signalées, on discutera, sans beaucoup de tâtonnement , l'é- 
quation d’une de ces surfaces, confuriuêinctil aux méthmles qui vont être exposées. Mais |wur que la discussion soit 
complète, il faudra résoudre l’équation proposée j«r rap{>ort aux trois varialdes i*, y*, x*, car les polynômes, renfer- 
més sous le radical de chacune dea valeurs de res rariablps, indiquent la nature des courbi's des projections, nature 
qu'il est e^ntiel de savoir déterminer dans l'occasion. Nous n’avons, jusqu’ici, parlé que de la projection sur le plan 
des xjf, fournie par le polynôme, entre ces deux variables, renfermé sous le radical de» valeurs de i; on .sait quels 
avantages nous eu avims retirés; il en aurait été de même pour les autres projections; eda dénote qu’il est fuciiltatif 
de choisir la projection qui convient le mieux |»our la simplicité de la discussion et de la construction de la surface. 

855 . — {.'«équation d'nnc surfa<'e étant résolue par rapport aux trois variahlcs j-*, y', i*, on aura, dans chacune des 
fonnulcs qui donnent leurs valeurs, un plan diamétral, de part et d'autre duquel devront être portée.s les valeurs du 
radical en fonction des deux autres variables. Ainsi, |>ar exemple, si c’est avec la formule îles valeurs de : qu'on désire 
obtriiir des points d'une surface, dans l'espace, par chaque point, du plan des xy, fuunit f^r la courbe du polynunie : 

Ay* H- bxÿ J- rx* F dy 4- ex -I- r— 0 ; 

élevez une perpendiculaire à ce (dan, elle rencontrera le plan diauiétral en un point, À («artir duquel , au-dessus et au- 
üessousde ce plan, et sur la |>crpeiidicu1aire, vous porterez dc^s longueurs égales aux valeurs du radii-al. B résulte dccctW 
propriété que le plan (n*339) : 4 =s — { ^ ^ \ 

\ Z L y 

diviM> en deux parties égales la surface à laquelle il appartient. 

357. — I propriété caractéristique des surfaces du sircoud degré consiste en ce que chacune d'elles ne saurait tire 
coupée (>ar une droite en plus de deux points. 

Four le démontrer, menons par un imint x'. y', i' de la surface, quelle qu’elle soit une droite qui. prolongée indéti- 
niment, la rencoulre en un autre point, et cherchons les coordonnées de ce point. 
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Soient ,n* 95] : j — x' « i ({ — *'} [4], y — y'z=»(i — a*) [2], les équalioiu de la sécante. MetUnt üans : 

Aj* t Bj* 4- Ci’ -Î- Djy -h Ejk - f- Far -t- G x 1 Hy-l b + L = 0, [3] 

à la place de x, y, a, les coordonnées x\ ÿ\ i‘ du point par lequel on mène la sécante, îl vient : 

Ax^* + By* + C'a -h nyï* -f- KaY f- FaV -f Gx' 4- Hy' + U' + L j= 0. [ 4] 

Belranchant celle-ci de la première, il reste : 

A (x* — x'^. -4 - B 1 - C [i« — :'•] + 1) xy — T’y') -f E [ay — a'y'l F fax — a'x'j 

+ G(x-x') + ll'y — y'j 4-ICi — 0 = 0. [5] 

Désignant par x, y, a les coordonnées du second point que la s^k'anle a de communs avec ta surface, les équation» 

[4], [2j donnent : y — x* = [x — y) (x 4-y] = 1 [x-hx')(i — j') ; y’ — y'*=;y — y') i,y -f y') = « >4- y't(J— 
Multipliant les deux termes de l’équation [2] par i-\- i\ on a : 

iy — i'y' = ry'— i'y H- mi» — n»j'> = (y' 4- nzix — (y 4- "s'ji' = y' f au) (j — î'). 
eu substituant pour — {y 4- si»') sa valeur Urée de réqimtion {2]. 

Multipliant les deux termes de l’é<|uaEiun (Ij par [z 4 r'1, il vient : 

ix— yy = ir' — i'x 4 — i;'* = ;y H - ii]î — (x i- /i']-' -= (y 4 li) [; — iV, 

en substituant à la place de — ^x4f«') m valeur tirée deTéquation [4]. 

L’équation [2] peut se mettre sous la forme : y 4 - y' =s m (a — ;*] 4 2y'. La multipliant membre à membre |>ar l'é- 
quation (4 ] : xy — xY ^ lm[z — i']* | 2ly' (5 — i” 4 x’y — y'x. 

Multipliant les deux membres de l’équation [4] par y', et ceux de l’équation [2] par x'; on trouve : 

■ïï' — ^y ' ii — i'] 4- y y ; ' x’ÿ ^ «y [i — 4 yy' ; 

donc : xy — xY — (• — •)* 4 2/y'(5 — — Y (-““y) 4 *"y («-“y) = \Y 4 atr) (i — •') -|- 4— t'.*. 

Substituant ces valeurs et celles données par les équations fl] et [2] dans lVs|uatîou [5], elle devient : 

Ai!x4y)(s— y)4Bw y4y'i[i — y)4Cf;* — y*j4D(iYH xn) (s — l'I 4*/m (i — i*;») 4 K Y + wî].; — , 
4 F (y 4 ii) (i — y) 4- G [( (i — y] 4 nw — y; ) 4 1 4 — o = 0 . 

Divisant par (i— on obtient en détinitive : 

Ali>4y;4Bn(;y4y'](i — î'j4C(i4y)H-D(;/y't mx. 4- — 4; 

4-E,y'4 «:M F[y 4 lj) 4 GI Mlm4-I = 0. [G] 

Les équations fl], [2], [6], qui contiennent les coordonnées y, x, étant linéaires, c’est-à-dire du premier dci^ré 
iti* 46), la droite menée par le premier point x', y', z* ne peut couper la surface qu’en un sccoml |»oint. D'où il miîi 
<| 0 'cii général, une droite ne rencontre une surface du second degré qit’eii deux points. 


Aatnxa I”. — Ita rEili^solde, iufac« caractérisé» [n“ 340} par K* — 4 BC <0; D* — 4 AH <0 ; F*.— 4 AC <0; 
2 EF — 2 CD;* — 4 [E* — 4 BC; (F* — 4 AC' <0, liaité» daas w#i les sets. 


388. — nrprciions la formule (n® 339) : 

= = -( — ) ± iV 4 ^ T 4 » T * ir )• 

Puisque la surface qu’elle doit présenter a pour projections trois courlms fermées, nous pouvons, sans iiicoiivémenl. 
sup|M)ser que le polynôme appartient à une ellipse; ainsi, on aura, entre les coeflîcienls de celle équation fn® 29.3 ; 
t» — 4flf <0; ou, en inetlanl pour <i, 4, c, leurs valeurs (n® 339) : 2 ;BF — 2 CD,* — 4 'E* — 4 BC F* — 4 .\C'! <ft. 


ri il ne faut pas oublier que a s K’ — 4 BC <0. 

Le polynôme résolu par rapport à y donne : 

, = — ^ l'+Î M—ilf J: 1 d' — 4 »n 

241 ~ ïa ‘ 

et. remettant pour a, b, c,d, f, les quantités qu’elles représentent (n® 339), on aura la valeur do y exprimée en 
roefiieients des variables de l’équation générale. Nous nous dispenserons de faire ces substitutions; elles reiidrairnt la 
formule trop compliquée. 

Concevons que «, * sont les racines réelles et inégales du trinôme en x .• nous supposerons, pour nous conformer à 
la disposition adopta dons le principe de la discussion (n* '139] pour les plans coordonnés, que ces racines sont 
négatives. 
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HfcHV (fip. Ui sera telle du polyuorae en xÿ, en suru* que : js=AP = — «, xss AP = — seront 
ses liiiiitcs dans le sens des abseîsst^s négatives. 

Tinms du ménu’ polyuouie la ronmüe des valeurs de x, il vient : 

x= — y — i flcl'ï* 4 i — i nTi ÿ + e* — irf. 

Nommons H et les racines du Irinoiiie en y, et adiiiettons qu'elkrs sont négativ«*s, si bien que : 
y = A* = — P; y = AV = — y; 

et les [K)iiils h, h’ seront les limites de l'ellipse MU'H' dans le sens des y négatifs. 

Notons |>ar Z les ordonnées ; comptées k paudir [n** 356 du plan diamétral, nous aurons : 

“»r»a\ fl fl fl fl fl,' 

Oonnanl à y. dans le polynôme, des valeurs négatives plus petites que \k =s — ^ et plus grandes que Ah' = — 
et H X des valeurs plus petites que AP = — a. et plus grandes que .\P' = — on trouvera un résultat ptisiUf ; et 
l■munle a ou K* — 4BC est négatif, les ordonnées Z seront imaginaires; d'où il suit que 1a surface qui nous occupe 
n'aura aucun de ses points hors des limites Jt, », »' ; mais des valeurs négatives de y pins grandes que AA = — et 
plus iielites que AA'=s — *l', et des valeurs de x plus grandes que AP = — *, et plus pciites que X^‘ « — procu- 
rent un résultat négatif, dont le produit par K* — 4 HC<0 sera positif. Il dcVoule de ces raisonnements que ta surface 
«■M limitée dans le sens des x ei des y ; re.Me à savoir si clic l'est dans lo sens des z. Cda |tanill probable , car les va- 
leurs de X et y ne devant et ne pouvant devenir infinies. Il s’ensuit que dont les valeurs réelles dérivent du concours 
de ces deux variables, ne deviendra pas infini. Ainsi . avec le caractère K* — 41^ <0 , et le poiynoiiie nppartenani k 
niip rmirbe fermée, la surface est limitée dans tous les sens ; elle est donc un eUipsoHie ii* 2G0 . 

388. — Kn résolvant l'équation de cet ellipsoïde par rapport à y* et x*, on aura 355), dans les polynômes reu- 
feriués sous les radicaux des valeurs de res variables, les équations des projections sur les plans des zx et des ;y. dont 
«in déterminera les limites, pour la première, dans le M*its des z et des x; et l'un remarquera que k's limites dans le sens 
dt's X doivent Cire les mêmes ]H>ur la projection is que {vour la projection xy. Quant à la projtH'tiois ;y, on déterminera 
ses tiniUes dans le sens des s, lesquelles seniiit égales pour elle et la projection <;x; ses limites dans le sens des y lui 
Miiit communes avec la projection xjr. Connaissant les liiniles de eliaque projection, on appliquera à chacune du ses pr«»- 
jeiiitm.s les raisonnements prét édents [ii» 35H), et l’im sc convaincra que, dans loua les cas. l'ellipsoïde n’a aucun de 
M‘s points hors des limites de ses projections. 

(ies détails, au sujet des limites d'une surface, enseignent à los trouver toutes, .sans qu'il soit mk^saire de résoudre 
%on équation far rapport à i*, y*, x*. cai», lorsque k*a limites dans le sens des x et des y sont déterminées, et (|u‘cHes 
M>iit commiiiH'S de deux on deux aux trois projections, il sufljra de caieuler les limites dans le sens des z |»ar le poly- 
iioiiic. s<»us le radical, des valeurs de y ou de x, pour que toutes le.s limites de ces projections soient connues. 

368. — Voici un exemple numérique : 

;*+6x’-H5y* — 2xÿ — Jij— î;y { 20:— I64 j — 52y -) 1364 ^=0. 

i)ti a. entre ses coefliieients, les retations ; 

K>— Uir<0; 11*— iBA<0; b'* — 4.\C<0; î KF — ÎCÜ»— 4;K* — 4HC — 4 ACl<0. 
i-t»unne on innit s'en assurer en mctUint dans res inégalités, à la place de.s lettres, les nombres fournis par réqualion 
|irop<»sée ; elle est donc celle d'un ellipsoïde. Résolue par rapport ù elle dorme : 

; = X 4- y — 10 ± ï/— ,4ÿ* — 4xÿ + :ix*^;i2ÿ — lÜT^f- 1 f64, . 

Lu {uirlie i*atioiiiiclle : s — x 4 y — 10. est l'équation d'un plan diamétral, (iunalruisons ses traces ; elles ont pour 
équations n*3.19): :s=x — 10; i = y — 10; 

la première a pour lieu géométrique (il'* 44 la droite HPM’ (fig. 14i,-; In deuxième, ta droite BDM. 

Il faut r oiisidérer la figure 112 sous un autre aspect que celui sous l<s;uel rtou.x l’avons placée juMpi'iri , puisque lu 
Mirfaee qui nous occupe i'M tout entière dans lu région îles y. x positifs. 

I.4* pulynomc : 4y* — Ixy 4 5x* — 32y — 144x4- 1264 — 0, avec lequel ; E*— 4B1’<0. représente rellipse 
llèlFF sur le plan des xy. laquelle est in projection de l'ellipsoïde sur ce plan; on l’a tracée par les princifu^ des 

IC" 207, 21IS. cil se »«rvaiii de lu formule : y = x 4 - — x*— 10 x 4 ^ 300 "déduite du |HjIynoiiie. 
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i.e trinôme en jr a pour racine» (éch. n* 2) : x=r 10 » AP; = 30= AP', limites de rdlipae dam« le M‘Ii.s 
de» X positifs. Pour ses limites dans le sens des y {n« 295 , lirons du polynôme la formule des valeurs de x, il vient : 

X = — ± -J V/-»6 ;,>- ^-ir. 

I.es racinea du trinôme en y sont : ^ ss \k =rt 2,8197 ; y = AA' = 25,1805, liniiles de TeUipsi- dans le si*ns des y 
positif». Cela pos^, si dans le polynôme : 

Z = + — '*‘2 H “ ^ 3 *® » 


sous le radical, on donne à x des valeurs plus grandes que x = 10 — AP, et plus |tetUe.s que x = 30 = AP’, et à y do 
valeurs plus grandes que y = 2,8197 = AA. et plus petites que y = 25,1805 = AA', le radical sera toujours rtVI. 

pAemple : x= 15. y = 10; noua obtenons, toute réduction faite : 

Z = + \/ — 4 1^— - ') ^ + l/ïôr -- ± )7.05. 

valeurs qui. étant portées de part et d’autre du plan diamétral (n* 356', répoidront à deux points de la siirfitre. Ies~ 
quels ou retrouvera encore par les formules : i = xf-y — 10 + 17.05, ou: i = 15 f 10— 10+ 17,05. 

Les valeurs réelle» pour 5 conserveront ce raractère depuis x = 10 jusqu’à x = 30, et depuis y = 2,8197 jusqu'à 
y = 25,1805. Passé ces limites, les valeurs de y et de x, substituées dan.s le polynôme, rendront le radical imaginaire. 

Ml. — Il est bien évident que si l'on devait dessiner la surface en as-sciublant ses points, trouvés comme nous veuons 
de le montrer, le travail serait long; mais il s'oOrc un moyen plu.» simple dont nous usenm.» fréquemment, à l'avenir, 
pour toutes Ica surfaces. Voici en quoi il consiste: c'est de clicrchcr des courbes de la surface proposée, en In coupinl 
dans tous les sens par des plans passant, Miit }mr le centre, soit hors de lui ; on aura ainsi l'avantage de mieux saisir la 
nature de la surface. Comme il est important . dans ces opérations, do connaUrc le centre du cette suifaee, commen- 
çons par le déterminer. 

Les courbes suivant lesquelles se projette une surface sur les plans coordonnés, sont aussi les projections des cour- 
bes suivant Icsqudles elle est eoupi^ par ses plans diamétraux ; nous en donnerons bientdi des preuve». Or, ce.» pro- 
jections. et les courbes auxquelles elles npimrlienneiil , ont leurs centres sur des droites perpendiculairc.s aux {dan» de 
projections; mais les plans diamétraux passent par le centre de la surface; donc, ce centre sera aussi sur res (H‘rpeo- 
dkulaires. Cela étant, il n'est plus dîRiciie de déterminer le lieu qu'il occupe. 

Considérons la projection sur le ^an des xy. qui a fait l'objet de la disriissinn précédente. Ses limites, dans le sens 
des X, sont : x = 10 « AP. x = ;J0 = .VP'. Nou.v aurons donc n* i96) : 

X = Al’" = — iiL = îa =■ KC, 

ordomiée du eeium de relli|»a HàH'A'. laquelle a pour limite», dan» le seiià des y : 

» = i.8197 = A*, , = Î5.I805^ A*': donc: j = AK = -’•'***’ = U = P t. 


autre ordomiée de C. Ou raiirait trouvée en mettant pour x sa valeur 20 dan» : 

V— -y x-y-Ao 

partie raliotmelle du polynôme en xy. 

Maiutciianl, par C, imaginons une pt^rpeiidiculairc au plan des xy ; elle passera |mr le centre C' de l’ellipsoide ; reste 
à savoir la hauteur de ce point au-dessus du plan des xy. Or, il est dan» le plan diamétral : ^ = x -f y — 10 ; rempla- 
f/oDS, dans cette formule, xet y par leur valeur 20.fi pour le centre de Hàirà’. il vient : ; ss 24 ~ CC', et pour coor- 
données du eenliti C' cherché : x = 10 ; y = 14 ; ; = 24. 

Voici encore comment on obtiendrait le centre d'une surface : Par le rentre de deux de scs projections, élevez dt>s 
|M‘rp4‘iidieulaircs sur les plans où elles »e trouvent, et puisqu'elles doivent passer par le centre de l.'i surface, ce centre 
■<era à leur intersection. 

Il est évident que lorsqu’une surface a un centre , scs plans diamétraux |»a»scnl par ce point ; or, une surface du se- 
cond degré a trois de ces plans n* 356), çt le |»oint qu'ils ont de commun est iiéec^irement le centre de rette sorfacf. 
Ainsi, réquation d'une surface qui a un rentre étant donnée, si on la résout successivement par rapport à y, x. et 
qu'on prenne la partie rationnelle de chacune des formules qu'on obtiendra ( n* 339 ) , elles seront les équaiion.s de <*eH 
plans diamétraux. Kliiuinanl successivement s, y, x entre équations, les valeurs que l'on trouvera pour ces variu- 
hles correspondent au centre de la surface. 
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Par e\emp)e, le» plan» dmmtHrauv de rellipsoïde proptiiic nnt pour équation» : 

i— J — ÿ i'IO = 0; 5ÿ—-2 “ J — Î6 = 0 ; 6x — y — • — 8Sï=rO; 

le ré»utUi de réliiniiiatioit est : i = U] y — U ; x — fO, coordonnées iroatées plus liaol. 

963. — Avant de parler des scellons quelconques d'une surfM‘C, faisons voir que ses projections sont égales au\ 
projections de ses sections par ses plans diamétraux. Ce que nous dirons pour une projei^tion conviendra aux autres. 
Considérons donc la projection sur le plan des xy, la seule que nous coanutssions jusqu’ici. Le phui diamétral corres- 
pondant à cette projection est (ii* S60, : s =s x -I- y — 10 ; si nous trouvoru» la courbe suivant laquelle il eou|Hr In sur^ 
face, il iM)Us sera aisé de dénionlrer que cette courbe a pour proje<‘tion la ligne Iléll'i»' du plan des xy. 

Substituons dans le polynôme de ; ^=+\/ — * 'ÿ* — I' -j- — 3fix-f 3(6, les valeurs de x et y 

qui conviennent à tous les points de rdlipsc nous aurons, pour chacun de ces points, un radical nul. et pour ■; 

line valeur fournie par : ; = x d • y — 10. laquelle valeur nous fera connaître , sur le plan diamétral , des points de la 
courbe d'iiiierseetion. Joignant, par une ligne, ces points 0, 0'« relie ligne 0y>0'^' sera 1a courbe demandée. 

Actuellement, il est inroiitestabk* que tous points de rclli|»se 0^'»' sont situés à rextrémilé des perpendiculaires 
élcvéi*s sur le plan des xy, |Mir tous les points de la courbe et «lont les longueurs sont données par : 

i = j i y — 10, 

dans laquelle on a mis, à la place desx et y, les valeurs qui conviennent k chaque pied des perpendiculaires. Il suit 
donc de ‘ n* itIJ que la courbe IIMI'é' esl la projection de la courite seclioii de la surface |Mtr le plan diamé- 

tral dont les traces sont les droites HM', BM (n** 360'. 

963. — Déterminons d'autres sections de rdlipsoîde. Il nous est facultatif de ntener par le centre C autant de plans 
que nous voudrons, perpendiculairement au plan des xy. ees plans roupiToiit nécessairement la surface selon une 
>'Oiirl»e dont nous connaîtrons la forme |>ar le concours de ses points. Pour cormnencer par le cas le plus simple, ima- 
ginons qu’oii demande une coiirlii' pruvenant d'une seclion faite dans rrllip.soîdc par un plan paralkdr au plan des ix. 
et que ce pian luiit : y =s U = AK. 

Le plan (tassera par le rentre de la surface, puisqu'il a (mur équation une des onloniiée.s de ce centre; sa trace est 
la droite KH'. 

Atm de iromer des (Muiits de la tourbe de cette section en suRî.santc quantité pour la décrire, reinarquon.s que la 
trace Kir. du plan sécant, sur le plan des jy. touche la projection Méli'^' en deux points, IJ. H'; ces poiiiLs M>nt les li- 
iniles de ta courbe que nous cherchons, dans le sens des x, et cela doit être, puisqu'on ne trouve aucun point de l'el- 
lipsoîdc pour des valeurs de x cl y [«“ 360) en dehors de la courbe llftll'é'. Nous aurons les abMÛsses x des poiiitHlI, II', 
CM iiietlant pour y sa valeur U dans tous les termes du ptdynome : 4y* — 4xyH-*V* — — U4x (1364 = 0; 

puis, résoham le trinôme par r.vpport k x. nous avons ; x = KH — <1,05576; x= KH' = 38.944H; mais les poiDt.v 
H. ir. étant les limites de la courbe de la section, il est évident que les ordonnées perpendiculaires sur le plan des 
xy en ces imiiils. ne donneront chacune qu'un .seul point de la surface, et ces points appartiendront i la courbe. En 

effet . substiluimt dans le polyiiomc , sous le radical, pour y, sa valeur 1 4 , laquelle doit être comUantc pour toutes les 

valeurs de x. et qu'on mette au.ssi dans ec polynôme, alternativement, les valeurs de xque nous venons de calculer, 
on aura, pour chacune <lc ces valeurs, un radical nul. et : s = <5,05576 = lly>'; i = 32.94434 = ir^.. 

Le» droites H^. H-/, sont donc le» liniiles de la eourive d’interserlion ; et les points »' el ^ montrent où le plan sé^ 
cant corautjencc à couper rellipsoïde el où il finit. Si donc on joint le» point.v et ? par une droite oç‘, celle droite 
•‘cra le diamètre de la courbe cherchée, et il passe par k* centre C' de la surface. 

(kda posé, remplaçant, dans le (>olvnoiiic de : 

—i y’ — ry+ -J- J* — (ty — 36x + 3(6 . 

X par lies valeurs qui notlcut riilrc I — \^ ,0."ij76 el i = ÎS.91 H* , en ronservant toujours à y la mfmc valeur, on 
aura ron.stamineul des nnlonnées 7. n'eues, el doni un portera les lonjtueurs. de pan el d’aiiire du diamclrc sur 
les perpendienlaires au plan des xy, passant par les poiiils eorrespoiidaiit au\ valeiirs aeincllcs de x el y. Exemples : 
faisons: ÿ=U; x = Kr = la; Il vient : Z = + 1/476 = + I6,S. 

Élevant au point c une perpendiculaire c«' indéfinie au pl.vn de* xy. elle rencontrera le diamètre en un point r, 

ponant, de part el d'autre de ce (mini, sur la droite cm', les longueurs rm = rw'= <0,5, le# points «, sont à la 
courbe d'inlerseclion. 
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Eu setoiMl liea que : yasl4, U KC, on lrou>e : Z = + \/ 400 1 = + ÎO. 

La }*cr|H>n<)i4’utajre CU, au plan des x#. passant par les icntres C'de la surface, cl C de la projection, conlicnl un au- 
tre diamètre de la courbe d'intcrscelion ; U e-st le conjugué lii*^ 1^6] du diamètre On saura sji longueur en premiiii 
CV -SS C'E' « 20. et, avec ees diaiiiHres, ou décrira aisément la courbe %LYE' cherchée (ii** 1K0). 

Passons à une section de l'eüipsolde |>arallèlc au plan des et concevons que le pian sécant ait pour équation : 

X = »0 = AP". 

Ce pian passera encore par le centre de la surfai'e . puisqu'il a pour équation une des coordonnées de ce centre. Sa 
trace sur le plan des xy est la droite P"4' ; elle coupe la courbe lUH'è' en deux points b et b', limites de ta section dont 
il s'agit dans le sens des y ; mettant pour x sa valeur ilans le p<ilynome résolu par rap|>orl à y, les coordonnées de ces 
ptnnts sont : x = 20 = AP", y ss: 4 ^ p"fr ; x » 20, y = 24 P"4' ; substituant sucrrssiuuueiit, à la place de ces 

variables, leurs valeurs dans le polynôme, le radical sera nul, et la partie rationnelle des valeurs de •* donnera : 

j=U = 40'; ;=7 :u = 4’0, 

lira points 0, 0', conmiiiiis aux plans diamétraux de rellii>soTdc. Joignant ces points par la droite OCO', cette droite sera 
lin diamètre de La section; son autre diamètre sera sur la droite CU, puisque cette droite, comme on Ta vu, passe par 
le centre de la surface, lequel est au.ssi celui de la courbe d’intersection. Ou déterminera sa longueur en faisant dans le 
l»olynome, sous le radical : y s 14, x » 20 ; d'où, comme dessus : Z = CT = CT' = 20. 

Avec CCS deux diamètre», on décrira la courbe OCO'C'{»arallèle au plan des^^y. On pourra encore la décrire à l'aide 
de ses points, délerminés en donnant à y, dans le polynôme sous le radical, des valeurs qui flottent entre y s 4 et y » 24. 
et en ronservanl à x sa valeur constante 20 , puis en portant le.s valeurs du radical de |»art et d'autre du diamètre 00' 
:mr le» perpendiculaires menées, au plan des xy, par les points de la trace P" 4', rorrespondanl.s aux valeurs de x et y. 

361. — Voilé pour les sections par des plans parallèles aux plans des ix et des ;y. Si on voulait une courbe de rel> 
lipsoîde parallèle au plan des xy. la formule des valeurs de i, qui nous a servi jusqu'ici, ne serait pas avantageuse ; un 
utiliserait celles des valeurs de x cl y, qui font connaître les projections sur les plans des sf et des ;x; car, avec le se- 
cours de ces projections, on saura quelles seront les limites des sections dont il s'agit, et quelles sont les valeurs entre 
lesquelles s’étendront les valeurs de x ou celles de y, suivant qu'on sc‘ servira de la projection sur le plan des is ou de 
celle sur le plan des sf, car, pour Fuuc comme pour l'autre, la valeurdcj sera constante. Nous en founiîrmis un exem- 
ple dans un instant (n* 357'. 

966. — > Si l'on demandait des sections par des plans qui, étant pcr(M.‘ndicuiaire.s à l'un des plans coordonnés, ne se- 
raient pas parallèles aux autres, il n'y aurait pas plus de difficulté à trouver ces sections que les précédentes. On 
.sait que l’équation d’un plan |>erpendiculairc h l'un des plans coordonné», à celui des xy, par exemple, est de la fonne 
I n* UH ) : y = Ax -1 et cette équation est aussi celle de sa trace sur ce plan ; cette trace coupera la projection qui 
est sur te méiiic plan qu'elle en deux jioinu. et |vas»cra ou non par le centre de celte projection. Dans les deux cas, les 
deux (Hmils d’intcr-vections assigneront les limites des valeur» de x ou de y. Si ce sont les valeurs de x que l’on choisit, 
on aura les valeurs de y correspondantes par l'équation de la trace du plan sécant ; ces valeurs, substituées dans le po- 
lynôme en xy de la formule de» valeurs de x, feront coimallrc des points de la courbe de section , comme dans les cas 
préc^ents. En elTet. qne le (dan sécant ail pour é<iuaUou : 

»= [«], 

dont le lieu géométrique est la droite LC , qui est aussi le diamètre de rcIli{Kse Uèll'è' { n° 350 ,, I.C rencontre cette 
courbe en deux point.s 5 et dont tes alwd^es «ovni : x . 2 = 10 — AP, x = 30 = AK; on aura donc pour y . 

y ^9 = P?: = 

Mellanl ees valeur» dans la formule : 

z=± »y— 8ï— ;mx+3)6’ (»|. 

On trouvera, |iour chaque point fi\ une seule valeur poui' Z. c‘e5t-4-dire que le radical sera nul, et les voleurs de ; 
seront fournies par la formule : ia= x-f - y — 10. 

Doii(>. P et seront les limites de la section. On voit tout de suite, qne les valeurs de x doivent être comprises entre 
10 et 30, et chacune irellc donne une valeur correspondante pour y, sur la droite LC par l’équation [«]. Ces valeur», 
substituées dans [4], cuinine on t'a dît (n** 363!, feront connaître les points de la courbe à l'aide de»<|ucls 011 la décrira. 

20 
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si l‘OD ne préfère la décrire au moyen de ses diamètres» faciles à déterminer d'après ce qui a été eiiseiinié dans te nu- 
méro cité. 

MS. — Résolvons l'équation donnée par rapport à 3 ; nous trouvons : 

ï = y — (- 1 iir — * — 48M- 87 Ïx^^4T [*]. 

La {tartie rationnelle de cette formule est l’équation d’un plan diamétral de la .surface (n® 356); nous nous dispense- 
rons de le construire. 11 coupe rdlipsoîdc suivant une courln* (n® 361) dont k projection QdQ', sur le plan des :jt, a 
pour équation le poljnomc : Üttx* — -f- 18.; — 8 Tîj t- 61 U = 0 [e] ; d'où on lire : 

; = 4 ** “l~ 1/ — BflTJï* — 40 j + 300J [f]. 

Le trinôme en s montre que les limites de celle projcflion sont les mêmes ( 11 ® 359} que celle» de la projection en i§, 
puisqu’il donne : jr = 10 =s AP ; x = 30 = AP'. En i‘ésolva«t le même polynôme [f] |»ar rapport à x. il vient ; 

w- 

et on conclut que les limites dans le sens des i sont : ; = 50,9 = AF, : — — 3,9 = AF'. 

Ces liinile», de Ut projection aiit» déterminéc's, il sera aisé de lui appliquer la discussion cMt^sus n® 360 . en 
remarquant qu’ici ; D* — 4AR<0. 

Pour le» valeurs de s, plus petites que 30, ou plus grandes que 40, et relies positive» de (dus petite» que 30,9. el 
dtô négatives plus petites que 2.9. substituées dans le polynôme [c], toujours y sera réel. 

967. — Connaissant U formule de la projection sur le plan des ix, il est aisé de trouver des courbes de l’elliii- 
Mjîde parallèle» au |dan des xjr. 

Imaginons qu'un plan sécant ait pour équation : ; s 45 = Ax'; U est évident que la trace de ce plan est la droit x'a' 
qui coupe la projection Qvd'Q' on deux |minU ■ et s', dont U faut déterminer les al«»rîs»i*s. Or, la formule [ 9 ] procure 
toutes les ahscrissrs de Qsd'O' correspondantes aux valeurs de x. Mettant donc pour i sa valeur dan» ectlc formule, on 
trouve: x= 49,485 = x'v, x ~ 29,203 =? x'a'; et les points a et «'sont les limites de la section dans le sens desx. 
Maintcuant, si l'on substitue pour sa valeur constante 45 dans le polytiume [e], et altcimativemeat le.» valeurs de x que 
nous venons de calculer, on aura, pour chacun des points s et un radical nul, et une valeur pour 3 donnée par 

l’équation: ÿ— le.'ïqHelles seront : y— 48,097 = ai'; y = 20,0.‘>0 = «'/, 

Joignant les {Miints i, l\ la droite //' sera le diamètre de la section; on connaîtra son conjugué en menant l'ordonnét* g 
du ccntr<* qu'on obtient, en faisant : 

, = = îM44; 

puis , élevant par le point R une perpendiculaire Ko', indédnie. au plan des ax . elle |»assr (var le centre f de la courbe, 
et c’est sur dlc qu’est placé le diaiiiclrc cherché. Pour en trouver la longueur n® 299). faboiis : 

x== 24,344, s =45; 

dan» la formule [A] il vient : y = 24,66 = Ro’ ; y = 43,47 = Ro. cl m'= 4 4,49. 

Avec ce diamètre et son conjugué 44'. on décrira la courbe Aif'n', parallèle an plan des xy. .Autrement, remplacez, 
dans le polymome de la fonuule [A], x par toutes les valeurs comprise» entre x 49,485 et / 29.203, en conservant 

A » sa valeur 45, vous aurez constamment un radical réel, dont vous porterez les valeur», de part et d’autre du dtami'- 
tre 44', sur le» ordonnée» y correspondante» aux valeurs de x ; vous déterminerez ainsi le» points de la courbe désignée. 

Nous n’étemlrons pas plus loin nos recherche.» sur les courbe» que produirait l'ellipsoïde proposé, en le coûtant par 
des plans menés dan» diverses directions. Les principes qui vicnneul d'être cxp(»és suRi.scnt pour éclairer l’esprit du 
lecteur et le mettre en état de faire de nombreuses applications. 

968. — TiruU de l'équation donnée la formule de» valeurs de x, il vient : 

+ i — W,* 4- «; + fîëï^'UO». 

Le polynôme pour lequel : F* — 4 AC <0 , est ré<{uation de la projection de l’eUiivsolde sur le plan des iy ; m*u.*. 
l'avons tracée d’aprè» la furmiile suivante, déduite du imlynome en :g : 

7u 2* 4 

• — jj — — + ’5“ V'' — 96 ;|f* — 26y -f- 71 , 
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limites üc ecUc projcetioii» dans sens des y, tirfes do trinôme, sont : y “ S5,4803; y = 2,8197, et elles ne 
difrîTi'nt pas de relies de la projection sur le plan des xy |n*’ 350). 

969. — En faisant, succcssheiuent, =r 0, y = 0, ^ = 0, dans Tt^uation de rdlipsoîde (n* 349), on obtiendra les 
fourbes suivant U'squelirs ellr remontre 1rs plans coordonnés. 

Pour r= 0, on a : i* l-ôy* — î-ÿ-f. fOs — 52y 4- 4364 = 0, qui est une ellipse, puisque entre ses l•ocl!lcjem^ 
la n^lation ; E* — 4 IK'. <0 existe -, mais elle est imaginaire . parce que la surface ne rencontre pas le plan des :y. 

Pour y = 0, il vient : ;*4-6 j-> — l;x 20; — 464x H 4344 = 0. C'est efH*r»re nne elIipS4> pour laquelle : 

F*— 4AC<0; 

mais elle est aussi imaginaire; donc, relli|»oïde ne rencontre {>as le ))Ian des zs. 

Pour 5 = 0, on trofl>e : 6s*-|-3j|* — 2xy — 464 j — 52y-| 436i=a0, courbe pour laquelle : t>* — 4BA<0, el- 
lipse réelle, suivant laquelle reJlipsoïde est coupé par le plan des jry. 

Nous avons vu, dans la discussion , que les trois projections de la surface étaient des ellipses ; nous venons de trou- 
ver que si la surface était rencontrée par les plans coordonnés, elle serait coupée suivant trois ellipses; elle est donc 
limitée dan» tous les sens (n** 250). 

Voici les équations sur lesquelles on s’exercera : 

36;’ + 40y’ H- H î 28j:y — 72;y — 72;x + if»: — 332y — 4 52x 4- H 32 = 0 , 

576;* + 4O0y* -t 4Kx* — 80xy — 2K8;y — 492;x h 3436; — 2068y — 704x 4- 44080 = 0. 

379. — llei>ortoiis notre aUenlion vers les remarques qui ont été faites (n* 340) : qu'un ellipsoïde elliptique pouvait 
se projeter suivant un cercle; voici une équation qui le contlrmc : 

4«2:ix*4-5;i64y*4-90«i*4- 2940xy — 2;i20;y — 24Ü0;x — 245400 j — 4.576ft0y ■+■ 25200: 1 - 4096800= 0. 

Résolue par rapport à on trouve, toute réduction faite : 

7 7 • 

y4-_jr-.44i: t/ — * y* — 3*y -P x* — 60x 4- 4089) . 

Le polynôme : y* — 34ÿ4-x* — OOx-l- 4084 = 0, est l’équation du cercle : LVTK' (fig. 443). 

La partie rationnelle : ; = ^ 'g' '' — ^>Ieurs de 5, est l’équalton d'un plan diamétral de l'eUipsoidc 

dont les traces sont les droites : Ra. Rm. qui ont |H)ur équations : 



Il coupe la surface suivant une courbe M'NM '.M décrite d’après les principes du n® 362. 

La courbe .MaM'a' provient d’une se<'tioii faite dans rellip.soïde par un plan (tarallèlc à celui des ;x, et doul r 4 M)aation 
e.st : y = 17 = AL' = LC', et cette section passe par le centre de la surface, puisque y = 47 est une ordonnée du reii> 
tre du cercle et de l'ellipsoïde; elle a été décrite comme nous l'avons dit (n* 363). 

I.a courbe NVM"a a été produite par un plan sécant parallèle au pian d<‘S ;y, dont l'équation est : 

x=30 = AL = L'C'. 


Son centre est anssi celui de l’ellipsoïde, puisque x = 30 est l'autre ordonnée du centre de la projection : l'VTK’. 
On trouvera que les coordonnées du centre de la surface sont : x=30; y = 17; 5 = 44,8 = C'S. 


Résolvant l'équation proposée par rapport i y, on trouve : 


9— ■ 


4260;— 1470x 4-78840 
3364 


±-ôkrV- 


3240000 1 — 


7560000 

324000Ô 


'237^400 
■71240000 ■ 


4084536000 _ 6.3504000 ^ . 45759489600 N 

■"3240000 ^ 3240000 8240000 / 


Le polyiwnie en ;x est l’équation de l'ellipse IIEF, projection (ri® 335) de l'ellipsoïde sur le plan des zx, et dont « 
desainc la figure à l'aide de la formule suivaïUe. déduite du polynôme : 

37800x4-317320 . I 


3240» 


32400 


V — B 4 5636960 :x — 20] ;x — 40 . 


Résolue par rapport i x*, l'équation de l'ellipsoïde donne : 


u^ooo£ 

3i4Ô00b 


_907i«0_ itOii tftUO , 

3ifO»M 3Î40000 * 


tOOO6K0nO . <74 <770000 
"3240000 * *■ 3240000 
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Le polyiiouie ùü ig est l'équation de l'ellipse Il'KOR, prujeetîon de l’ellipsotde sur le plan des :i; elle a été décrite 
d’après l'équation : 


45360f + 630400 . 1 

3Ï400 * — :U400 


1/ — 5tî7898HOO ,1—7 y — 57 ' 


L’équation suivante est celle d'un ellipsoïde qui se projette de la même niaiiii-re que le précédent : 

53 1 9 j:> + « I Î3y* + 2053i* + 360xy — 900 — 1 620 — 3»690x — 200 2 3ÿ | 8100; + 303750 = 0. 
m. — Lorsqu’avec les relations : E*— 4 BL <0 ; F’— 4 AC <0 . D* — 4 AU <0 ; EF — 2 CD]»— 4 E* — 4 ftC 
F*— 4 AC)<0, on a Tuii de,s cas : D = 0, £ — 0, F = 0, l'ellipsoïde a encore lieu. Il existera aussi, lorMprcn même 
temps, dans son équalkm ; D — 0, F< — 0; ou : D ^ 0, F = 0 ; ou : E = 0, F = 0. Si , à la fois : D = 0, E ar n. 
F s 0, le grand axe de l'ellipsoïde sera perpendiculaire à l'un des plans coordonnés. Nous allons prouver suc4*essivc- 


ment tout cela. 

87S. — PnuiiEJi CAS : Concevons que Ë =» 0, l'i^uatioii générale sc réduit à : 

A J* + Bÿ* + Cs' + Dxy + Fir + Gx + Uÿ + I; + L 0. 

Rérsoioe par rapimrt à elle <iunne : 

5 = — ^ c * ± î *c V/ — i CB>' - i enj» - Î + î n - î cg> — ï ircr+ I ’ =2 Clj; 

l.e polynôme en xy sera l'équation d'une courbe fermée; et puis«]ue E* — 4 BC <0, l’équalion proposée sera celle 
d'un cili})S4)ïde (n** 340); maLs il faut remarquer que deux des plans diamétraux de la surface sont rliucuii perpendicn- 
laircs à un plan coordonné L'un a {tour équation la partie rationuellc des valeurs de : {ti<* 418) : 

Fx+ I 

^2ir“ ’ 


et est perpendiculaire au plan des ss. L'autre a pour équation la partie rationnelle de la formule des valeurs de y, dé- 
duite de l'équation de la surface, et qui e.sl : y = 


il est donc perpendiculaire au plan des xg. 

Ces rai.sonnements confirment qu'une équation entre trois variables, privée d'un des termes dont les eoefticients sont 
D et F, sera celle d'mi cUipisrjîdc. 

Voici un exemple numérique: 5x» + 5y» + i» — 8j-y — 2:y— 46: — 64y 4 40y + 764 = 0. équation de l'ellipsoïde 
iflg. 144) dont la projection, sur le plan des xy, est une ellipse qui a |Hiur tniuation le polynonic, sous le radical, de la 
ftmnule : J — ÿ + 8+V^ — ,ly* — 8xy + ."ix* — HÛy + 40x 700'. 

Cette ellii»se est aussi la projection cac'a' de la section de la surface par son plan diamétral (éch. n" 2) : : t=: y 4 8, 
!<>quel est perpeodiculairc an pian des :y. 

Des deux conHies ndn'd% a4n'4' de la surface, la prcniU»re provient d'une section qui a été fuite dans rellipsoidc {tar 
im plan dont la trace est ta droite BC de l'équation : y = x 4 10, sur le |U.in des xy, et auquel il e.sl {H’rp<mdiculain‘. 
I.a deuxième est le résultat d'une section par un plan parallèle au plan des :y, dont l'équation est : x ^ 20. 

Les exemples suivants sont relatifs au même sujet : 

fix* 4 *y* — 4 — 4xy — 4if — K: — 2üx + 36 = 0 ; :* + 4 y» + 6x* — îir — Hxy — 80y + 56x — 1 6: + 764 = ü ; 
Ux* + 1 2y* -I i> — 4:x — 4:y 4- 20: — 328x— I04y + 2628 = 0, 

37$. — Dr.exièiiK cas : On peut avoir, dans l'équation d'un ellipsoïde : 

4*n = 0. E = 0; «•D = 0, F=0; 3"E=.0. F==0. 


Dans la première h\|>ollièsc, l’équation générale sc réduit à : Ax* + By* 4 - C:» + F:x + Gx + lly i- 1: + I. = ü. 

On on tire : 

s = — ± V^2BC** — ;iCA — -FiïFI — 2 CG X -TCll(r + l’ — 2 Cl,. 

Dans le pohnome en xy, on devra avoir ‘n« 304) : — 2 BC> < — >2 CA — F*'^; cl l'ellipse de projertion, à laquelle 
l'Oiivient le polynôme, aura son grand axe parallèle, soit à l'axe des x, soit à l’axe des y ; et le plan diamétral de la 
surface qui corresjKmdra à cette projection sera per|Mmdirolaire à l’un des plans coordonnés. Ici. il est perpendiculaire 
au plan des »x, puisque son équation est : 

Fx + I 

iC“- 

Dan» la deuxième bypothèse, ou quand D = 0, F =s 0, ce plan diamétral est perpendiculaire au plan des ig, et l'é- 
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quation générale prend la forme : A Jr* \ Bÿ* } Ci* 4* Eif 4- Gz 4- Hjr 4- li -f- 1- ~ 0 ; mais si K si 0. F s= 0 , l’ellipse 
de projection sur le plan des xÿ n’aura anctiii de ses diamètres |>arallMes auv axes des j et des y. et le plan diamétral 
sera parallèle au plan des xjr. 

Exemples: 4 - i* — Brÿ — 4Ûi — 80j p- 40 j 4-1 l‘t‘tIt^ttG 0 Hd'nn ellipsoïde fig. 445 dont le 

pian diamétral est parallèle au pian des j’y, et les traces, les droites AT, AT'. I.es trois projections de eelte surract- 
sont des ellipses, dont une, ara'e\ est sur le plan des xy. Les courûtes Mnm'a', nomV de IVIIi|isuîdc, ont été n|jleniie.<> 
au niovoii des plans sécants ’éeli. n** 2’ : x » 20. y » x -4 • 1 0. 

L’équation : 4i*-f- I3y* 4- 25 j* — 8;y — 80i — 4300x — 570y-|- ^^025 sr. f), appartient àTellipsoïde (fig. I4B' dont 
le pUii diamétral, qui correspond à l’ellipse aM'é' de projection, fait, avee le plan des xy, un angle dont la tangento 
trigoimmétriquc — 4, et est perpcndinilatrc au pian des jy. Sa trace, sur ce plan, est la droite DL. Les trois projec- 
tions de la surface sont des ellipse». Les courbes FGF'G', l'QF'Q' appartietmcnl à cette surface, et on les a obtenues 
en la coupant par des plan.» parallèles aux plans des ix et des ;y, dont les équations sont : 

y = îri = AB; = .\x. 

Autres exemples : 4** f 9y* - 1- 29x* — H:x — BOî — 42îOjr— 430y -1- 22025 = 0 ; 

5C40i’— IHOOxy + 22-‘>y’ — 4950x 4- — 224040; H 2295225 ^ 0. 

374 . — TmusiCME cis : On doit avoir dans l’équation générale : D •= 0, H 0, F =: 0 ; c’est-à-dire que : 

Ax* t- By* 4 Gi»-f-Gx 4 Hy4l;4L=iO. 

.VIors, il pourra se faire que l’une des relations suivantes sc micoiitrera : B s C ; .V ss G; B s: A ; B » C s- A ; 
et nous disons que, lorsque deux des coeRieienls A, B, G, sen)nt égaux et île mêmes signes, l’équation eonvieiHlra à 
un ellipsoïde de révolution dont Taxe sera {Miralièlc à l’axe de la variable, dont le coe0ieient sera dilTérem de relui des 
deux antres variables. 

t.«5 trois coefiicienls A, B. G, étant égaux, l'équation entre trois variables ap|Mirtiendra à une s^dière. S’ils sont iné- 
gaux. la surface sera un ellipsoïde elliptique. Nous allons le prouver. 

375 . — Supposons, en premier Heu, que B = C, l'équation générde devient, en n'oubliant pas qu'elle doit être pri- 
vée de ses rcrtuigk^ ; \x' -4 By^ f B:* i Gx-| lly f I; L -= 0. Ajoutons à ses deux membres les quantités : 


vieiil : A (x+ /+ U ( H 


(;» 

im» 

Bl* 

IA’ 

’ 4B* 

■ 4 M’ ’ 

)’+..( 

' I 

Ci’ 

/■^Vb“ 

) = T.\r 


équation d'un ellipsoïde de révolution, dont les coordonnées du centre sont : 

_G_ Jl _I_ 

2A ’ ÎB » 2B ’ 

et dont Taxe de révolution est poi'allèk à l'axe des x. 

Pour justifier cetlc aswrtion, prenons l'équation de rdlipsoîde de révolution n" 248 : 

A'»x*H B'»ÿ* ) B'*;* = A'*B'* [è], 

et rappelons-nous que B' représente le graml axe ou l’axe de révolution, cl A' les deux aulivs axes égaux entre eux. 
et placi'-s sur les axes eoordoonés des z et des y, tandis que le premier est sur l’axe des x. 

Il est évident que, i>our avoir un ellipsoïde de révolution dont le graml axe soit (laralièle h l’axe des x. il suftit de 
remplacer dans [è] x, y, i, par leur valeurs fournies par (ii* 33) les formules : 
x = «4x'; y = !54-y'; j = 

propres à déplacer roriginc des coordonnées, et on a : A'* (a x^}* -j- B'* (y' 4- p/ -|- B'* [z' 4- sj* = A’*B'*, équation 
identique avec l’équation [s], et dans iaquelie %, sont les cordonnées du centre de l'etlipsoïde. 

Si A = C, l’équation : Ax’ -|- By’ 4 A;* -f- Gx 4 - lly 4- U -i- L = 0, conv ieiidra à un ellipsoïde de l’év oiution dont 
l’axe sera parallèle à l’axe des y. 

Bans l’hypoüièsc de B = A. et que : Ax’ i Ay’ H-Ci*4-Gx 4- Hy -f- 12 4* L = 0, l’ellipsoïde de révolution aura son 
axe parallèle h l’axe des x. 

Mais il y a deux espèces d'cliipsoutes de révolution : les allongés et les aplatis; on reconnaîtra les uns et les antres 
par le cercle de projection. Si ce cercle a un rayon égal au demi grand axe de rellipsoïdc . celte surface sera aplatie : 
elle sera allongée si ce rayon est égal aux demi petits axes égaux (ti^248.. Des exemples numériques contiruieront cela. 
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, Éch. n* 2} ; î7x*-+-75j* — 710x-h75i* — 3000y — 3600* 4- 7fi575 = 0, csl l'é<iuati«n de l’eUipse allonpé 
U7] donl le grand axe X’C'it' eut |uirnlit'lc à Taxe des x\ 

La couj'be M’a' e&l une section de la surface par un pian parallèle au plan des ity l<H(uel a pour «équation : 

ÿ = 20 = AR. 

La courbe saaV est une autre section par un plan : x =s 15= AM, parallèle au plan des 

I,es projections de cet elJlpsokle sont : sur le plan des xy, une ellipse LOL'O' ; sur le plan des ;x, une ellipse ; sur le 

pian des un cercle. 

i* !Ëcb. S) : 4x'4- — 6lx — .14y — 30^ f 706 = 0. équation de rdlipsoîde aplati (6g. 148), dont Taxe 

de révolution A'C'X est parallèle à Taxe des s. 

Les deux courbes man'n', oao'a' proviennent des sections faites dans la surface par deux plans, l’un : x = 8 = AH. 
parallèle au plan des sy ; Tautre : y = 47 = parallèle au plan des is. I.es projections de cet ellipsoïde sont : sur 
If plan des xy, une ellipse ; sur le plan des ax, une ellipse MN'M'.V ; sur le plan des iÿ, un cercle. 

(Éch. n® IJ : 12jr*-f tiy* ( 27-* — 480i — 720y — 1026^4- 22647 = 0, équation de rellipsoîde ;Qg. 149} aplati, 

dont l’axe de révolution G^'CX est parallèle à Taxe des j, et dont les proji^^tions sont : sur le plan des xy, un rer» 
rie DIV; sur le plan des;x, une ellipse; sur le plan des ^y, une ellipse. 

Coupant cette surface |var deux plans, dont équations sont ; a = 20 , y = 30, on obtiendra les courbes : 

lfQb’Q\ mbm'y. 

4" (Écli. n" 2) : 49x*4-16y’4“ 49i* — 1470x — 640y — 2332^4* 14289= 0, équation d’un ellipsoïde allongé 
tig. 150';, dont l'axe Te" de révolution est parallèle à Taxe des y. Les projections de cette surface sont : sur le plan 
des zÿy une dlipse ; sur le plan des jry, une e[lt|ise NMN'M' ; sur le plan des ix, une ellipse. 

I 4 » courbes nOn’O', ràt'O', sont les résultats de deux sections de rdlipsoîde par les plans : x = 13, y = 20. 

5* [Éch. n“ 2) : 9x’4- 9y* 4-s* — 144x — 306y — 36i4' 3357 = 0, ellipsoïde allongé <fig. 151}, donl l'axe CC'X de 
rév olutioii est parallèle à l'axe des 3 ; cou|Minl cette surface par les plans : x = 8. y = 1 7, on trouve les courbes : 

ROR"0, RLH"I/. 


Les trois projections sont : sur h*s plans des :x et des £ÿ, une cUir>sc ; sur le plan des xy, un cercle, 
fi® {Éch. n» 2) : 9x»4-23ÿ»4-9s* — 270x— lOOÜy — 432i4- 16309 = 0, ellipsoïde apliiti(fig. 152), dont l’axe 
(X'è de révolutioti est |»ornllèlc à Taxe des y. Projeetions : Sur les plans des jry et ;y, une ellipse ; sur le plan des u. 
un cercle. Les courbes 4N4'N', dXd'.N' sont des sections par les plajts : x = 15, y = 20. 

876. — En second lieu, on a 4 la fois, dans lequation générale : D = 0, E = 0, P = 0 ; A = B = C, et elle prend 
h roniic : Ax* t- Ay* 4 - Ai» 4 - üx 4- Hy 4- li 4- L = 0 ; ou bien : 

jr’ + ,■ ) i' + ^ = 0; 


;ijimtant aux doux menibres la quantité : 


1 ^ - 1 - 


— - Y- 

2A ; 


! y+ 


G» 

4 A* 

.'LV 
2A J 


II» 1» 

‘"4A«+TÏî'’ 

,r.. IV r.»+ii>4-i’- 

*A' 


4 AL 


éqiialion d’une sphère donl le rayon est exprimé par ; 

"G»^=nî*'+P — 4AI. 


V/-- 


4 A» 


\oici ime é([UB(ioti numérique : .**4- y* 4- i»*— 28x — 30y — 24 j 4- 329 = 0. 

877. — Knhn, il nous reste à parler du cas où, lorsqu’avec D = 0, £ = 0, F = 0, les coefficients A, B. C sont iné- 
gaux. Nous disons que, dans celle rencontre, l'équation appartiendra ù un ellipsoïde elliptique, dont le grand axe sera 
I»arallè1c à l'axe de la variable, au deuxième degré, qui aura le plus petit coeftident. 

Considérons l'équation : Aj* 4- By» 4- Cs» 4 - Gx4- Hy 4- U 4- L = 0, dans laquelle : A <B; A <C. 

Ajoutons aux deux meinhrcs de <vtte équation les termes : 

AG^ Bll»_ CI* 

lA»’ 40»’ 4C»"’ 


nous aurons : \ f • 
2 A > 


= iAT-' Vin- 


ci* 

4C’ 


— L = 0 [a’ 
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C H 1 

^Hualion d‘un dljp&OHlc dJipUijue, dotu Iw üoonlonnées du centre sont • "j y * ~i\V * ^ ^ ®'** 

rst |»arallèle à l’axe des r. 

Pour le prouver, prêtions rdquatioii générale de ces sortes d’ellipsoïdes, et dont l’origine des coordonnées est an 
cenlrt* (il* iiî) : Mr*x* 4- aV’f* 4- o*fr*i* = n’ii’c* ; o, demi grand axe, est sur Taxe des x ; b, deuxième axe , sur Tavr 
des y ; c, sur Taxe des i. On a entre eux la relation : a>b >r. Cela posé, défdavotis [11* 31)) l'origine des coontonm'*cH. 

remplaçant J?, 5, •« par leurs valeurs : jr = y 4- a ; y — ÿ'4-p; i = î'4-Ÿ» il vient : 

*V* [y 4- a)* 4- «V* '>• 4- P!* + (i* 4“ 1-)* “ fl’frV* ; 

mais : <«*c* ; ; on aura donc : frV* — A; aV* = B; = C ; et cette dernière équation est identique 

avec réquation [a]. 

Ainsi, lorsque dans réqualm» générale entre trots varialilcs on aura : A <B, A <C. ses trois rectangles étant nuis, 
elle appartiendra à un ellipsoïde elliptique dont le grand axe sera parallèle à Taxe des s, et par coiiséqueitt perpendi- 
culaire au plan des :y ; mais si : B <A, B <C, rellipsoîde aura son grand axe (tarallèie à l’axe des y, et pcrpeiidirn- 
laire au plan des is, Kndn, quand : C <A, C <B, ta surface a son premier axe parallèle à Taxe des s. et perpemlint- 
laire au plan des xy. Dans ces trois cas, l'eUipsoïde se projettera suivant trois ellipses. Exemples (éeh. ri» 2) : 
mox* I 400ÿ’4-3i36i' — 3675(lr— lôOOfty — (ii«oâ8i4-216:mi =0. 
étjualion de l’ellipsoide elliptique (flg. 133) M.M’NN', dont le premier axe A'.M' est parallèle à l’axe des y. cl per|>eiidi- 
rulaire au point A' sur le plan zx. les deux antres axes NN', dri\ sont inégaux entre eux et au premier. 

2*: 223i*— 100y’ 4-36x* — lOOOy — 1fWttJ4- HHOOO = 0 (écli. n* 2), ellipsoïde ,fig. loi) EFET', dont le pre- 
mier axe A'E'X est parallMc k l'axe des x, et per{>ondiculaïre an |»oint A', sur le plan des :y. Les deux autres axes 
sont les droites kk\ FF'. 

3* : 225x* 4- U4y* 4-8U’ — 8l00x — 3ï8iy — 4860 î 4- 160036= 0 (éch. n* ÎJ , équation de l'ellipsoïde My.MX»' 
;fig. 135), dont le premier axe CQO* fSl parallèle k î’axc des z ; scs autres axes sont : MM', 00'. 

S78. — Noos avous discuté tous les cas dans lesquels le ^lohnotue en xy était susceptilde de représenter une courbe 
fermée ; etaniiiions actuellement ceux où il convient k une ellipse imaginaire ou à un point. 

1* Si, après avoir résolu ce polynôme par rap|*ort à y, les racines du trinôme en x sont imaginaires, l'eUi{e>c 
imaginaire (n* 300], relli|»soïde aussi, voici des exemples : 

s’ 4- 4ÿ* H- 6x* — îsx — 8/y — 80y 4- 5fix— Ifîs 4- 800 = 0 ; 

10372X» 4- 1305y* 4- Hli* — "^iy — kHzi — 5172xÿ 4- 861r — 218076X — 20932y i 4179600 = 0 ; 

4s* + 9y* -1- 29x* — 8cx — 80s — 1 220x — 450y 4 - 24023 = 0 ; 

27x* 4- "3y* 4 73s* — 7 1 Ox — .7000y — 3600s 4- 76673 = 0. 

2* Si le même trinôme en xa deux racines réelles et égales, le polynôme en xy (n* 301) représentera un }H)int . ri 
toutes les valeuis de 2 seront imaginaires, excepté celle qui correspond aux ordonnées x et y de ce point. Exemple : 
;» 4 1 * J-* 4^ 5y* 4 8ry — 4sy — Oîx 4- 1 — 20x — 40y 4- 164 = 0. 

lu? point N (Bc. 156] est représenté par cetlc équation. 


.\rtkxf. II. — Si m fri 11 laiiUU 4u coiütioos (n* 338) : E* — 4 IMi <0 ; D* — 4 AB <0 ; F* — 4 .AC <0 » 
2 ;EF — 2 CI»)* — 4 ;E* — 4 BC) (F* — 4 AC) <0, 

Bia^K. et q«e eeyroéiil asciiie é'ellei ie sait salle, li larfice lera bjyerkoltqae (n* 332) 01 iatsie. 


979. — I^. — Hvi'EnBOLoÏDE a uevx mppes. — Reprenon.s l'équation générale ; 

Ax* 4- By* 4-Cs*4- Dxÿ 4- Exy 4- F*x 4- (»x4- Ily 4- U f L = 0. 

Hésoliic par rap(H)rt à s, elle donne (n* 339) : 

■-«, 0 — i-.V V'-(>’ + T'> + T-+T. + V'+0 


‘V 

Le polynôme en xy (leul appartenir à une hyperbole (n* 346] ou à une ellipse imaginaire (n* 344 ]. Daus le premier 
l'as, nous avons dit que a. ou E* — BC, sera négatif, et daus le second positif. 

Concevons que la rourlH? de projection sur le plan des xy est une byp«?rl>ole , et résolvons le polynôme par rapiHirt 
à y, nous aurons : 
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Sans imubler U généralité de la discussion , il est permis d’admettre que les racines du trinôme en # sont iiiégaJt's 
et positives; iioloiis-les par « et nous aurons (lig, 157! : ar — AP = «» x= Al*' = a', et les droites PN, P'N'senmt 

les liiuit«i« dans le sens des x, de la projertion. 

Kieti ne nous empêche de supposer aussi, pour un moment, que le diamètre DN' est le lieu géomélriquc de l'équation: 
y — — droites BV, BV, sont les Iraees du plan : x = 

t'ela posé, donnant à x , dans le polvnome de : 

2--±V(T V'MV + v^+T*’ + 

des valeurs positives plus petites que a « AP, et plus grandes que = AP', et des valeurs quelconques à y, on aura 
un résultat négatif j et puisque E* — 4 BO est négatif, les onlonnécs 7. seront réelles; elles le seront eonstainnient de- 
puis X = 0 jusqu’à i'iniini négatif, et depuis x = s' jusqu’à l’indut positif. Ainsi, la surface est illimitée dans tous le» 
.sens ; c’est donc une hyperUoloîde à deux nappes, puisiiu'il y a nn espace désigné par x a, x = «', dans lequel il n'a 
itiinin de scs points. Voici une application de cette théorie : 

13x* 1' 29y* t 2js’ ) 42xy — 50sy — 50zx + 500s — 564j h 364x — 6HU = 0. 

Dans cette équation, on a : 

E» — 4B<;<0; D’ — 4BA>0; F*— 4AC>0; 2 (EF — î CD)»— 4 E* — 4 BC, F*— 4 AC; >0. 

On (icut s'en assurer en remplaçant les lettres par leurs valeurs fournies par les coefli* ients de l’équation proposée. 
CeUe-ci eomient donc à un hyi>erholoîde. puisque la totalité des conditions signalée» rî-dessus n’a pas lieu, et qu'au- 
eimc d’elles n’est nulle. Ou en lire : 

j = ,+j— 1-4)61— Î336) [A]. 

On sait que la partie rationnelle de cette formule est l'é<|ualiun d'un plan diamétral que nous avons euscigtié la ma- 
nière de construire. Ses traces sont les droites BV, BV' 137! (éch. n* T. 

Le polynôme : y* — 2xy — 3 j*— 16y lî6x — 2336 «= 0, est une hyperbole (n“ 305}, projection de la surface 
){iii nous occupe sur le plan des xjr (n” 355, ; elle a été décrite avec le secours do la formule : 

y== ar-hK±V'T-x^2d)‘(x — 30T et on a : AP = x = 20; AP' = x = 30. 

Si dans le polynôme ou donne à x de» valeurs |K>sitives plus grande» que 20, et plus petites que 30, et à y des va- 
leurs quelconques, on aura un résultat positif et des ordonnées Z imaginaires, puisque K* — 4 B(^ est négatif. Toutes 
les autres valeurs de x produiront un radical réel. Le concours des points déterminés dans Tespacc fera connaître la 
position de l'hyperltoloüle , mais ou la saura hiun mieux en traçant autant de courbes que possible de cette surface par 
h>s procédés connus (ii^ 363, 365, 367 . 

D'abortl, les roordoimét»» de sem centre étant (n* 361; : x >= 25— Ail ; y ss 33= Cli; ; = 48 = CC', U est évident 
que tous les plojis sécants, p<rrpondiculaircs au plan dc.s xy, conduits en délier» des limites P\, PA', parallèlement au 
plnii des :y, rencoutreronl la surface et la couperont suivant des courbes fermée». Lc^ autres sections, par des plans 
pai-juint |iar le centre de l'hyperboloïde. et parallèles ou non au plan des xx, s<T()nt des hyperboles. lAeinpIcs : 

x=35 = AM. 

La trace de eu plan est la droite MJ', sur le plan des xy; elle eou|ie l'Iivpcrbole en deux points J. J', dont on trouve 
|<>> ( (Hirdonnées en mettant pour x sa valeur dan» : 

y = x 4'8±I/4 .T— — 30 ; doue: y = 23,6793- MJ; y = 60,3205 = MJ‘. 

Par k» iwiiits J cl J', élcvMil des perpeiidieufaires Jr*. J'r au plan des xy, elles seront les limites, dan» le sens de» y. 
de la section cherchée. Substituant, dans la formule [A], à la place de y. des valeurs comprises entre 25,6795 et 60.3205. 
fl conservant à x toujours la même valeur .35, on obtiendra tous le.» points de l'ellipse rfr'/" ; mais on abrégera les opé- 
rations, pour décrire cette courbe , en sc .servant de s<*s diamètres conjugués : rr', ff, que l'on doit .savoir déterminer 
si l’on »e rapficlle ce que nous avons dit dans rartiele précédent. 

Par Dl. diamètre de l’hyperMc en xy, faisons (kasser un |dan; ivon «Quation sera : y = x -f 8 [a]. 

Sa trace rencontre en deux {toiiUs N, N', l’hyperliolc, et les }ier|K‘ndk‘ulaires NE’, NE, au plan des xy, marquent les 
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limites de la section dan» le sens des x. f.cs valeurs de cette variatde. substituées dans la forimde [A i. ne sauraieiii 
être |»lu 5 grandes que iO et {iliis petites que 30, autrement z serait imaginaire; et encore, pour que celle \anobie 
soit réelle, faut-ü que les valeurs de a soient déduites de réquatîuii [n], en y rempla^'ant x t»ar des valeurs de la qua-> 
iité éiionctV. I.es ordonnées z, déicrininées comme il vient d’être dit, répondront à des poinl.s de la section qlv'f'llBl)'. 
laquelle on décrira en liant ses points par une ligne, nu bien, ce qui est plus simple, en se servant de scs dianièlres nni* 
jiiguês EK', lur. 

Résoivant l'équation proposée par rapport À y, on trouve : 

y = — + -^- \/ CU*+"4üir— 100;' — «OÔ; — ii«Ox + i7l«)00. 

I.« pnlynoine en ir, pour leijucl : II' — t H,\ >0, représente nue liypcrliolc ; et la formule : 

* V/lMoJ 7^'iO (j— '30 . 


îoox— aon 

■ (00 — <00 


manifeste n* 3o9) que les limites des projections xy, £X, sont les inêiiies dans le sens de» x. 
l.a même (‘quation résolue |uir rapport ù x, donne ; 

— tH 2 


-|.j + 1/300;» — * 0 Ü;y-f 6 iy» — 130b0i4-449Tl'y+ («006. 

Le polynôme eu ;y apftartieiit il une hyperbole qui ue rencontre pas son diamètre n* 300,, et dont l'équation 

est la partie ratioimelle de la formule : 

‘ = — *:«lu ± W 3-1 • 75. 

l'aisons MircessivemciU, dans l'équation de l'hyperboloîde, xs^sQ, y» 0 « s = 0 , nous aurons les eonrWs suivant 
lesquelles n** 331 la surface e»t eoupiV par les plans coordonnés. 

Pour X sa 0, on a ; ?0y* - 1 - — 50;y 500i — 364y — 6844 0, équation d'uge ellipse, puisque (n® 293 : 

F.» — 4BC<0. 

Pour y =s 0, il vient : I3x* H iô;» — 30;x P 300î 4 - 364x— 68U - 0, équation d'une hyperbole (n* 303 , pubapie ; 

F' — 4AC>0. 

Enfin, pour j «= 0 : i‘Jy* 4- I3x* i- iixy — .‘iOljf 4-364x — 6844 = 0, équation d'une hyperbole, puisque : 

D* — 4 A« >0. 

Ainsi, pai' les signes ( 11 ® 351 des relations : E» — 4 BC ; F» — 4 AC ; D* — 4 AU, trouvés au commenceimmt de celle 
disciutsum, on peut iuimcdialeinent reconnaître la nature des sections de ta surface |ior les [dans loordonnés. 

3S0. >— F.xamimjiis le cas pour lequel un hyperboloîde se projette suivant une ellipse imaginaire sur le plan des xy. 

l'ii byperboloîde il deux nappes peut être tellement situé dans Tenace que, s'il ne se projette pas suivant un hyper- 
bole . ce sera suivant une ellipse ou un cercle imaginaire, car sa surface étant illimitée dans tous les sens, l'eUipsir 011 
le cercle devraient avoir ce cararlère, qui ne leur convieul pas. .Mais si rbyperboloîdc à une imp|he ne se projette pas 
suivant une hyperbole, il le fera suivant une ellipse ou un cercle réel , et ces courbes sero:;l la prujcction de la courlic 
de gorge de 1 a surface, de laquelle elles ditTérerout, ou lui seront égales quand leurs [dans n*si|>eclifs H‘ront inclim*s mi 
parallèles. 

Nous savons ^ 11 ®* .361, 3G2. que les projections d'uue surface sont les mêmes que celles de scs sections par lc.s plans 
diamétraux; or, lorsqu'un hyperboloïdc se projette suivant une ellipse imaginaire, le pian diamétral eorri^spondaiit ne 
le rencontre [las, et eelui-id <»)t dis|M)$é, à son égard, de luaiiièrr que tous les pians qui coiij>ent la surface, parallide- 
raent à lui, le font suivant une courbe fermée. I.a section qu’il produit est donc de même natuir . mats imaginaire, et 
eoiisé<[uemuicnt la projection doit l'ëtre. 

i..a formule des valeurs de : est : 

Ey h Kx -1- 1 , 4 I /” , , , F . , d , e ,~f ^ 

; = ±-rjc 4/.. 1^»’ + -^» + + » + 

Le polynôme sous le ndical étant l'équation d’une ellipse imagitiaire, nous disons que E* — 4 BtJ est positif. En eflet. 
>abslititanl dans ce [lolyiioiiii', à la place de x et y, toutes !(» valeurs positive.vel négatives jusqu’à l'intiiii, on aura tou- 
jours un résultat positif; clone, si K’ — 4 RC est négatif, les ordonnées • seront imaginaires. Ainsi, il faut que celle 
quantité soit positive; nous avons annoncé cela 41 * 344'. Exemple : 

I7j* — lOÿ» — 37 j* -h 88 xy — 34;ÿ — 34iT 4-310; — 7üy 362x — 9400 ii; 

21 
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el on trouve que: E' — 4BC >0; D* — t AB>0; F* — 4 AC>0; « (EF — ÎCD ’_4(E' — 4 BC', F*— 4 AC) <0. 
B4solue par rap|Mrt 4 i , cette équation donne ; 

! = »-(-*— t0 + y -fi- (»• — î-ej + ïx’— tO» — âfix + 400) [B]. 

Si l'on applique 4 cette formule les raisonnements précédents, elle les eonliriuera. On tire du pulynonie : 
y = x + S±l/^«4-3«ar — 3'3 [D], 

Quoique eette ellipse sait imaginaire, le centre de l'Iiyperboloide se projetiez sur le plan des xÿ, suivant un point 
^lig. 158] C, dont les coordoiin6« sont (éch. n^3): y = x-f-5;.x=lHsAM; détliiiies des parties rationnelles de 
la formule [D] el du trinôme en x, elles sont les mi'racs que ; p = 23 = MC; x = 18; el celles du centre C' (n* 361 
de la surface ixs^slK, p = 23; i = 41 =:CC'. 

Des deux courbes HüR'EOE\ POP'FOT', la première provient d'une section faite dans ta surface par un plan ;»arak 
lêle au plan des ix, dont l'équation est : p s 33; on l'a décrite en consM^rvant à p, dans U formule [B\ celte valeur, et 
en supposant à x toutes les valeurs. 

La deuxième est dans un plan : x ss f g ^ paraliMc au plan des .;x ; on a obtenu scs points en donnant h p toutes les 
valeurs, sans changer c^Ue 18 de x. Les deux plans sécants passent |uir le centre de l'hypcrboioide. 

Hésolvant réquation proposée par rapport è p, U vient : 

y- — — 33 +_^-;/-,5â6x'^ilt364x r4S9:* + 43»ÜÏ-l- 540*-^u::3, 

et le pol)oorae convient à une hyperbole du plan des qui ne rencontre pas son diamètre n* 309) indiqué par la 
9 1 8x 1 — ' — — — 

partie rationnelle de la formule .* a ^ “459~^ 123930 ,x — 18/-J-51. U même équation donne : 

X = t/'o !8 j^ 27544T=h Î^pM=1M38^ 

On tire du polynôme : i = jr ç>Jg~ 1/Ï38541 [p — > 927~ formule à l'aide de laquelle tm 

décrirait une hyperbole sur le plan des zg. Voici des exemples relatifs au cas précédent et à cclui>*ci : 

3I04j* + 2448p* -f 288;* — 193xp— lUOsp — 960ir 1 1520c — l04G4p — 19G80x — 792 = 0 ; 

16c* -i- 249x* l- 80p* — 232xp — 32cp — 24cx -f 9560x-l- 256i — • 1 280p— 1024 0 ; 

2025c* — 1701x* — l92Gy* + 360xp — 1620ix — OOOep 8100a + 3465flp 4 33210x— 3928.'i0 = 0; 

144c’ — 239x’ 4- 288p* 4- 108jp — 2RH;p — 384cx — 489Gp4- 27672x t 2:i04a — 324720 - 0. 

Sftl. ~ Discutons inaintciiant le cas où Téqualion générale manque d'un de ses rectangles. 

Concevons» en premier lieu, qu'on ait F = 0 ; alors, celte équation prend la forme ; 

Ax’ 4- Bÿ’ 4- Ce* 4- Dxp 4- KiP l Gx + Hp 4- b + L == 0. 

Ce que noos avons dit (n^ 372. au sujet de rclli|)soîdo, est apHicabIn ici ; nous uc le reproduirons donc pas; des équa- 
lions numériqui‘s le conlirmeront encore. Soit l'équation : 

1 44î* 4 720p* — 31x* — 720xp — 288rp — 4032p 4 9232x — 17205 — 2176 = 0, 
d’un hyperboloide (fig. I59i, dont le pian dianiétrai. perpendiculaire au plan des rp, a pour trace, sur ce {dan. la droite 
EL, et fait, avec le plan di'S xp, un angle dont ta langciile irigonoiuétrique = 1. 

La courbe BM'MN provient d'une section de la surface par un plan perpendiculaire au plan des ip, qui a pour équ»' 

lion : ps= ^ x4- 5; sa trace est la droite BC, diamètre de la projection .sur le plan des xp fécli. ii“ 2). Les deux ait- 

tres courbes RaR'a’, appartiennent 4 des sections de la ntéme surface par des plans dont les équations sont : 

X = 22, X = 0. 

Autre exemple : 144s’ 57Gp* 4l 13x’— 720xp — 288cx — 5760p — 3456s4 12688x413376 = 0. bypi'flHt- 
ioTde (fig, 1G0) & deux nappes dont le plan diamétral, correspondant 4 la projection de cette surface sur le pian des xp. 
i«l perpendiculaire au plan des sx, et sa trace est la droite RL (éch. n'* î). 

Les courl>cîi EMFM', EiET, FdF'rf', qui indiquent la position dans l’espace de la surface dont il s’agit, proviennriil 
de sections par des plans perpendiculaires au plan de.s xp, et dont les équations sont, comme cMessas : 

x = îî, x = 0. 


Digitized by Google 


— 163 — 

382 . — Dt‘ux rectangles manquant <lans l’équation iténérole. elle e&t de la forme : 

A^* 4- Hy* 4- Ci* 4- Faj* 4~ Gj* 4- Hy 4- 1» -1- L = 0 ; 
et ou lire les mêmes conséquences qu’au ii* 373. 

.Soit, pour premier exemple : 9i* 4-3Gjf* — 5 j* — lisx—7ÎOy 186x4 *7îi 4 2799 = 0, hyperboloide (flg- lOI 
à deux nappes, lequel se projette, sur le |dan des xg, suivant une hyperbole dont l'axe principal BC est parallèle à Taxe 
des x; et le plaJi diaméti*aJ de la surface, correspondant à cette projection, est fHTpendiculaire au pliui des ax, sur le* 
quel sa trace est E'M. 

Des trois courbes EP’Fil, llmU'ni\ EnHn’ de riiypcrlmloide , la premiLTe est dans un plan sécant dont l'équation 
est : y = 0 ; la seeoiulc, dans un plan dont l'équation est : 35; et x=s I représente le plan de la troisiimu* 

(éch. n« 2 . 

2® ; U4i*4-o76jf’ — 31x* — 7î0xÿ — 5760| — 3760i 4- 9232x4- 50240 = 0, byperboloîdc à deux nappes (ftg. 162' 
qui se projette, sur le plan des xy, suivant une hyperbole dont aucuns diamètres ne sont parallèles aux axes des x et 
des y ; mais le plan diamétral de la surface est parallèle nu plan des sg; il a pour traces : A'L, A'L' (éch. n® 2). 

Des trois courbes NEE'M, MdM'd', Nè.N'*', sections de la surface, la première a été obtenue au moyen d'un plan 

5 

perpendiculaire au idati des xy, dont la trace est la droite BC,dc l'équation : y — x 4~ 5. Les deux autres sont 
dans les plans sécants : x » 22, x s= 0. 

3® : i* ‘l- 5y> — X* — 2ijf — 16i 4- 26x— Cly 4-359 » 0, byperboloïde & deux nappes [fig. lB3}qui se projette 
sur le plan des xy, suivant une hyperbole dont le diamètre principal est parallèle & Taxe desx,* le plan diamétral est 
(icrpeudiculaire au pian d<^ zy ; sa trace est la droite \M (éch, n* 2! . 

Coupant l'hyperboloîde par le plan y ^ 10, on aura l'hyperbole : LEE'F. L<^ plans ; x = 25, x = 1. produisent les 
courbes ; FçFY» L■|B(.lw^ 

388 . — Nous avons démontré [n® 374) (fae rdlipsoïde avait lieu lorsque dansl’équation générale : D £= 0, E = 0. F = ü. 
et nous avons indiqué comment celte surface serait ou ne serait pas de révolution (n®* 377, 375). On démontrerait de 
la même manière qu'un hyperboloîde est de révolution lorsque dans son équation , privée de rectangles , on a Ftm de»> 
cas : B » C, A = C, ü = A, et que l'axe de révolution sera dirigé dons le sens de la varialde, élevée au deuxième de- 
gré, qui aura un coeflicient différent de relui des deux autres. 

L'hyperboloîde est elliptique lorsque avec : D 0. £ = 0, F c= 0, les coefficients des variables x*. y*, x* sont iné- 
gaux ; mais ce n'est pas une règle générale pour l'hyperboloîde cooimc pour relIi|tsoNlc, que lorsque Taxe principal est 
parallèle à l'un des axes ccmrüonnés, le coefficient de U variable . qui représente cet axe, est plus |>ctit que celui dc^ 
deux autres, car cet axe principal peut être plus petit que les deux autres en particulier, cl pour que la règle susdite 
eût lieu, U faudrait qu'il fût plus grand. Cependant, l'axe coordonné, auquel sera paiallètc Taxe principal a, sera si- 
gnalé pai‘ le signe qui affectera la variable au deuxième degré, qui apimrtieudra à cet axe, et qui sera différent de celui 
des deux antres variables, aussi au deuxième degré. Exemples : 

4®: 9r* 4- Ifldÿ* — 36x* — 540r — 24ft0j 792x 4- 19044 = 0, hyperboloîde à deux nap|H's elliptique 6g. 461'. 
dont l'axe principal FF', parallèle à l'axe des y, est égal, en longueur, h l'axe EE' de la projection de la surf04*c sur le 
plan des xy, puisqu'ils sont dans des plans parallèles. 

Par la même raison on a : (»' s 00'. Le troisième axe, M.M', on l'obtient en niellant dans l’équation de la surface, 
pour X cl y, leurs valeurs (loiir le centre C de la prujeetion. La valeur imaginaire du radical sera celle de l'axe cher- 
ché, attendu qu'il ne rencontre pas la surface; ainsi, ou trouve : FF' = 2a ; ra en' s: è ; C.M ^ CM' ss C ; d’où : 

è > fl > c. 

Les trois courbes : IFF'IF, llali'a', ; sont des sections faile-H dans la surface («r des plans dont les équaUml^ 
sont (éch. n® 2) : y 4 2, x = 20, x = 2. 

L'équation : 223x* 4- 4ÛÛy* — 36x* — 2400y -f 792x— 43500s 4* 243444 = 0, appartient k on hypertmloidc àdcuv 
nappes elliptique, pour lequel : ' a > 0 > c. 

2® : 9x*<— 25|* — 25a* — 498x4- OOOy 4500a — 25236 =s 0, hyperboloîde de révolution à deux nappes (üg. 465i. 
dont l’axe principal, IF, est ;>araUèlc à l'axe des x. Les deux autres axes sont (éch. n® 2) : 

e'b = c'è' = c'H = c'ir = fr = c. 

Les trois courbes : QU'K, aKn'K', QaQ’n', sont dans les plans dont les équations sont : y = 12. x ^ 20, x =a 2. 
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■V* : 36jf*-î U4x’ — Ci;’ — IMOÿ — 37604*4- U08; -f- G6560 =s 0, hyporl)oloide à dem nsppes 'fip. Ki6 elîipii- 
i]ut‘, dont Taxe principiü MM' est paraMètR & Taxe di-s puisqnu le l’oeffii’ienl de :* c&t négatif* tandis que ceux de .y* 
l't J* sont positifs. Les deux auti*e8 axes sont : tlH = CH' =3 e; CH = CR'-= b; donc : r > a > ii. 

Les trois courbes de la surface : OMM'Q', OdO'd\ OyQY» proviennent de sc<*lioiis par les plans ;éch. ii” i) : 

x=2(>, i=C 

L'équation : Uiy* 4- 2î.*Vr*— <004* — 9000x4- 22004 — 576y 4- <39300 = 0. représente un hyperboloide oUipti- 
que à deux nappes pour lequel : a > c > & ; et le coeOicienl de :* possède le double caractèi^e qui manifeste que l’axe a 
principal est parallèle à Taxe des 4. 

Pour l’iiyperbtdoîde elliptique à deux napitcs, dmit l’itqiiation est : 


<6.»* 4 3r>y» — 94» — mOy — 32*4 — <8460 0, on a : a> ft> r. 

4* : 36f’ 4- 30x* — lOî» — <**0y — <**flx 4- 332i -f- 2744*0 ï= 0, hyperboloide a deux nappes de révolution 
lig. <67 . dont Taxe = MM' est parallèle h Taxe des 4. Les deux autres axes sont : rll =s cil' = <•«=:«’ = c = * 
Les trois courbes : FMM'E', EaE'a', dérivent des sériions faites dans la surface par les plans érh. n* '2 1 


X— 20, 4 = 21,4= I. 

: 9;* |- <00i* — 36y* — .360; — 4000x — lOSOy 4- 36*00 = 0, hyperlwloîdc il deux nappes elliptique t lig. <68 . 
dont Taxe 2a = DD'est parallèle è l'axe des y. I4» deux autresaxes sont : cd =s ~ b , r 'D c'B' = r ; et : c> a> b. 

L'équation suivante est celle d’un hyperboloide à deux nap|>es elliptique, dont les axes ont entre eux la relation : 
n>c>è: 223;»+ 1004* — 36j» — <35004 — 4000X | tOSOy 4- 235300 ~ 0. 

Les trois courbes : FDÜ'Q', Fww'F', 0iQ*^** de la première .surface, sont dans les {dans : x = 20, ÿ = 5, y = 23. 

6® Eiitm, réqimlion n» 2! : 25;»4- 25x* — 9y* — <000; — lOOflx {- 270y * <8200 = 0, représente Vhyperim- 
loîde de révolution h deux nappes fig. <69 , dont Taxe a = C'I) = C D' est parallèle à l’axe des y. 

Ia's deux autres axes sont : C'B = C'B' = cb = c'I»' = r = 6. 

3S4. — § IL — IIvrrJtBAi-oinr. a c»e sAm:. — Reprenons la foriiiule des valeurs de 4 (n* 339) : 

E» l-Ear+J_ . 

* îC -tTC- 


V ” V»’ 




L’hyperboloTde à une nap}>e ne |n*iit se projeter sur le plan des xy que suivant une hyperbole ou une ellipse. Aiixsi . 
le poiynoroe sous le radieal représentera soit une hyperbole, soit une elliiMu*. 

Concevons , en premier lien , qu'il appartienne h uue hypt'rbolc ; nous disons que , dans celle circonstance : 

K* — * BC >0. 

On sait que ce polynume. résolu par rapport h y. donne ; 


hx ■ I ■ fl I — , __ , , 

y = — fl — 2^- V' ;*» — *ue] X* — 2 M — 2o('ix4*d* — 4Af [«]• 

Soient « et les racines réelles et in^alc.s du trinôme, on aura : x — Al* = *. x = AF' •--? «', et l’hyperltoîe du 
plan des xy lig. <70^ sera la projection de la surfare qui nous occll|M^ Cela poM\ si l'on donne à x des valeurs plus |h - 
lites que x, et plus grandes que quelles que soient les valeurs de y, le rt^ulial seni négatif; et puisque F,* — * IMl 
est positif, les ordonnées 4 seront iiuaginaircs (n* 379); mais elles seront réelles pour toutes les antres valeurs de x 
• omprises entre ces limites. Cependant , • sera encore réel pour des valeurs de x , pour lesquelles on aura évalué . à 
l'aide de l'équation [a], les onlonnées y correspondantes aux points de riiy|KTbolc. avec lesquelh^s on le.s subsliliierit 
dans la formule des valeurs de 4. Ainsi, ces variables pouvant dev enir itidnies, la surface est illimitée dans tous les seu,v; 
e'esi donc un hyperboloide à une nappe. 

Exemple (éch. n® 2) : 4*4- *x’ — 3y» — Î4x — 2;y } 6xy 4 <64 — <64x 4 2*y -h 1^44 — 0. 

Cette équation, résolue par rapport A 4, donne : 4 = x-f-y — 8 V/4y* — 3x* — *xy — 40y + <48x — 780. 


(>1 tire du itolyiiome ; ÿ — -j- x 4- 5^ V' x* — 30x 4- 220, 

formule selon laquelle on a diVrit l'hyperbole du pian des xy. Des droites A'F, A'F', sont les traces du plan diamétral 
de la surface. Les racines du trinôme en x sont : x = AP = 10 ; x = AP' = 22. 

Maintenant, si l'on donne Axdes valeurs qui, avec celles de y, répondent à des points en dehors des branches de l’hy- 
perbole ok'aa, comme, par exemple : x = 24, y = <0, pour le point 1 , 011 obtiendra deux |H>int& de la surface ; mais 
les ordonnées 4 seront imaginaires lorsque r<rs valears tomberont dans l'espace renfermé par les branches de l'hyper- 
bolc. Comme : x = 24, y = 21, pour le point w. 
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Ka t'ourhf MM'NN' proviriit <i*iine section faite dans riiyperfooloide par un plan perpendiculaire au plan des jr#. dunl 
r^liiatioii rM :ÿ — .r -h'», et U trace lit droite Fa, diamètre de la projeriion. I/aiiln* «’ourbe KH'SS' est une mt- 

tio]i de la sortie par uu pian parallèle à celui des ig, cl qui a pour équation : = tC. 

— Kii second lieu, le iwlynonie : ajÿ* i- ijrjr -H cJf* -I- rfÿ I- ex d f = 0. reprêMMilaiil une dli|»fto. nu a : 

K' — 4W:>0. 

NotuDA encore par «, les racines du trinôme en x, elles seront iiiqialcs et positives. ICt suit : lOl'O', l’clli|i«e de 
eetle équation üÿ. 171) : un aura : x g=: .\P =: s, x AF’ » 

Celle eiiipM^ est la limite de Tcapane où riiyperludoïde n*a aucun de ses points; elle est donc la projeelion de la 
courbe de gorge de cirUe surface. <>n rcronnalt que des >aleurs de x et g, répondant à des points iiiiérieurs à lellipsc 
lOf'O', 4romine : x = AM, g ss MC. produirofit des ordonnées : imaginaires. (U: sera le contraire pour dc.s valeurs con- 
venables à des points extérieurs à cette coui Im*. 

l’Aeuiple ; — 7j* — 23x’-l~50xg — iHjy — IS;x+1fM): — iOg i 2:iGx — 4I0K;= 0, dans liiqnelle iVl?. ii^ 2 : 

E* — 4BC>0; U* — 4AB>0; F*— 4AC>0; 2, EF — 2 CD * — 4 K* — 4HC F» — 4AC <0. 

On lire de celle équation : 

; - Jf + X — )0 J; * V^ï'— il» F iiF— ”10»^ SiF- 1 :na. 

l.a partie rationnelle de celte formule est l'équation du plan diamétral qui rcncoiilrc riiyptTboloide n* dtil suivant 
la (‘ourlte HFR'F', et «lotit les traces .'•oiit les droites IlE, BE' ^Hg. 171 . 

Le polynôme sous le radical est réquatioii «le l'ellipse lOI'O’ sur le plan des xjf. 

Coupant la surface par les plans : g = x-Fü, xî= 18, il résulte les deux courlies : AF'FI, «ll'Hm. 

Voici d«^ exercices : » 

a6;* — 364y» F5lix* f 472 jî — 72;y — 72ÎX-1-720; 1 40K0ÿ — :il920x ï 29lfifHt ^ (i; 

2025;’— 1701 J» — 1925#» :i00xy — I620;x— 900;x 8100; -t-:U050j -1- :i.T2l0x — 2875,50 ». 

386 . — Eue (Quation privée d'un , de deux, des trois rectangles, conviendra iiéaiiinoins à un liv|HTliuloî«le à uin- 
nappe. Le.s preuves que nous avons fourni«‘s {Hiur les surfaces dont nous avons parti* .11° .'IKT sont générales. 

Ainsi : 144;* — 452y* i'3l.r* -F 720 xy — 288;# — 1728; 7188y — 9232x -l- 12544 — fl, est réquatioii «le l'iiy- 

perboloide k une nappe ftlg. 172), qui sc projette sur le plan de» xy suivant une Ityperbolc; le plan «liaimHral est per- 
pcndumlaire au plan des ;y, sur lequel sa trace est : KL [écli. u^ 2,. Les courbe» IK^'HQ, .MMH'M'. sont dans les plan-« 

Sécants : y = “ x 4- 5, x = H . 

2*:I44;’ — 576y’ -1- ITV* — 288;x i 720jy — 345C; — .577fix } 5700y l 280% = 0, hyiHTlioloîde /i une nappe 
fig. 173) qui se projette sur le plan des xy suivant imc hyperbole. Son plan diamétral est perpendiculaire au plan des 
SX ; la trace est la droite EL (éeb. n* 2). 

5 

I.C8 plans sécaïUs: y ^ x-f-5, x H, contiennent les courbes : IIKH’K'. MUlî'N’. 

387 . — Équations dans lesquelles il man([«ie deux rectangles : 

I*: 144;* — 576y* -H 3lx* -1 720xj — 576fl;-| 5760y — 9232r-F 04960 » 0, liypcrboloîdc à une nappe iig. I7i 
qui se projette sur le plan des xy suivant une hyperbole dont les diamètres ne sont point parallèles aux axe» dp.« x et 
des y ; mais le plan diamétral de la surface est |Hirallèlc au plan des xg. Les droites A'B, A’IF sont se» tr.xc«‘s. 

Les courbes liLII'I/, MMirV sont contenue» par les plans sécants : 

ÿ = X ^ 5, X = II. 

2“ : 9;* — 36y* f- I3x*— li^r 72; — 282x -f- 720y — 251 1 -= 0, hypcrboloïde à une iiapfH: (lîg. 17-5^ dont la 
projection, sur le plan d«*~s xy, est une hyperbole, courbe dont l'axe principal est parallèle k l'axe des x. 

Le plan diamétral est peiqieiidiculaire au plan des ;x, sur lequel sa trace est la droite K'M (éch. n** 2s 

l.es courbes NQN’Q', F’NN'G' ont été produites par les plans sécants : y s 10, x =5 13. 

3* : — 3y* 4 x* — 2;y — 15; 4 96y — 26x — 331 = 0. hyperbolonle à une napjM» .;iig. 176) qui a t»our pivjiT- 

liori. sur le pian des xy, une hy(terboic dont le diamètre principal est paratlrh^ 4 l'axe des x. Le plan diamétral eM per- 
pendidulaire au plan des ;y ; il a pour trace KM éch. n* 2^. 
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Les sections LN'L'N\ aNN'm ont été faites par les plans : y» fO, xs: 13. 

388. — Avec : D =: û, F = 0, E = 0, les roeffictenls de x*, y’, z* peuvent être inépaux, ou bien deux seront é('a»\ 
cl de mêmes signes, ou tic signes dilTérents. S'ils sont inégaux . l'hypcrboioîde à une iiuppc sera elliptique, cela a été 
démontré (n" 383 > Il le sera encore lorsque deux des coefficients désignés seront égaux et de différents signes; mais 
celte surface sera de révolution si les coefiieients égaux ont le même signe. (<ela trouvera .von écluirrissemcnt dans do 
fseiuples. 

{O. 9i«— fOÛy’ 3Cx* — 3604 -f-2400ji — “‘Jlr — 73Ü «= 0. Ii> pcrboloïdc è une nappe elliptique, dmit l'axe 
r ^ c'a = c'a' est fiarallcle à Taxe des y [lig. 177> Les autres axes sont (ccb. n** 2] : r’M ssc'M' » a ;c'Q ssr'Q' = 4 : 
et on voit que : ea' = oe\ QQ' k KË’. La longueur de MM' a été déterniinée en substituant , dans la formule des va» 
leurs de 4, pour x et y, leurs valeurs propres au centre e de la projection. Ces axes ont entre eux U relation : a >à >c. 
i.es courbes QMQ'.M', rMM'f, parallèles, ccÜe-ià au pian des 4.r, celle»ci au plan des zy, sont des sections par les pians : 

ÿ = 12; x= 11. 

2» : 254* — 23y* ■{ 9x*— 1000* | 600y •— 19Hx 7264 = 0, équation d’un byperboloïile à une nap[tc ( ûg. 178 j 
elliptique dont l'axe ; c =sr*a = eV, est |>aralléle k Taxe des y. Les autres autres axes sont ; 

C'S =3 C'S' E= 0 ; C'M = C'M' = C'o = C'a' = i = c [éch. n” 2‘. 

Ou a coupé cel hyperboloide par deux plans : y — 12; x ss 1 1. Le premier a donné la courlic S'aS'n' ; le deuxième 
la courbe H'MM'O- 

3*:9s*-i-9x* — âaÿ* — 36Üj-f-600y — 198x-t 864 = 0, liyperboloîde & une nappe lig. 179; de révolution, dont 
Taxe : c c'a « c'a’, est parallèle k Taxe des y ; puis, C'H = C'H* = C'M = C'M' = <i s= 4. 

Eu coupant cette surface par les plans : y = 12, x = 11, on obtient les courbes : MilM'Il', R'M'MQ' (écli. n® 2 : 

4" ; 9y* — 36x* 16a* — 360y -I 1440x — 3304 — 9440 = 0, byperboloide à une napi>e (fig. 1HO] ellipliquc, doni 

l’axe : f » c'a =c'a', est parallèle à Taxe des x; puis, C'X = C’N' = a; r'4 = c'4' = 4. Ce» axes ont entre eux la re- 
lation : a >4 X*. 

Les plants Mcanls ; x s=. 20, 4 =s 11 (cch. n* 2) ont fourni les courbes : N4NV, HNN'Q'. 

3® : 4y* -4- 0x* 4;* |-360x — 884 — 160y — 1660 = 0, hyperboloide k une nappe (fig. 181] de révolution, dont 
l’axe, e =c'o = c'a', est pHrallMe à Taxe desx; les autres axes sont ^écb. n® 2) : c'4a= c'4' = c'M c'Il' ss 4 = a; les 
courbes : H4F'4, GHFT, sont dans les plans des équations : 4 = 20, 4=11. 

H® : l.es équations : 9y’ — 9x* + 14* — 360y H- 360x — 88; — 340 = 0 ; 

23ÿ* — 23x* f 9y* 1 lOÛOx— 15004— 270y 4- 14300 = 0, 

D'préscnteut des liyperboloïdes à une nappe, dont l'axe G est parallèle k l'axe des x. Ils sont elliptiques. ' 

7* ; 9^1^ gjt.^ jj.* — 270y 4-2404 — 1.30x4- 457 = 0, hyperboloide ,fig. 182] h une nappe elliptique, dont l’axe, 
r =1 c'a c'a', wt pandlèle k Taxe des Les autres axes sont (éch. ii® 2] : C'E = C'E' = n ; C'O — C'O' = 4. 

Coupant cctlc surface }>ar les plans : 4 = 20, x = 17, on obtient les courbes : KOE'O', w'OO'a'. 

8* Enfin : 2y* — 34*4 2x* — 1204 — 68x — 60y — 334 «=0, hyperboloide à une nappe 'fig. 183: de révolution, dont 
l'axo e = r'4 = r'4' de révolution est parallèle à l’axe des 4; puis [éch. n® 2] : C'O = C’O' — C'a^s C'a' s= 0 es 4. I.es 
rnurbes oOn'O*, müO'a appartieiment k U surface et sont dams les pians sécanU des équations : 4 = 20, x =; 17. 

AKTictEUL — li panai l«> rdiuaai : E’ — 4 BC ; Ü* — 4 AB; F* — 4 AC; 2 [EF — 2 Cü;» — 4 .E* — 4 BC: (F* — 4 AC, 

il t'ea iroave d« aalles saas f«e las astres soieat positif es. la Mrface sera as panMoUe oiütalre. 


* 339] que l'équation générale résolue par rap|>ort à 4 est : 

Ey-|-Fx — 1.1 \/~ r t , ^ , *■*.*! I ^ 

. = ±-3F K 4»’ + T^*'+ +T» + T^ 


388- — On sait ’ 

Le pfdÿiiome, sous le radical, sert l'équation d’une parabole ou d'une elli|«e imaginaire, puisque le paraboloidc 
elliptique ne peut sc projeter que suivant l’une ou l’autre de ces eourt)es. 

Examinons d’ahonl le cas oh la projection de celle surface est une parabole sur le plan des xy ; nous devons avoir *. 

E* — 4BC<0. 

£v -1- Fx^ I 

l es droites a'/7 a'e [fig. 184) sont les traces du plan diamétral de l'équation : i = — — — . 
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>x4*4/ ^ 

On lire du polynmiie : |i = — — V' î i,M — î -t- d* — 4 «/■* 

puisque (n® 3(6) pour une pajabole ; b' — 4a^ = 0, ou : î ;EF — 2 CD;* — 4 E* — 4 BCi ^F* — 4 AC) = 0. 
Le lieu g^raétrique d« l'équation : j ^ droite BC. Le binôme sons le radical donne : 


d* — 4«/’ 

i,bd — %at\ “ "■ 

Celte abscisse, que nous supposerons posilivc, sans troubler la (^néralité de la discussion, est relie de Ar = m du 
point O, où la parabole rencontre son dianihre ; et PO est la limite de la courbe dans le sens des aigrisses s. 

Cela posé, si, dans le polynoruc de la formule [A] on substitue à la place de x des valeurs plus petites que m, queIU*?> 
que soient les valeurs de p, on aura constamment des ordonnées s imaginaires; donc, le paraholoïde n'aura aucun de 
ses points dans ees régions. Supposant : x — m, il viendra nécessairement : y ~ PO, et le radical sera nul ; ce qui veut 


dire que la valeur de î, fournie par : ; = — — — ^ c ' ~ '' ' 


déterminera un point 0\ sommet du paraboloïde par 


lequel passe le plan diamétral. 

Toutes ]es valeurs de x, plus grandes que si jusqu'à l'in^ni positif, et celles de y, tombant en deiians de l'es|>ace ren- 
fenué par les branches de la parabole KOE'. produiront un radical réel Jusqu’à l'inSni positif ; la surface est donc illi- 
mitée dans le sens des w, p et s positifs; c’est donc un paraboloïde ordinaire. 

ici, comme dans les autres surfaces, le plan diamétral roupc le paraboloïde suivant une courbe, dont on connaîtra 
le cours en substituant dans l’équalion de ce plan les coordonnées des points de la parabole £OK'. 

On voit comment il faudrait raisonner si les branches de la paraiwle. prujeciiim de la surface, étaient touniécs daii> 
on antre sens, et que l'abscisse x ss: m aurait un signe quelconque. Exemple : 

252* 4- 4(x* 4- (fi*y* + 36xÿ — 30;*— (OOij 4' 400î— 4C4x— 13(2y + 3824 = 0. 

Les coefficients de cette équation ont entre eux les relations : 

E*— 4RC<0; D*— i AB<0; F* — 4AC<0; 2 EF— 2 CD/— 4 lE*— 4 BCi F* — 4 AC 
ainsi , elle représente un paraboloïde. On eu lire : 


;=sjf + 2y — 8+ (4y* — 4x,v + x* — .32^ — 4x4-264) 


[B]. 


t.a partie rationnelle de cette formule appartient à un plan diamétral dont les traces sont les droites a’e,a‘f ,fig. 181 
•;éch. n® 2). 

Le polynôme : 4j* — 4xj 4-x* — 32p — 4x 4 - 264 = 0, est l'équation d une parabole tracée snr le plan des xp, 
d'après la formule : y — x + 4 + 40)T o" “ * x = AP=(0. 

Coupons le paraboloïde par un plan : “ "2 x+4 [a]. 


La trace de ce plan est ROC; elle est aussi le diamètre de la parabole EOE. Des valeurs positives de x, depuis x = lo 
jusqu’à l'infini, et des valeurs de y corrcsfHmdantcs, déduites de [a], muscs dans [B], donneront un Mdical réel, et ;>ar 
conséquent des points de la parabole AOà' d’intcrscclion. 

Soit : x = <5 ^ AD. Celle valeur, sutislitnéc dans [a], donne : y = (1,5 = DC, et U vient : 

2 =rx 4 2y — 8+1/6Ï; uu: ; = 30 = CC':r8; donc: C'à=C'à' = 8, 
et ainsi de suite. Des points 4, h' sont à la parabole àOà', et son diaiuclre O’L est la coniiiiune intersection du plan dia* 
métrai et du plan sécant. 

La courbe A«AV est le résultat d’une section faite dans la surface par un plan : x = (5, parallèle au plan des zy. 

390. — Admettons que le paraboloïde se projette suivant une ellipse imaginaire. Nous avons démontré (n®*36(, 362 
que les projections d'une surface étaient aussi celles de ses sections par ses plans diamétraux correspondants. Or, tou» 
les plans diamétraux du paraboloïde elliptique sont parallèles entre eux; ainsi, cette surface étant représentée par Une 
équation complète entre trois variables, ses plans diamétraux sont inclinés par rapport aux plans coordonnés, et «‘omtnc 
ceux-là la coupent suivant des paraboles, ses projeclion.s seront cnnséquemmenl de même nature. Donc, dans cette 
dre oostancc , un paraboloïde ne pourra se projeter suivant une ellipse imaginaire ; mais cette propriété se manifestera 
lorsque les plans diamétraux seront perpcndieulaires aux plans de projections ou parallèles à l’un d'eux, car alors la 
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surface pri'soiitora soit soiumei & l’un de se& plans, et l'é<|uatiou qui lui conviendra sera privée, pour le mnius, de deux 
lie st's suite de la discui^ion convaincra de celte vérité. Vuici des exemples relatifs au numéro précédent : 

:M>;M- :»aT*4-l6V — — lUxy i — T2fix — ItlÛîÿ -fy4î9=î0; 

16;* t- 65x» -r I I6y* -i- I0«xÿ — iiis -j- Uix + ;i64; — 4 16» — I764ÿ -+- %04 = 0. 

381. — De même que {mur l'ellipsoïde et les hyimrfaoloïdes , l’équaiUm d’uii paralmloïde elliptique peut être privée 
d'un, de deux ou de trois rectangles. Ces circonstances üé|>cndent de l:i position des plans diamétraux de la surface à 
l'égard îles pl4ii.x cuordoimés. Les deux premières trouveront leurs prcuuxs dans des exemples. La iruisièuie, qui exige 
la nullité d’un d<^ termes en j*, |t’, ;*» aura liesoiii d’être démontrée. 

393. — i“: 2-'»;* I6*j - 89ff* — 64xÿ — 50;ÿ — 6ix — iiijf — ;W0; h 5124 = 0, paralKiloîile elli|Utquc fig. 483 
qui se projette , sur le plan des xy, suivant une {taralmle KOE\ et dont le pian diùinélral eurrcspondanl est perimiidi- 
ciliaire au plan des zÿ ; sa trace sur ce plan est la droite KC {ée|j. n” 2’. 

I.es courbes ho‘h\ hmh’m’ proviennent de sei'tioiis faites dans la surface pur les plans : 

£ J + 4, J-= 13. 

2" ; 4“ ir* -H 4y* — 4xy — 2;x — 46; — 52y -f- 4 tr -f .12H ss? 0 , |>aralKi!oïde elliptique ^lîg. 4K6) qui se projette. 

.'Éiir le plan des xy, suivant une parabole KOE'. et dont le plan diamétral est per|>enilieulaire au plan des zx; sa trace 
Mir rc plan est la droite III. érh. ii** 2). 

I ' 

En coupant ce parabotoide par les plans : y ss x-f- 4, 45, on obtient les coiirlms : keb\ hjtjt’h’. 

383, — L’équation : 36;* 4-Hr»x*-|-25y* — 72;x — 750y 4-570x — 720; -f- 40725 = 0, jvaraboJoîde (fig. 487, 
elliptique qui se projette sur le plan dm xy suivant une parolmle dont Taxe est {tarallMe à Taxe des x ; le plan dianu>- 
Irai de la surface est periicndicutairc au |>laii des ;x, et sa trace sur ce plan est la droite HL ^éch. ii*> 2 . 

l.es {»ians qui coupent le paraboioîde suivant les courbes ho'h\ kah’ê\ ont {mur équations : y =s 45, x = 46. 

2" : ;*4-4y*4-x* — 4jy — 24; — 32y — 4x4- 4i)K = 0, {laraboluîde eilipliquo (fig. I8H) qui se projette sur le plan 
dm xy suivant une {nirabole EUE', cl dont le pian diaméti-al est (<er(icndiculaire au fdan des xy jécU. n" 2'. 

Les courbes : ho’h\ htb’h' de la surface, proviennent de sections qui lui ont été faites jvar les plans des équations : 

5—*-^ X h 4; x= 15. 

394. — H nous serait facile de iimitipiier davantage tes exemples d'équations de paraboloîdes eili{diqiies privées de 
deux de leurs reelangics. en piavant cette surface dans les divcriM>s régions (ii° 27) dm plans coordonnés. Ceux que 
nous avons donnés sullisenl pour prouver que le paraboioîde a Heu lorsijue l'équation générale n'est {las coiüpiêtc. Il 
nous reste à parler du cas dans lequel on a tout à la fois : I) ■ 0, K — 0. C — 0. 

Dans CCS cinmiiataiicrs, le (taralmlolde aura lieu, à la condition que riiii des eus : A — 0, R = 0. (1 =s 0, existe en 
iiiémc temps. Dans le premier, la surface aura son u\e jiarallMe à Taxe des x; dans le second . à l’axe des y ; dans le 
troisième, à Taxe des ;. 

Pour le démontrer, prenons l’équation du {sirnbuloîde elliptique, l'origine des cûordûnncc.v étant au soimnet de cette 
surface, et Taxe de celle-ci sur Taxe des x (n* 270'' : py’ -L P;* = ixl^ [O]. 

Les constantes p, P, sont deux {varamètres du {paraboioîde. dont l’un est {mraiièic à Taxe des y. et l’autre à Taxe des ;. 
(Iliangeons de {dace l’origine des coordonnées, sans changer la direction des axes, par les funnules n** 33) : 
x~m4-x’, y = è4-ï', ;=f I 
eti mettant dans [O], pour x, y, leui'S valeurs, il vient : 

py'*4-P-’’ — i/»Px'4-iP«'4 ^pèy'4-pè* I Pc’ — 2 iîI> = 0 [M], 
équation d'un paraboioîde elliptique liont Taxe est juiraUèlc h l’axe des x, et dans laquelle A = 0 ; puis p = U, P = C. 
.sont des cocfliciciits inégaux et de mêmes signes. De plus, le coefiirient de la variable x', au premier degré, ml pins 
grand qu'aucun des ciH>fUcictiU dr y* et cl de dilTérenis signes qu'eux. On voit emnmenl on déiiionlrcrait que l'axe 

d'un paraboioîde est parallèle à l’axe des lorsque C = 0, et qu'il e.xt {mrallMc h Taxe des y, lorsque 0 = 0. 

pour le fiaralmioïdo de n'volplion, on .Hait (n* 274) que y = P; faisant cette hypothèse dans [.M], on nura : 

-f. a't — 2 pj-' 4- ÎTi' -f Ujf' ^ ** -4- (■« — 2np = 0. 

Ainsi, lorsque le paraboioîde est de révolution, et que son axe est {taralIMe a Taxe des x, on a, dans son équation : 
H = C, A = 0 ; ü >B, G >C. 
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l. «« piirallMe à Taxe dr» : exige mie : A = B, C = 0 ; I >A, I >B : et pour l'ixe («riaièle i l'axe des jr. il taul qwe i 

A C. B = 0 ; Il >A. Il >C. 

3S6 — Voie! des exemples : I- 9;’ | îSpi _ |50i — 7.90» — i7«: + 9130 = 0, paraboloide ellipliqiie llig. IK9 
dont l’axe BC est parallHe à l'axe des i. On a oblemi les eourbes hO'k\ AçA'q , en coupant la surface par les plans : 

Jf sa 15, X = 16. 

2* : H- j* 6x 50- — .10ji h 510 = 0, )mriiboloïde de révolution !lig. 190) dont Taxe BC' cftt parallMe à lax»' 

des X. Le» eourbes hh\ qui manifestent la position de la surface dans Tespuce, sont dans les plans séeants : 

ÿ=15, X7=16. 

3“ : 49i* + fi4x* — *4% — 1344x— lïMiO; 52400 ^ 0, paraMoïile cHtplniue tig. 191 ) dont rim* 310'C' est 
parallèle à Taxe de» ÿ. Les jdan» aérants : x = 1?, j “ 15. ont produit les rourbrS : KOK'. HItR'fi'. 

4* : J* 4 x’ — 7g — 21x— 40;-)- 600 — 0, p.iralMiloïde de révolution .fig. 1U2j,doiU Taxe MÜ'C' est luu’allèle h 
Taxe des j. Coupant la surface jwr les plan» : y = 15, x = 12, il résulte les rourlM» : IIO'IV, lUiH'G . 

5« : 25ÿ* -j*9x* — I8l>i — 2HHx— - lOOOy 4- 14464 -- 0, paraboloide elliptique 193 , dont Taxe BC’ est parallèle 
à laxe des «. Les cmirbes : QO'y', NlfOO', sont dan» les plan» »é<anU ; x ~ 16, J = 17. 

!)• Eiilin : y» 4- x* — 20i — 5ix — 4()y 4- 896 = 0, paraboloide de révolution (lig. 194), dont Taxe BÜ'C est pa- 
rallèle k l'axe des i. Les plans sécants : x = 16, i — 17, ont produit les courbes : (KH)', IIQH Q'. 


AaTiCLïlV. — UrH«Mraiil«rdaüm;l-:* — 4BC; 1)*- 4 AB; F*— 4 AC ; 2 EF— ïClï ’ — 4 E*- 4 BC ^F»-4 AC. 
U Cl eit de lallu. Uidii %u d ««irei mt goaiilTet, U nrficc eu u yanbololdc kyperb«li«sc. 


- y 4“- 
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— L'équation générale résolue par rapport h i donne {n* 539 : 

Sans nous occuper de la |mrtir rnliotmcllc de eeltc formule, passons au |«lynéme : 
oÿ»4 ftxy i rx’4-dÿ 1 rx4-f--0. 

Uans le cas qui nous oeeufMî, il appartiendra à une parabole ou à une hyperbole, (.oucevons qu’il représente une |w- 
raboie KOE' ilig. 195 , U faut l'n® 347, 1 que : E* — 4 BC >0. 

Toute» valeur» de x cl y. rouvciiahh^s A des {wints extérieurs é la parabole F^Ol*.', .substituée» dans le polynéiuc sou» 
le railieal , produiront un résultat positif, et puisque — 4 BC est positif, le» ordonnées • seront réelles, et on con- 
naîtra des points de la surface. Ainsi, les branches de la parabole EUE' sont le» liuiilc» entre lesiiuelles le paratadoîde 
hytwrbolique n’a aucun de ses points. Exemple : 

4j*4-3x* i 125 * 4 - î 0 j-ÿ—l 6 jy — Hjx — 96y — 60x i-64i — 8-0. 

i)an» cette é<|uatioii, on a : 

E* — 4IK:>0; D' — 4AB>0; F* — 4AC>0; 2 ,EF — 2CI),,*— 4 ,E*— 4 BC: F*— 1 AC = fl, 
relations qui manifeslcnl un poraboloïde hyperbolique. Le n^olvant par rapftorl à 011 tr ouve : 


- 2ÿ — 8_^V -J- (*ï* — i-J* — -Hy — L264Ï [y]. 


La partie ralioimcile est l'équation d’un plan diamétral dont les traces sont les droites «Y, a'f* ;fig, 195, 1 (éch. ii* 2 . 
Le polynéiiie : 4y* — 4xy 4- x* — 52y — 4x t 264 = fl , a pour lieu géométrique la pai-abolc EOE', tracée sur le 
plan des xy d ’apri-s la formule : y = J* H- 4 J; V 5 ;x — ÏO^ 

Mettant i la place des coordonnée» des points de celle parabole leurs valeurs dans [N], le radical sera nul. cl Irt v.x- 
leurs de a, fournies alors par ('«'quation : i » x 4- iy — 8, déterminent la |Uirul*olc MO.M .suivant laquelle le plan dia- 
métral (n® 362) coupe la surface proposée. 

D’après cela, tout pbn sécant perpendiculaire au plan des xy, dont la trace ne rencontrera la paratnde EOF. queii 
un point, ne coupera lo parnlMdotde hyperbolique que suivant une parabole. Tel est le plan : 

J X-I-* [M]. 

dont la trace est U droite BC.. et qui fait connaître la courbe ao'a' de la surface, qu’il est facile de détTirc j»ar points . 
en donnant à x toutes les valeur» négatives, et les positives Jusqu’à 10. Les valeurs correspondante» de y, substilitée» 
en même temps itao» fN], devront être déduites de TM]. 

22 
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Si le plan sécant reocoiilre la KOK' en deo^ points, comme le fait en K, K' le plan : AD= 15, la 

saleur de r devant être conslajite. celles de y seranl pins fK^lites que DK et tdus grandes que DK'. Les substiluam 
dans [N], on déi’iHra par points l'hyperbole SM'S', rM'r'. dont les diamètres conjugués sont MM', A*'. 

L’équation proposée, résolue par rapport à p, donne : 

y — -f gLÎj 1 04j*— iiÔjr -^ Ï400T 

Le poiyndme, sous le radical, est réquatioii d'une parabole, projection du parahuiiildc In |>ertMiiiqiie sur le plan des :j. 

Hé'solvmu la même équation par raptmrt à x, il vient : 

X l/rî’~3ij, i “C.*»’ -pCi; — 30» + <«»'. 

I.c polyiiAnie représente encore une {parabole sur le plan des :y. 

Actuellenicnt, faLsons succetUMvenicnt x = 0, yssO. 5^0 clan» l'écjuation proposée, nous trouverons : 

4;* I l?y'— Ifiiy — 96ÿ4-»i4s — « = 0; 4i» -f 3x«— 8ix — 6Ôx \ 64j — 8^=0; 

3x* ! iis* i iOxÿ — 9Gf — 60x— H = 0. 

équations des sections (n^ 349i de 1a suHare |>ar les plans coordofmc''s; ce sont trois hyperboles. 

Voici un exercice : 4;* 4-x* 4- 15y*-f 8xy — 4ix — Ifi^y I 48; — 18r— .'Wy — 3i8 — 0. Kiitrc hr» roeflirieWs 
de celte équation, régnent les relations : 

K* — 4BC>0; F* — 4AC = 0; D* — 4AB>0; î KF — iCI) * — 4 .K»— 4 BC\F* — 4 AC, == 0. 

On trouvera que le paraboloîde hyperbolique a pmir projection ln>is pai-abolrs; et à l'iiispiM'tioii des relations ci- 
de»us, on reconnaîtra qu’il est coupé par les plans coordonnés suivant deux hyperboles et une parabole. 

397. — Avant d'aller plus loin, faisons remarquer que. de même qu'un paralmioidc elliptique (n* 390) ne |>«ut se 
projeter suivant une ellipse lorsqu'il est représenté |»ar une équation générale entre trois variables, le paralvoloide liv-o 
perboliqiie ne sc projettera pas suivant une hyperbole, si sa iwsîtion dans l'espace entraîne une semblable équation. 
Pour qu’il le fas.<ie. il est nécessaire que cette ««quation soit privée au moins de deux ret'tangies; lorsque les trois rec- 
tangles seront nuis, ce sera la cirronslauce la plus favorable ; mais en même temps <)ue : 1> =« 0 ; K = 0 ; F = 0, U faut 
que l'un des termes en x*, y*, s<nl nul. On démontrerait cela de la même manière 394) que pour le paraboloklr- 
ciliptiqne. Exemples : 

1® : îos* 4 9y* — 4x* — 502y 4- 16xy | 16x 4- 728y — 600; 4- 2544 = 0, paraboloîde hv|>orlM)lM|ue lig. 196’. dont 
lo plan diamétral est perpendicultüre au plan des sy ; sa trace est la droite FL (éch. 2 . 

Les courlKvs hi'F, mon'r. proviennent de sections faites dans la surface par les plans : y s 9; xr =s 20. el la ^larabalc 
m'h' est dans le plan diamétral. 

i® : Î5s*— 16y* i ilx’ — 30;x4“ 16-ry — 500;-} I28y } 516x* 4 - 1444 = 0, équation d’un paraboloîde byp«‘rlK»- 
liqoe, dont les trois projections sont des {Uiraboles. 

SM. — Dans les équations suivante, il manque deux rectangles r 

4® ; x*4- X* — y* — 2 ïjr — 20x 4* 26^ 4 40y •— 372 = 0, paraboloîde byp«‘rboUquc (fig. 197) d'un plan diamétral 
(terpcndicuiaire au plan de.s xx (éch. ii® 2}. dont la trace ent U droite RA'. 

1^ parabole ao'a* est dans ce plan diamétral ; la parabole MOM' datis le plan y as 20 , et l'hyperbole Ma'm dans b* 
plan X = 18. 

2® : 9;*-f 3y* — 18xy — 270; 4- 430y — 24x4- 137 = 0, paraboloîde hyperbolique (fig. 198!. dont le plan diaim'^ 
irai est perpendiculaire au plan des ;y, et la trace la droite BF |écli. u® 2'. 

I.a parulHjle no'n' est dans ce plan diamétral, et lliyperlwle Nns'.M dans le plan sécant x = 18. 

389. — Il nous reste à donner des exemples dans lesquels on ait : D 0. K = 0, F = 0, circonstances qui emtrai- 
nent l'une des suivantes : A = 0, R = 0, C c: 0. 

Lorsque A = 0. l’axe de la parabole directrice il® 269 est parallèle à Taxe des x, et B et C sont de différents signes. 

Quand B CS 0, l'axe de la parabole directrice est parallèle k l’axe des y, puis A et C sont de différents signes. 

Knhn, dans le cas C ss 0, Taxe de la directrice est t>arallèlc à l'axe des puis A et B ont des signes dilTérenls. 

Kxempliîs : 1® x* — y*4-6x* — 40; 4- 40y — 72 0, équalion du (laraboloïde hyperbolique ,fig. 499; (éch. n® i'.. 

2® : 49;’ — 3Cx* 4- 2o2y 4- 866x— 1960; 4- 12400 « 0, paraboloîde hyperbolique (fig. 200 ,i ^éch. n® 2 . 

3®: ioÿ* — 4x* 4-80;*— lOOOyl- 128x 4 8016=: U, paraboloîde hyperboli«|uc (fig. 20l)(éch. n®2;. 
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Article V. — ti Côie. 


MO. — ïu» fôiic peul Mrc caractérisé par utic relation parlirulière entre tes coefficients de son équation « corouie le> 
autre» surfaces, car, étant coupé par les plans coordonnés, scs sections sont des tourbes du second dc«ré. Or, cest 
d'après la nature de ces sections et d'une des projections, qu'ont été distinguées entre elles les surfaces examinées jus- 
qu'ici (n* 3of j. Les projections du cène n'étant pas de même e^èce que celles de l'ellipsoîde, de l'hyperboloule, etc., il 
sera facile de le discerner d'avec eux, quoique scs projections puissent être représentées ou par réquation d'uue lij- 
perbole, ou par celle d'une dli{>se. Effi-Miivemenl, dans le prcinier cas, l'hyperbole se réduit à deux lignes droi- 
tes (n** 3f 0) qui se coupent en un point, et les relations qui caractérisent les hyperboiotdes ne sauraient exister dans son 
équation, autrement l'équation générale entre trois variables serait relie de deux plans qui sc coupent dans l'espare. 
Dans le Si'^eond cas, l'ellipse 301) se réduit à un point, et si les relations qui caractérisent rellipsoîde régnaient, au 
lieu d’un cène, on aurait un ellipsoïde se réduisant (n« 378) à un point. 

Ml. — L'équation générale entre trois variables, résolue par rapport à£ (n^ 339). donne : 

*= — — ÎC — ±-ïrK tJ- 

Ici, comme dans les autres surfaces du second degré, la partie rationnelle de cette formule est l'équation d'un pbin 
diamétral; on sait la construire. 

Le coefficieiii a, ou E* — 4 du polynduie, }»eut être {lositif ou négatif. Conccvons-le positif, dans celle hypotliès4-. 
«oiutm* dans l'autre; le polynAine représentera, soit deux lignes droites qui se coupent , soit un point. Admettons le 
premier cas, et que les droites CH, RP [ftg. 302’, sont le lieu géqniélriquc de ce puiynèmc. Si l’on substitue Â la place 
de X et y des valeurs qui tombent en de^lans de l'angle CSF, ou de son opposé au'sunimet HSH , le résultat aeru posi- 
tif; or, E*— i BC est positif; donc, le radical et les ordonnées i seront réels. 

Mais, malgré les bornt*s qui v iennent d'clrc prescrites, il arrivera que, (wr le fait des siilntitiitions continues, x cl y 
obtiendront des valeurs intiniment grandes ; la surface sera donc illimitée dans deux sens : prciiMcmiient , dai» celui 
de l'espace reufermé par les eétés de l'angle (^P, lesquels peuvent être prolongés à rinüni; secondement, dans le sens 
de i'es{kace renfermé par les cAtés de l’angle K.S11, lesquels se prolongeraient aussi indéilniment. 

Oi aurait des ordonnées i iinagmaircs pour toutes les valeurs de x et y correspondantes à des points en deilaris d«*s 
.mgles CSE, FSH. Cela tiionlrc que le cAne u'a aucun de ses points dans les régions i|uc nous venons de désigner. 

Les cas dans lesquels les ordonnées s sont réelles ou imaginaires a^ant été indiqués, il nous reste à examiner celui 
dans lequel les ordonnées z sont foumies par la seule partie rationneUe : 

_ Ey H Fx H- 1 
•“ 2C 


ou qne le radical est nul. 

Supposoii», à cet égard, que les droites CH, EF. aient pour équations : y =s ax-f- 4, y — xr-f- ^ , lesi{Dellcs ont 
été déduites dn polynAme ; ay* 4 - bxy -}-cj* 4-dy + ex fsrQ. 

Considérons la première droite (Hf. Toutes les valeurs de x et y, fournie* par son équation cl propres à st‘s points, 
substituées à leurs places dans le polynôme sous le radical . produiront un résultat nul, et les valenrs de z corres|Hm- 

F'ir I FiX I I 

dantes seront coruiues k l’aide de la formule : ; = — • |A]. 


Ainsi, on ne saurait obtenir plus d’uiic valeur pour s ; les points déterminés |uir ce procéiié apparliendronl à l'une 
des droites suivant lesquelles le {dan diamétral coupe le cAiic, et dont CH est la projeeiiou (n* 361 ]. On en dirait au- 
tant pour les valeurs de x et y convenable.saiix points de la droite FE. De plus, les valeurs de x et y pour le point d'in> 
tersectioii S 63) des dmites CH, FE, mises à leurs places dans [a], feront connaître le soinincl du rûne. 

Exemples . 7x* — y* — i* -t-3jT|i — 4rx— 2iy H <6; — 74x -h 36y — 369 = 0. Dans celte équation on a ; 

E' — 4liC>0; II’— 4AB>0; F* — 4AC<0; 2 EF — 2CD »— 4 E* — 4 BC) P — 4 AC' <0, 
relations qui caractériseraient un lirperlmlolde h une nappe (n* 346 , si la projection sur le plan des jy était une hy- 
perbole; niai» ce sont deux lignes droites qui su cou{ient. Ilésolvani l’équation proposée {lar rapport à il vient t 
3x4-y — 8± V/3yM-xÿ — 3x* — 72y I- (3x } 36ü. 
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{Mirtie rnliooneilo (^ât IV^juntioii d'un pliin dont les traces soni les droites A'V, A'V' âg. ^02 ét'h. n* Il 
l.e |K»lyiMlnu* : 2j/* j*jf — n/* — 72ÿ -|- 42x 4 - :t6ü :=r 0, résolu par rapport à y. donne : 

Jf = ^ — 48i; d'où on lire : y = j-l-|B;y = — '^jr-+-30. 

prcmiéri' équation a pour Heu géométrique la droite Cli, et la deuxième la droite FK. 
tiou{>nii& le l'ùne par un pian dont l'équation soit : y f 2 ; sa trai'C Qd'(* renroiilre la projection en deux |»oints d'. It, 
dtmt on trouve les roordoniiées : y ss 12, x = 6 ; y = 12, x = 12, en rcmpl<ii;ant y par sa valeur dans les équations 
de CH et FK; et tes abscisses j des points désignés déteriinneiit les limiu*s entre lesquelles doiveiii s'étendre les va- 
leurs de cette varinbie, c'est-ù-dirc qu’elb's ne devront être ]diis petites que II ni plus grandt's 4]ue 12 ; relie de y 
restera invariable, puis les ordonnées 3 seront réelles; on en raJeulera en siillisattte quantité i>oui' décrire la section 
«a'G'u ; mais eonnnissani les limites de celte sei’tion . on la Irarerait aussi au moyen de ses diamètix'S , que l'un déter- 
mine comme suit ; 

SulistitticE successivement, dans le polynôme sous le radical, à la pinee de x et y, les valeurs de rcs variables pour 
points d' et G, le radical sera nul , et : i =r 10 — d'a ; 5 ~ 2H - (»G'. 

I.es {loiiiis II et G' S4)nt ceux où la couriie rencontre son diamètre principal «<■', de part et d'autre duquel un porlc- 
rail les valeurs du radical, si l'on faisait des liypolhèses sur les variables jr et y, comme nous l'avons dit. 

Artuellement, pour le second diamètre, puisqu’il est synonyme de ronlonnée dn centre de cette courbe, nous de- 
vons déienniiicr celIeH*!. Or, l'abscisse du centre (n* 296) est : 


12 j-6 


= 9s=gm; 


faisant donc : x — 9, y = 12, dans le p<ilynôme, il vient : + V^' 27 ^ ^5,19. IVutUitil, sur rordomiée indéOnie inii . 
de part cl d'autre de C. où clic reiicqiitre aG', les longueurs : cn' = eu 5,19. est le conjugué de aG'. 

Soit encore : y = 24, un autre plan sécant dont la trace, sur le plan des xy, est la droite mV ; elle coupe KF. Gll 

aux points /‘et c, dont les coordonnées sont : y -21. 4; y = 24, x-s 18, Hiniics, dans le sens tiesx, de bi 

courbe /'l'r'/, qui a pour diamètres conjugués les droites tt\ déterminés comme de^us. 

403. — Passons au cas dans lequel, avec deux lignes droites sur le plan des J’y. on a : K* — 4 IK^ <0. 

I>a discussion est inverse de la précédente, et doit être appliquée aux aiigU^ CSK, FSH. Kxemple : 

;» + x>-4-;ïy*_l;x— 2iy Ç :ijÿ 1 IfiiH lOj — HKy î 424 = 0. 

Hésolue par rap{iort ii cette équation donne : s = 2 j’ f- y — 8 J; — (2y* -4- J'y — 5x»— 72y - f 42^ 560 . 

l.e plan diamétr,xl dont l«*s traces sont les droitc's A'V, A'V tig. 205 . esd le lien géométrique de récpialion : 

; = 2x I y — 8; 

puis, entre les eneffieienu de l'équation proposée, les relations .suivantes existent : 

E» — 4BC<0; II* — 4 AB>0;F* — 4.U:>0; 2 (KF — 2 Cü;* — 4 E* — 4BC F' — 4AC>l). 

Le polynôme : 2y* -I jry — 5i’ — 72y -i- 42 j F 560 ^ 0, donne : y^J f 6; y — — j- | 50. 

I,a prwuièrv* équation est celle de la droite GH ; la deuxiètne. de FE. Toutes les valeur» de x et y, eurre.s)N3ndaiilis 
aux points compris dans l’espace renfermé par les angles CSE , FSH . donneront des ordonnées s réelles. Gela powt, d 
est évident qu'on obtiendra des courbes du cône en coupant cette surface pur des plans parallèles au plan des jy. iq 
CCS couri»es seront fermées connue ndb'd\ qui est dans le plan de l'équation ^éeb. n** Il : jt= 4. 

I.,e plan pour lequel x = 15, pro<luil l’ellipse ptty. 

Si l'on était curieux de emmaUre la nature des autres projections du cône qui nous o<TUpe. on résoudrait (n* 555 
siiecessivement son équation par rapport à x et à y. 

403. — Les couilves des cônes que nous avons discutés ont été obtenues eu faisaiil des hypothèses divei‘M*s sur les 
variables x, y. x, et nous avons reconnu leurs formes après les avoir déerites; il en est de même pour le.x autres surfit' 
res. Plus loin, nous enseignerons comment on déferiuiiiera ré^piation d’une section quelconque de ces surfaces. 

404. — Il nou.s reste à parler du ca.s où mi cône se projette sur le plan des xy suivant un point. Nous avons du 

n* 401) qu'avec le polynôme, équation de ce |»uint { 11 " -Wl), on peut avoir E* — 4 BG >0, ou E* — 4 <0. Dans b* 

premier cas, quelques valeurs que l'on inetle à la place de x et y, dun.^i ce polynôme, tes ordonnées z seront toiijoni’s 
réelles ; et dans le scofuid , elles ne re.sseront pas d'être imaginaires , ou le eôue 11 existera pas. 
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Voici (‘\eiupJi‘!« : i* — j;* l | fij-y ■— i;x — iijf iO- + 4 x — — ;î64=s0, entre Ic.s coprtkieiils ilc 
UqiiRllc : K»— 4fiC>0; 1)* — 4AH>0; F* — 4AC>0; j(EF — iCD* — 4 K* — 4IM: F» — 4AC <0. 

«‘«îiic üe réqiialiou : j* -}-x* -f-9y* -f — 4 ;j: — 16; -i-Tüx— iHOÿ | 7H4 = 0. se projette sm* 

phii des Xÿ suivant deu\ ligues limites* et les coefticieiils de son équation «luniieiit : 

K» — 4Br.<0; li* — 4 \H = 0: F»— 4Ai:>0; i KF— i CI) *— 4 ,E»— 4 BC) F’— 4 AC) >0. 

4M. — .Mitintt'iiaiil que nous savons, eu quelque sorte* dessiner un (duc duiuv Fespare* ehereboas la direclkin de 
Non axe. On sait, imr les notions de la gêomêlric éiêinentaire* que mute seetion faite dans la surface d’un c6oe. par im 
plan qui rencontre tmit4*s »<>$ arcles. est une rourbe feniiéedont le centre est sur Taxe du edne; ainsi n** 402 , |»ar les 
rentre» y* y' 6p. 2U3 des M-clions dMd'ft', pift'l’ du cdne. et i>arson soinniet S', tirant une droite indéOnie yS'i/'* elle 
sera l'axe demandé. 

406. — Le cdiie a eiienru lieu lors même qn'un* deux ou trois reetangles manqueraient dans l'équation générale; 
et cela arrivant* la cause de la dispariltoii de ces riH^langles doit être attribuée* comme |>our les autres surfaces, ii h 
direction des {dans diamétraux. 

I.'éijuation ; Hy* 4 -* — 3x* — "isÿ — IX4ÿ I OUx — 40a — - |:i6ü ^ 0, est celle du cône ;Hg. 204 , dont la projec- 
tion. sur le plan des xy, est deux lignes droites. Le plan diamétral du cône est purullêlc au plan de» xy* et st»s traci‘s 

5«nl les droite» A'T, A'T' écli. n" 2). 

KquHiions & coiLslriiin^ : ;* — Ajy j |Hjy .... ytix— 40; — — 0; 

X' — 2.>i»— Hty» 4 40;y— 40x )-4lMl; — ;ï2t|y — 1200 =; 0. 

407. — V oici du» cône» ibuLs les équntioius di^queb il y a un rectangle nui : 

I 4j* ( ru-ÿ — 2;x — :W; t («lÿ— 66x— 73 :î~ 0; 

Ky* — 2x’ — -Vj — 2;x— 30; — iHïy i I26 t -1 1 l«:i == 0 ; 

;* — Tijf* .1x* 4- 5xy — 2;jf 4- îOly — Wîx— 20; — 860 = 0; 

;• _9y* — :ïj« — 5xy — 2;y — 20; — (64ÿ }- IMÎx 1060 = 0. 

406. — Lorsque dans l'équation d'un cône on a i la fois : I) o. K ■ 0* F ^ 0 , l'axe üe celle surface est diripé 

datts le sens de celui de la variable au deuxième di^gré* qui a un eoeflicient üe signe différeiil à ceux des autn*» vana- 
bles. aussi au deuxième degré. Eu effet, réqualion du cône, l'origine des coordonnées étant À son .sonunet. et moi axe 
sur l'axe des ; 2H3 , est ; i* = I’ (x* 4 y*); I 4*sl la rotangente Irignnmnétrique de Faiigle que fait une de» uiétc» 

du cône avec l'axe de cette surface. i)épbv<»>^ l'origine des coordonnées, en niellant * à la plae«‘ de x* y. ; ^n** 33 , 
leurs valeurs : x = a 4- x' ; y = 4 4* ï* » ^ — r *4* nous trouverons : {r 4-i*)* = ^* ( a 4* x' * 4- '4 4- *' '» dcveliq*- 

;»ant et réduisant : — i*x'* — l*y * 1 • — 2/*ax' — 2P4y' 4* r* — Ib* — f*4* = 0. La direction des axes ii’avani 

pa.» été changée, le cône a son axe parallèle à l'axe des ; ; cela est rendu sensible p»r le coefficient positif île 

Exemples : I® ;* 4- x* — y* — 40s 4- ’Wy — 22x 4- 160 = 0, équation du cône (flg. 205), qui a son axe US' |Miral- 
lèle à l'axe des y* et son plan diamétral parallèle au plan des xy. 

I.cs courbes dQ, <TQ' de la surface, sont üuilh les plans .sécants d<*s équations (écli. ii® 4 ) : y ^ 8, y 30. 

2® ; ;* i y* — X’ — 40; — 38y 4- 22x 4- 640 = 0, cône [flg. 206’ dont l'axe l'E' est parallèle 4 Taxe des x* et les 
courbes BOR'O', .N.MN'M'. sont situées daii.s les plan* {écli. n® 2) : x = 0* x ~ 22. 

3» : î* — y* — X* — 40; 4-24y4-30x - j - 3! = 0 (éeli. n® 4 . L’axe de ce cône est parallèle ^l}g. 207) à l'axe des ; ; 
on a eonpé la surface par les plans : ; 10, ; «= 30 ; ils ont produit les cuurlH^s : K.NK'N'* M.M’IIO. 

409, — tenniiiLTons ce ebapilre |uir lu recberclie de» relations qui doivent exister entre les riH'ftieienls d'une 
équation du second degré 4 trois variables, pour que la surface qu'elle représente soit de révolution. 

Nous avons déjà montré les relations qu'etaient appelés 4 avoir des coetbcient.s d'nne équation, lursijuVIle appiir- 
tciiait 4 une surface de révolution n®* 374 . 3H3 . 3Ü4 ) dont l'axe était perpcnUienlaire à l'un des plans coordomi**» ; 
nous ne reviendrons pas sur ce cas particulier, qui exige que I) = 0, E — 0* F = 0, et nous considcrt^miis une sm-- 
face de révolution dn second degré disposée d'une manière quclcoiiqne dans Fcsparc. 

.Soient donc : x — a >y); y~~.S . . 4(5 — 7 . IcséiiUiitionsd'tm axe de révolution passant parles (Kiints », )},•;: 
; -|-«x 4- èy = C[4), réqualion d'un plan pcrp»mdicülnirc4 cet axe iii® 129) ; et (x — *,* 4 y — ^ • -I ; — y ’ = ^‘* [i]* 
l'équatlun d'nne sphère ayant son centre aux (loiiits «* 7. 

L'équation générale cl caractéristique de» surfaces de révolution est : 

, X — ai*4 y — ^ - A*! 
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rl t‘cU est évident, si l’on fait attention que le plan perpendiculaire à Taxe de ré^uiulio» coupe la surface de la sphère, 
qui a son centre au point d’intersection de l'axe et du plan, suivant deux cercles égaux. Ainsi, si le i>oint que l’on con- 
sidère sur la surface de révolution se meut sur celte surface sans wrtir du même plan perpeiidi<*ulaire & Taxe, il iic 
sortira j^as non plus de la même surface de sphère, et alors C et r* »»T«nl tous deux constants ; mais si ce point, en se 
mouv anl. sort du plan {K'rpcndiculaire à Taxe, il passera aussi sur la surface d’une autre sphère, et les quantités C et r* 
auront toutes deux varié. Les surfaces de révolution sont donc telles que C et r’, ou les quantitt^ qui leur sont resper- 
tivciiieiit épales sont constantes ensemble et variables ensemble; on a donc, |mjui’ équation de ces surfaces : 

Ij — «'■ -I- f — %'•+ î*— “ y'* — ^ i- h * • 

F étant un signe de foiiclioii ( 141'. Ainsi , pour qu'ime surface soit de révoinlion , il faut que son équation soit de 

relie forojc, ou qu’elle puis.se y être ramenée. 

il résulte de lè. que l'équation des surfaces de révolution du second degré sont tontes susceptibles d’étre uiisejk snu> 
la forme : {x — a)* + {p •— ^j* 4 - — ^1* ~ ^ H- h = *)* *+■ 1' [4]* ^ quantités constantes. Nous 

ne tenons pas compte de la première puissance de ax by -i- i, parce que si elle se trouvait dan.s le second memlu'e . 
on |M)urrai( la faire passer dans le {ireniicr. qui conserverait la même forme. 

Cela posé , reprenons l’équation générale : Aa* -1 Bp’ -4- Ci* D-rp \ Kxp i Fax •} Gx -i Hp 1; = L et 

cherchons la relation qui doit exister entre scs coefficients pour qu’elle soit réNluetiblc à la forme [ 4 ]. 

hji développant Téqualion [ 4 ] et ordonnant, on trouve ; 

i.K — 1Ji* + (KM— l'pH-jKa*— Vx*-f-2K4p; + ÎKüXî-t- 2K*ièxï i iv; f i«jp^.2xr (- L— *»— S* — - 0 [tij. 

Observons mainlenam que des six premiers coefficients de l'équation générale, cinq .M'ulemcnl sont iiécessaireH ; il 
faut donc diviser les équations [3] et [6] }>ar le coefficient de i* av ant de les comparer. Ces préparations faites, on ubticiil : 
B _ K4*— 1 A Kfl*— I E 2Efr F iKa I) 2K«è 

t ~ ■’ T “ • C : ~c- = K - r ' c = T- 1 • 

Ces équations sont les seules qui puissent donner les conditions. Oit en tire, des trots dernières : 


d'où : 


K 


4K»«4 2 K EF 

2 Ka* iK — I “ K — 1 “ eu ’ 
_Eè _ ta) K.K— I 

EF— "2 CI) ’ EF — 2 CD’ 2CK“ 


II 

F ’ 


A SS 


U 

E 


Substituant ces valeurs dans les deux premières, U vient : 


I„. B KD* — F* EF — 2CÜ ^ K I)* — P -4-2 CKT> 

ir“ K— 1}P — ' 2‘CDP~ — 2CDF ’ 

EF — 2 CD 

d'oïl résulte la première équation de condition : 2 FU (C — B 4-E U’ — P 0 [7j. 

KFD* 

A _ KU* — E» KF — 2CD F(D» — E*. | 2CEU 

‘C 1 E* “ 2 CPE* — * 2CUK' ’ 

“KF — 2CD 

d’où résulte la seconde équation de condilion : 2 EU ;G — A; -f F (U* — E* = 0 [B]. 

Donc, pour qu'une équation du second degré, entre trois variables, appartienne à une surface de révolution, il faut 
que les conditions [7] et [8] soient satisfaites. Héciproqiiemcnt, tmilos les fois que ces conditions auront lieu, la surface 
sera de révolution, et 011 pourra même déterminer la position de Taxe de révolution. 

En effet, des l'onditioiis [7] et 8], on tirera : 

n E jD’ — P ‘+2CFU JCè» — I F D» — E* -f- 2 CEI ) Kn*— 1 

C“ 2CFD' “ K — 1 '* C” âTCED “ K — 1 * 

et de ecllcs-ci, 011 déduit facilement : 


E _ 2E4 

T ~ K — ( 
[5] de.ii'iidni dnne : 

ikb 


K iKo 

1T~ Xn 


U 2 Koè 

TT= • 


-• L 'i »’ — < , , Kn'— < , , 

• f -R-r-'’ ' -R^r 


. , ÏR" . 2Knl' ,1 ,11 , (1 „ 

R— ^ ' -t * ' -c-> f ir'=''- 
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f ]K>*— I 
!K — 

v: ' 


Krt»— \ X» 

H K — I 

— r: i'- 


2Kfr«jr \ 3Kif£x 4 2 K <iÿ.ry 
G K— I) 

-- c' -"'=®= 


c’est-à-dire ; 


1 K — ( 
ÎC 






J" K-i.y 
iC 

K — I ■ »;» I H’ i I») 
àC 


— i 


(i K-l Y_ . 
îC J ->' • 
K-l) 
c • 


éqtuition d'anc surface lie ré>olu(iuii. dont Taxe cm déU'rmiiié pnr les ('quatiimH : 

- — I) - e. ^ 1 K— f ^ Il K-l, 

r îc— rc.-y- * — -îC-^=‘' 


K. ^ et fl iHatU üoniu^s par : 


_KF 

KF — 2Cl) 


K= 


JJÇ^I) ' 
2C . ’ 


D’après les valeurs de a et la direetion de Taxe de révolution dépend des trois coeffidcots D. K, F ; ainsi, si IV-- 
ijuation [5] est privée d’un seul rectangle, xy, iy, zs, la Mirface lie pi-ut être de révolution, car, en supposant D = i». 
«m aurait , par les formules [7] et [8’, EF* = 0. ce qui donne on E = 0 , ou F = 0, cl deux rectangles disparaîlraieiii . 
ce qui est contre l'hyimlhèsc. 

Siip|N)sons deux des trois eoeffidents D. K , F. nuis ; par exemple. E = 0, F =s 0. on tirerait des équations /7| et 18 : 
F _ 2 F _ l) 

‘ ir ^ K ~“r — 11» • 

l'axe de révolution serait parallèle au plan des xy, et les deux équations [7] et [8] se n^duiraieiit à : 

0’ = (C— A)^C — B i. 

seule condition nécessaire pour que la surfarre soit de révolution. 

de plus, on cooi.'oit que DkO, cette dernière équation monli'e que nére&sairenient ou .A, ou C = B; c'est- 
à-dire que lorsque les trois rcetaiiglcs manquent dans l'équation générale, la surface ne saurait être de révolution, à 
moins que deux des trois coefiidenls A. B. C ne soient égaux et de même signe. Otte txmdilion étant satisfaite, Taxe 
de révolution se confondra avec l'un des axes ciMirdonnés x. y, z, ou avec une parallèle à l’un de res axes ; iion.*> «ivqii!« 
prouvé oda dans les articles précédents. 


(IHAPITRK IV. 


AfreSDirX AU CIIAnTRE PRÊCltDEST. 

Om sarfAM 4a secoté dcfrt 4Uit 4opi«e 4m l'espue. iroivtr sai éqiilîM. 

4U. — l’ne surface clanl donnée dans l'espace, et dans une position quelconque, imur déterminer son équation, il 
faut connaître une de scs projections. De deux choses l'uiic : ou cette projection est doiniéi», o'u elle est à chercher. 
Snpposons4a inçonnue, et que ce soit celle sur le plan des xy. Pour la trouver, menons des tangentes à la surface pr<»- 
posée, lesquelles soient parallèles à Taxe des x et perpendiculaires au plan des xy ; leurs pieds, sur ce plan, imliquemm 
la courbe cherchée, car relie courbe n'est autre chose que la trace d‘un cylindre formé |wr rciisemble des iaiigcnic>. 
I«|ucl enveloppe la surface. Par le rentre de cette projection, élevons une pcr|iendiculaire à sou plan. Celte pt*rp»‘i»- 
diculaire rencontrera la surface en deux points et passera par son centre (ii^ La moitié de la distance des deux 
points de rontarl, si la surface est fermée, sera rordonnéc du centre de cette surface, comptée à partir de son plan 
diamétral (n** 35G), laquelle, avec l’équation (n" 321) de la projection, sont deux des éléments nécessaires pour com- 
poser réi]ualion demandée. Mais si la surface est illimitée, l'ordonnée de son centre, si elle en a un. devra être consi- 
dérée comme le diamètre conjugué d’un autre diamètre d une section verticale faite datjs la surfare par un plan iMissaril 
aussi i^r le ccrrlre. On sait déterminer ces diamètres 2H 
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l.f« dcuv élnmciu.s dnnt nou& >cnoiu «le parler i-on&titueiit la parlic irrnltonnelie de l'équation dr In aurfarc (n^ 340 . 
« '(.‘«t-à'^ire relie qui fournit le& ordonnées romplécs k partir du plan «lianiétral. Celui-<i peut être donné comme n<- 
|m» l'élrc. Si le dernier cas a lieu, voici un moven liieii sim^de «le tr«>iiUT ce phiii : Itappcions-nous n** 3Ct ) que le» 
projections «rime surface sont aussi ccllts de ses sections par ses plans diantéirnux ; or, cmmaissaiit une prujtTtion. on 
connnlt aussi ta direction du plan diamétral correspondant, car l;t roiirlM'. suivant laquelle le oviindro projetant touclie 
la surface proposée, «'tant dans rc plan, si on pi^nd trois points sur c«dle coiirire, «|u'on les joipoïc de deux en deux }uir 
des lijzncs droites prolongées jusqu’à ce qu’elles rencnoli'eiit les plans «le prnjmion, clle^ >ndiqner«int, an moins sur 
lieux de ees plans, deux points i^r où lasseront U'A trnres du plan diiiiiiétral rlier«-lié. Ainsi, les trau^s étant déterini* 
nées, il est fueile de rnnelure l’éqiiation du plan diamétral .ir 12f . 

Soient fig. 143 : l«*s trois points M', N, M du «onlael dtxvigm''. d<> la surface d’un ellipsoïde avec un eviindre proje* 
tant. Ces |>oiiils se pmjetteiit en t, K', T sur le plan des xg. et les droites \\'i\ NK\ XT, sont di's arêtes «lu rylindn'. 

Joignant les points M par une droite ind«*flnie, celle-ci perce le plan des zs en w. et relui des ;jf en n ; mciianl 
égaleiiieiit par M'N une droite qui, prolongée, rencontre en m' le plan des les points ut et m' apparlicnncm i U 
lra«*e Km»' du plan diamétral de l'ellipsoidc sur le plan des :x. hoir avoir laulre traev dont nous eonnaUsuits un 
point U, lirons par .M, une droite indéûnie M)l' ; elle reneoiUre «*ii u' l<r plan des zy, et In droite Itu'ii est la iraec de- 
niaii«lée. 

Mainlenaiit. ces traci^ Bm, Bu couitcnt Taxe des : en B ; l'une rencontre Taxe des x en et Taulre l'axe dc-s y eu l> ; 
niesuraiit U*s distan«’es de ees points à l'origlue des euordomiét^s, on trouve iVh. n** i] : 

;;=AH = — H; j = AC = IJ; j=AI) 10. 

Ainsi 11 " o7.;, la trace Bm a pour êquaiîüu : j = — U; la trace Ba . i—~y — (4. Donc. I équa- 

tion du plan diamétral de lViii(TSOÏde qui nous oeeu|ie sera : 



r’esi, en effet, celle qu'on a déduite de l'équation de celte surface n“ 370 . C«» raisonnements sont généraux, c'»l-à- 
«lire qu'ils conviennent à toutes les surfaces «lu second d<q.*ré. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que la projection sur le (dan des xg est connue, ainsi que les lra«*es «lu 
plan diamétral, soit qu'elles aient été données ou qu’elles aient été cAlnilées; mais nous ferons remarquer qu'on ol>- 
tiendrait l'équation du plan diamétral en dtHerminani les coordonnées des trois points M. M’, N. puis en « rmduisant un 
pian sur 4*e& trois points [ii° Ü4 . 

411 . —Soit donc tig. 142 un ellipsoïde dont on d«‘iiiumle l'i'quation. 

Otte .surface se projette sur le plan des xy suivant une ellipse IIMI'à', dont il faut clierclicr l’équnlion (ii" .124 . 

Bar deux points convenaldenient plaeés, menons les itarallries fiP. à Taxe des 9 . et tangentes à relie 
c«)urbe, elles couperont Taxe des jr en deux points P et P', et les aliseisses AP, AP' sont les limile.s de l'ellipse ilàll'à' 
dans le sens des J, de sorte que é«d«.n“2 :jr=:AP=IO; x = AP' — 30; ou: x — 10 = 0 ; / — .10 O. sont l«*s 
raeiiics «lu iHnomc en x de la courbe ehereliée. 

Mais CCS abscuuMîs sont celles des |K»inU que la courbe a de coiiiiuuits avec s(»n diamètre On trouve que «x* 
diamètre coupe les axes des x et v en d«*s lieux p«)ur ieM|iioU : g ^ 4 ; .\l. = j :=> — H, et p«iiir son équatioii : 

,= [ J ( i. 

L'abscisse du centre de relliixse est : j: = AP =20, cl rordonm'e «'orrespondante ; rà = rà'= 10; dune. MMl'à' 
aura (II® 324) pour équation : 4j’ — 4jp ^ .'ix« — 32y— I44 j- f t2«4=: 0. 

Io:& traces BM', RM du plan diamétral, rencontrent 1<» axes coordonnés en des points pour lesquels : 
i = AB = — 40 ;î- -AP=I0; ÿ = AI)=t0; 

IVqiiation de ce ;dan sera donc: } y — 40; et puis«|u‘il |>art.ige rellips(»ïde pro|>osé en deux partn^s égales 

n® 356;, 01 ) aura : ; = j I y — ^(ày* — 4 jh f 5x* — 32y — I44j- 1 1264 , 

F’ — 4 BT 

équation dans laquelle il n’y a d inconmi que le facteur : ‘ ^ ^ 1 ~ ■ 

Pour le déterminer, il faut se com|K)rtei‘ de la même manière que pour les courbes du second degré , c'est-à-dire 
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substituer dans le polynAme. à la pbee de x et de y. les valeurs propres au centre de In projection ; puis, égalant le 
radical k l'ordonnée du centre, on en conclura la valeur du facteur. 


Or. les coordonnées du rentre C de l’ellipse sont : x s 20 ; 
1 oiiséqueimnenl : + iÛO) = 20; ou : 


y = = U = P"C; puis, CT = 

E* — 4HC 400 

VO ~ “400 ” • 


CT' 


= 20; 


fl iwrsuilc; 5 = J-^-y_^û ±^\/— ;4y' — 4 jy H- 3x< — 32^— ( 4*J: + * 264} ; 

d’où ; 2* 4-fix*4 "»y* — iry — 22X— 4:y 4- ÎOi — - I64x— • 52y <.'|H4~0, |wur équation de l'dlipsoïde diseu- 

(éc .160 

413 . — Soit un ellipsoïde lig. 443' aMn'M', qui se projette sur le plan dc.s xy suivant un cercle TVITK'. 

tes limites du cercle sont (éch. n<* 2] : APssx= 20; AP'= x ^ 40. 

I.es coordofUiéi'S de son cefUrc : x = AL = 30; y = AL' = 47 = CT; puis : C'V = CK' = 40 ; et comme moi 
diamètre L'T est parallèle à l’axe des x, ii a pour équation : y* 4 x* — 34y-->60x {- 4089 = 0. 

I.e plan diamétral de l’ellipsoHie, dont tes traces üm, Bn touchent les axes coordonnés en des |H)ints tels que : 

; = AB = — 44; x = AC = 42; y ^ AI) =40, 

MTa représenté par : i = ^ y J. i — 4 4 ; et l'ellipsoïde par : 

■ “ l » + 'S--'— '*± V^^7ci“ ;»M- ar* — 3»,— (089;i: 
ri-jUe à délerminer : -!5— ^ — - ; or, on a : Sa = Sa' = îO ; donc : -- ~ — * ' P*'" • 

JSru-’ + 53r.4jr« + 900;’ + i9i0ay — — âlOO;*— Î43400J — I37(l«0.r 4- Ï5ÎOO; I *096800 = 0, 
(‘quation discutée (ii® 370\ 

413 . Si l’on voulait l'équalkm d’un ellipsoïde imaginaire, on n'éprouverait |»a.s de difficulté à la com|>oscr, puisque 
Ica projections de cette surface devront être des ccrdca ou des ellips4*s imaginaires dont on sait former les équations, 
avec lesquelles (n®327], et celle d’un plan diamétral quelconque, on composera celle de l’ellipsoïde imaginaire (n®378). 

414 . — L’n (H)int étant donné sur un plan dans respacc. son équation aura la même forme et le même caractère d’un 
ellipsoïde. 

Soit .M le point, projection du point N donné dans l’espacei'fig. 456); il se trouve k U fois sur lesUroites P'M. BPM. 
dont les équations sont, pour la première ,éch. n* 4| : x = AP' = 8 ; pour h deuxième : y = 2r 4- 8 ; en ce que ; 

AB = x = — 4; AP = y = 8. 

Il s’ensuit (n®3261 que l’équation de .M sera : y* — 4xy -4- 5x* — 16y 4- 46x-|- 428 == 0. 

Maintenant, le plan diamétral, sur lequel est le point est représenté par s = 3x4-2y — 6; donc : 

y 5x»— 4fiy i 46x— 428^. 

Les coordonnée.^ de M sont : x ^ H ; y sa 24. Substituées dans te polynAnie, elles le rendent nul ; de plus, 1«» or- 
données comptées k partir du plan diamétral sont nulles; par conséquent : 

E« — 4B(^_ 

4 C» " 0 ' 


valeur indéterminée qui nous laisse la liberté d'assigner au polynôme le coefficient que nous voudrons ; qu’il soit = — 1 , 
il vient : (i — 3x — 2y 4-6.* = — y*4-4xy — ox*4- 46y — 46x — 428; et pour équation de N : 


i*4 4x* 4 3tf* 4- 8ry — 4;y — 62X-I- 422 — 20x — 40y 4- 464 = 0. 

>loiit nous avons parlé (n* 378). 

413 . — lx»rsqu'un rectangle manque dajis l’équation de l'eilipsoïde , cela dépend de la manière dont le plan dianié» 
Irai rencontre les plans coordonnés, et il doit être perpendiculaire à l’un d’eux. 

Soit donc )flg. 4 44) un ellipsoïde reprt'^nté de position dans l’espace par les courbes : ada'd', aên ê', et doni la pro- 
jection, sur le plan des xy, est une ellipse ata’e'. 

On trouve, pour cette ellipse (écb. o»2:* : x = AP = 40 ; x = AP' = 30; ce sont ses limites. I.'équaliuii de son dia- 
mètre est : y = X 4~ 40 : l'abscisse de son ceulrc : x = AD = 20 ; pnis : c’a = c'a' = 3 ; ainsi, elle a pour éqiiatiutt : 
4y’ — 8ry 4- 5x' — 80y 4- 40x -i 700 = 0. 


23 
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Ce\à pos4% \e pluti diamélral de l'dlipsoHle correft|H}iidnnt à la projection^ a pour trace la droite Eli sur le plan des 
lelienient que .• .VE = y = — 8 ; AF =i i =î 8, et que son t^|uaiiuii est : : = f -f- 8. Donc : 

; = , + K + ;j,. _ ary + HOsr 4- lOx 4-700 ; 

maïs les ordonm»e» du centre c' de la courbe «caV ( n“ î96 ) sont : x = îO ; y = De' = 30 ; puis ; c 'a ss r'*»' s= 10 ; 

E»— 4lïC JOO , 

. " IC»"’* 100’" * 


d'où : 


l't il vient ; 5x» -t- i* 3ÿ’— -H-ry — i;y — 16i — G4y-|- 40x-|-764 = 0. équation demandée. 

419. — Si l'équation d'un ellipsoïde manque de deux rectaiiglea, cela {XMit provenir de deux choses : Iji première, 
du plan diamétral qui sera imrallélc à t'un des plans coordonnés, et la projeirtion ron‘es)K)ndnnte aura une équation 
qui ne manquera d'aucun terme; la deuxième, de ce que le plan diamétral |ierpe»diculairc à l’un des plans coordon- 
nés, l’équation de la projeidion correspondante est privée du roi'tangle. 

LVllipsoîdc indiqué |>ar les courbes Mflm'a’, nOm'O' (8^. 145\ se projclie sur le plan des ry suivant une ellipse dont 
l'équation est la même que celle du numéro précédent écli. n* î), ou : 4f* — 8j’y -f* 5iX* — 80j f-40jr-|- 700 = 0. 

Le plan diamétral «loni les traces sont t A'L\ A'L\ cl l’équation : Z = W 20, est parjdIMe au {dan du» jy. 
L’équation cherchée sera donc de la forme : 

-• ici + i- 

De ce que les ordonnas de c’ sont : j œ îo, y = 30, et que : <•' m = c= I0, on a : 

E’ — 4RC . 

— nr* 

et i«r suite: 4y» f i* l-5f»— 8j-y — 40r — 80y H- 40x -4- 1100 — 0, é<|uatîon examinée \n* 373j. 

L’ellipsoïde 'fip. 1 40’ se projette sur le plan des xy suivant une ellipse aèa'b . dont le diamètre Ho' es! |wraJJMe à l'axe 
desj.Oii a, pour celte projMioii (<Vh.n*2): x— .\Pss20; xr=AF'=»32; xsbAN = 21»; pour»ondianiê- 
tpc : y = AB =. 23; et puisque cb' = b'c = 10, on trouve pour équation de cette ellipse n* 330,- : 

9y* I Î3x*—l:i00x—430y+ 21023 = 0; 

et pour celle du plan diamétral de la surface, dont la trace est DL : i = y I • 10, puisque : y = AI) =— 10, j = AE ~ 10; 

dune: J = »H ( 0 ± '''-"ç, — 9|i* 4- î-V — ClOOx — 45(1» 4 Î)6Î5'; 

mais les coordofuiées de C sont : x ^ 20; y =» 2.3; et puistiue : ('.'F = CF' — 13, on a : 

^ — 4jÇ___ I 
* C i * 

d’où: 4:»4-i:iy*4 2.“xr» — 8;y — «Oj— I 300X — 3T0y 1 22023 = 0. 

* 17 . — Lorsque dans l’équation d’un ellipsoïde les trois rectanglc.s manquent, cette surface a son grand a\c n"374 
parallèle à l'un des axes coordonnés, et ses plans diamétraux sorti parallèles à ceux de projection. 

Pour trouver l'équation d'un ellipsoïde placé dans l’espace, de la favoii qui vient d’élre dite, on délerraincra d'alurril 
son i'qualion par rapport ù son centre et à ses axes ri* 240 , et on effeetnera une transformation de cottnlounéi** après 
avoir calculé les distances du centre à la nouvelle origine (ti* 33'. 


Ses ByyerbelcIéM. 

* 19 . — Ce qu'on a dit (ii* 410) |>our rdlittsoïdc. au sujet des éléments ù employer pour former son équation, s'ap- 
plique également aux hyperboloïdes; mais l'orrlomiéc Z, ou le radical, est iniiigiimire pour le centre de l'hyperboloide à 
deux nappes, lorsque celle surface se projette sur le plan des jy suivant une hyperbole (n* 379), et elle est réelle si la 
projection est une ellipse ou un cercle imaginaire. Pour l'hyperbolokle è une nappe, e‘<*«l le contraire, car si eellc sur- 
l'aec so projette suivant une hyperbole, l'ordonnée de son centre est réelle; et elle est imaginaire si la projoi'tion est 
une ellipse. Ces reinai*<]?ics nous seront d’ntic grande utilité dan.x les recherches que nous allons faire. 

* 19 . — Soit un hyperboloîde (ftg. 137) à deux nappes, situé dans l’espace de la façon que l’indique l'hyperbole 
yE'y', DED', cl qui sc projette, sur le plan des xy, suivant l’autre hyperbole INN'J', ftour laquelle (éch. n" Ij : 

x=AP=20; x=xVP' = .30; 

pour le centre : x = AH = 23 ; le diamètre DN' est représenté par t y = x ! 8. puisque : x = AD = — 8 ; y = xV(J — l** 
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D'aulre |wrj : Cl. = Cl/ ^ — liiü ; et U résuhe, ilc ce que ; j =: IIA = î5, que ; 

K* — 41M: _ 
iC* ” io 

et pour équation de CNN'J' : I* — iry — 3 j* — Hîj4- 2l6x — 3,136 — 0. 

I.C plan diatuélra) de l’hyperholoîde dont les traces sont : HV, BV, et pour lesquelles : 

; = AB« — (0; x = AO=IO; y==AO'=10, 
n |»nur équation . • «= x f- ^ 10 ; 

•loi"-: .- = J + Ï — 101- irï— :ir'— 10» i-î16. — îm;. 

Mais les coordonnées du centre C de la projection sont :x = 35, 5 = x + B = 33; puis : C'R — CK' — V" — C». 
ordimnée imaginaire du centre de la surface, et comptée à partir du plan diamétral ; donc : 

E* — 4 ^ * 

4 C» ~ (00 “ ï5‘* 

.■1 |>ar suite ; î = ■» i ï — <0 + — 3^’— 10,-1- il 

11*00 : 35j*+ ÎOj* -f- 13x* i- lîxîf — 30;# — 50;x-| 30l< — 5G4y-1- 364x — 68J4 = 0, qui a été discutée (n® 370 . 

^30- — 1/hyjn‘rboloîdc k une nappe [fig. (70), figurée dan» l’espace par les courbes MNN'M', HMM’S, sc projett»- 
sur le plan des x# suivant t'iiyporbole mni'a, trouver sou équation. 

On a pour la projection (éch. u* 2' : x = AP =» (Û ; x = AP' =r 22; x = AB = 16 ; le diamètre Fa est représenté par : 

y= J- x + 5; puis: CL:=CÏ/^ 

donc, l'équalkm de oaa'n est : 4jr* — 3x* — 4xj — 40# + 148x—^7H0 s 0; et celle du plan Uiainélrul, dont les tra- 
ces saut A'P, A'P, est : ; = X -1- # •— 8 ; d’où U suit que : 

;=: jr-l-# — 8J: — 3x» — 4x# — 40# 1 URj—THO}; 

cl comme les coordonnées de C sont : x = 16, # = (3, cl que C'M = CM' = 12, on a : 

K»-_4B^_ ^*i_i 
4C* “”(44 “ ’ 

donc : 4- 4x* — 3#* — 2;x — 2;j 1-6 j# f- 16; — t64x f 24# + 844 — 0, éMjuation qui a été discutée ri* .384 . 

Ces etcuiples suffisent pour mettre sur la vote de trouver I'6|uation d’im liyperlndoïde qui sc projetterait, sur le 
plan di^ X#, suivant une courbe fennée. réelle on imaginaire 'n*** 380. 383]. 

4U. — l’ii hyperboloNlc, par sa position dans l’espace, peut avoir des plans diamélrauv tcilenienl disfiosés, que .son 
équation sera privée d'un , de deux ou de trois rectangles; c'est uniquement de U di.sposiliun de ces plans, eomnn* 
noQ.s l’avons déjà dit plusieurs fois, que déjicnüent ces diverses ciironstanccs, car. moins les équations dont il.» sont les 
lieux géométriques renfertueruni de tenne», plu» celles des surfaces auxquelles ils appiirticnnent seront simplifiées. 

I/hyperboloide (fig. (39) à deux nap|kes se projette sur le plan des x# suivant une hyperbole pour laipielle on a 
( écli. n* 2 ) : X = AP = 3 ; x ss AP =s (7 ; x — ^VD = 1 ( ; son diamètre Br a jM3ur équation : 



De plus : CO = CO'-= V— (6; donc : .376#» — 720x# — 3(x*— 3760#-+- 9î32x — 7360 = 0. représente l’hyper- 
bole du plan des xy. 

I.e plan diamétral per|>endiculaîre au plan de.» ;#, dont la trace est EL, a pour équation : ; = # 6 ; en sorte que : 

: = , h 6 + \/ -’-ycT^ .5'»r— TÎOx, — 3lx*— ".TM, -(- Si3tr — 7360' ; 

mais les coordotmées du centre de la projection sont : x — H ; # = -g- x +-.’»= 11,873; puu. : C'II f.'H’ ^ 1/^64: 

, « E*— 4BC 64 _ ( 

Il en résulte que ; 1 -^, = — 

d’où: 144;’ 4-720#* — 3(x* — 720x# — 288;# — 4(l32# f-923ix — (728; — 2176 =r 0, équation discutée (n« .381 
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Si le plnri diaftiélral était ]>er|>emliculaire au plan des et a\ait pour t^ualion : • = ^ i- 12, et pour trace la 
droite HL (fig. 160 i, réquutioii de Hiyperlwle serait ; 

UU* i 576ÿ*-i- — 720jy — 2HS.X — :»760* — } 13376=0. 

433. — I/h) perboloîde k une nappe (Bg. 172] a pour projection, sur le plau des xy, une liyperhole dont réquallon 
e.st , comme dans le mitnéro précédent : o76ÿ* — 720xy — - 31x* — 5760y |-923tr — 7360 = 0. 

Le plan diamétral dont la trace est El. , est représenté par : = j> + 6 ; doue : 

s = y + 6+ STfij' — 7Î0 t, — 31j’ — STfiOy i 9i:iir — 7360'. 

Les coordonnées du centre C de la projection sont :jrs=H, y=M=:|| ,87.^ ; mais : C'H = C'H' =: 8 ; d'où ; 

E*— 4BC I 
IC' ~ 4 U * 

et pour équation de lliyperboloïde: 141;* — 432y* f 34x* + 720xy — 2K8jÿ — I728i 'f*“488y — 9232r -î- 12544 = 0. 
dont nous avons parlé n* 386). 

43S. — Si l'é'ituation d'un hyperbololde est privée de deux rrctaiigk*.s , cela dépend du plan diamétrai, qui est pi'r- 
l»endiculajre à un des plans coordonnés et de la projection de la .surface, laquelle u ses diamètres principaux parollèU's 
aux a\cs du plaj) sur lequel elle sc trouve. On voit par là comhieri il est facile de multiplier les exemples d'équation 
il'hyperltoloîdes privés de deui rectangles, car un en obtiendrait encore de telles en coitcevaiil le jitan dlainétral pa> 
rallMe k l’un des plans coordonnés, et la projection correspondante ayant ses diamètres obliques aux axes du plan sur 
lequel elle se trouve. Les exemples que nous avons donnés pour rdlipsoide nous dispensent d'ebtrer dans d'autres dé- 
laib au sujet des hyt>erboloîdes. 

434. — l'n hyperboloidc ayant son axe principal parallèle à l'un des axe.s coordonnés, il e.st aisé de conclure sou 
équation ;n** 254. 257) par rap|Kirt à son centre et à ses axe.s principaux, et de ritp|»orier ensiiilc sa surface aux nou- 
veaux axes coordonnés. |>ar une iruiisforination de coortlonnécs (n** 33', ayant déterminé la position de M>n rentre à 
l'égard de la nouvelle origine. L’équation que l'on trouvera sera (>rivée de ses trois rectangles. 


Da PankolaTde ellifüfic 


435. — Celle surface ne peut se projeter que suivant uih< {utrabole . ou Miivaiit un ccrolc ou une ellipse imaginaire ; 
et comme elle est dépounuc du centre, le radical : 


±V' 


4C. 


qui. dans le premier cas, représente rordoiinée du centre de l'ellipsoide, et dans le second celle de l’Iiyperboiorde. lorsque 
dans l'un eirnutre cas on a substitué dans le polynémc, à la plu'e de s; et y. leurs valeurs, ne remplit )H)int ici le même 
ofltcr. Mais si l'on se rappelle (n* 3,17 qu’il est facultatif de choisir pour ordonnée du {uiraboloîdc . roiiiiiie aussi de sa 
projection, si celle-ci a>\ une parabole, celle qui convient le mieux pour que son équation soit la plus simple, on lom- 

Iwra d'accord que le radic^ : « ^ 4~C* ~" * — 

représentera cette ordonnée, si l'on remplace, dans le polynôme, x et y par des valeurs qui. pour la projection. a(>- 
l»artiennent au point de sou diamètre, qui correspond à eette ordonnée. 

^6. — Le paraboloide elliptique { llg. 184 se projette sur le plan des sy suivant uive parabole EOE', pour laquelle 
on a (éch. ii" 2) ; x = AP = Ifl ; donc .* x — • fO » 0 ; son diainèln* a pour équation : 

y = -j-« ^ ». 

puisque : x = AB = — 8, y = Aà* = 4 ; de plus : CE = CE' = 5; donc (n® 337), l'équation de EOE' est : 

4ÿ* — 4xy -t-x* — 32|f — 4x L264 = 0. 

Le plan diamétral d<mt Icstraces sont les droites : a'/', a'e, et pour lesquelles :x = Ai» = 8, y ^ A4' =s 4, i = A« = — 8. 
a pour équation : ; = x-f 2y — 8; donc : 




(»»• 


4xy t x’*— 32ÿ — 4x i-264’. 
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Mais tes coonlomiées du iioint C sont ; j æ 15; ÿ = j: r i = M,5; puis ; t'A r’h‘ = H; donc : 

E» — 4HC _ 64 _ 16 . 

4 O ~ “lOO ii ’ 

et, par suite: io;* — 4U* i t64y* I -Wjjtj — 50jx — 100;^^ t 100; — 464 j — l:Uàÿ \ 5S24 — 0, équation <|ui a 
été disculéo (n* 380). 

427 . — te paraboloîdc eUiptique ,lig. 485: se projette sur le plan des Xÿ suivant une luirabole EOK', dont réqtuitiou 
est comme ci-dessus (éch. u* 2; ; 4jf* — 4jf 't x* — 32p — 4x -t- 264 — 0. 

Le plaji diamétral de la surface a |>our trace la droite Kl\ est perpendiculaire au plan des iy et a pour équation : 
; s= y -{- 16 ; on aura donc : 

2 = J +6±\/ --“j,*— («J'— Ult4 — Jx ( ?6r; 

l»our le point C du diamètre de la projei’tioii, on a ■. x = 15, yr = 11,5; de plus : c’k ss: c'k' 8; et par suite : 

E^ — 4BC _ 16_ 

4 0* ~ 25 * 

d’où : Vit' -h 16x* i 89jf* — 64xy — 50;y — 6lx — 2l2jf — 300; {- 5124 = 0, équation priu*e d’un rectangle, que 
nous avons examinée ( 11 ° 392'. 

428 . — Le paralK)loi(le elliptique lig. 187] est disposé do telle utanière, qu'il se projelte sur le plan des xy suivant 
une parabole dont l'axe est parallèle à Taxe dits x, et lu plan diamétral de sa surface est perpendiculaire au plan di>s ;x. 

On a, pour ta parabole KOE' (éch. n** 2) : x = 10 ; ou : x — 10 0; le diamètre I>C est représenté par : 

y zs AÜ=: 15; et puisque pour : x = AP= 16, on a : CE=::CE'=:6, l’équation de celte (lai-cibolc est : 

y* — 30y — 6x -| 285 = 0. 

La trace du plan diamétral, sur lu plan des ;x, est la droite BL, qui a |»our équation : ; = x i 10; d’m'i : 

; = ar -MO H_ y — j* _:«)» — 6x -|- Î85; . 

Faisant pour le i>uint C, du diamètre 1)0 : xss 16, y = 15, et observant que : c'h = cX = 5, on a : 

K* — 4BC __ 25 
40* ~ 36' 

il vjetU : 36;*4-36x* H- 25y* — 72;x — 750y — 720a 4-570x-h 10725^=0. Nous avons discuté celte équation n** 39.1 . 

429 . — Un |>ariil>oIuîdc elliptique ou de révolution étant situé dans l'espace de manière à avoir son axe parallèle k 
l’uii des coordonnés, on déterminera son équation conforménieiil à ce qui a été dit (n* 269,. et on rapportera ses puiiHs 
aux nouveaux axes pour une transformation de coordonnés ;ii* 33':; mais le paraboloîde ii'ayant pas de centre, on dé- 
terminera la position de son sommet à l’égard de la nouvelle origine. 


Dn Parabelelde hyper4oli(;M. 


490 . — Ce paraboloîde, comme rellîptique, est déimurvu de centre ; mais celui-là se projette autrement que eelui- 
ci. c’cst-è-<tirc que les projections du preniUT sont simultanément ou trois parabole.^, ou deux paraboles et une hv- 
perbole. Si l'on choisit une parabole, comme nous le ferons <iaus les exemples qui vont suivre, l'ordonnée de la surface, 
comptée à partir de son plan diamétral, sera imaginaire $1 les roordonnix» corrcsponditiiics à U projection conv iemient 
à un point intérieur à celle-ci (n* 396) ; c’«»i-à-dire qu’on aura : 


-V — ic»- = 


car rette ordonnée se trouve dans l’espace vide que renferme la surface, ou bien elle n’est autre chose que le petit axe 
de lliyperbole située dans un plan sécant {fig. 195] parallèle au plan des ;y, et perpendiculaire à celui des xy. .Mais si 
la projection est unehvpcrboic, l’ordonnée du paraboluîde correspondante au centre de la courbe sera réelle et l’on aura: 


±V 


K' — 4B<; 


TVr 




Ilans cette ctrcon,tnnce , cette entonnée »?rait le demi grand axe d’une liygertmlc qui serait dans uu ptau aérant. 
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mené par le pelil a\c de ni)|terboie de projec tion perpeiHlieulaircmciil au plan des xÿ, lequel demi grand axe loueliç- 
rail le paralioioïde en deux points. 

431. — Le paraboloïde bvperbolique (lig. 1U5) »c projette sur te plan des ry suivant la parabole EOE', qui a pour 
«N|uaiiuii, eounne l'eue du n" 426 éch. n" 2 : 4ÿ* — 4 j| - 1- x’ — 32jf — 4^ 264 = 0. 

Ix* plan diamétral dont les trace» sont les droites a‘f, o'/*, a pour l'tfualion : s = x -\- 2| — 8, puisque : 

Aa’^:= — 8; Aé' = x = 8; Aî» = ÿ = 4. 

UutK : ;= X I îjr — 8 1 (j,. _ 4^, 4 _ jjj, _ 4 j4_ j 64 ). 

Mais les eoordoutiéos du point C sont ^n** 426) : x= 15, jf=sH.5; puis : f'A = r'A'= 1/--25; et par tuile: 

_ 25__ ^ 
iC* “ 40» ^ 4 ’ 

d oii : 4-' l'3x* f 12ÿ* 1 20xj — 8car— 16sÿ - 64a — 60 x — 96jk — 8 = 0. équation qui a été discutée (n® 396 . 

433. Voici de» excuiplc^ qui indiqueront les rai.Hons pour lesquelles Téquation d'un paraboloïde hv{>ertK)lique (»eiil 
élrü privée de sos rectangles : 

Un paraboloïde hyperbolique est situé dans l'espace |,lig'. 406' de manière à avoir son plan diamétral perpendiculaire 
au plan des zy, et il a pour projection, sur le plan des xg, une parabole qui a la même équation que celle du n® 426 : 
4ff* — 4xî + X* — 3f|i — 4 j t- 264 = 0 ; 

NOM plan diamétral a pour trace la droite FL, et pour équation : s = jf 4- 4 2 ; donc : 

* = ï t n±Ÿ *'''74*,'”' (*?* — «J» t -r’ — l-sr»*!. 

Faisant comme plus haut : x=s 45, 9=41,5. cl considérant que r'A =c'4'= 46^ il vient : 

K« — 4 BC _ 46 4 

4f:* ~"400 ”'25'* 

ei fMJur équation de la surface : 25i* 4-9y* — 4x*— -50îÿ 4- 46.rjf 46x 4- 728y — 600; -}- 2544 = 0. 

433. — PARABOUnOE BTrERBOUOVE (fig. 497; d'is ri.AX OUVf.TraL KnCEMnClLAlRE AC rLAM DE» iX^ ET DOST U PROJECTIOS 
Mh I.E fi.AS OE.S xy EST vst rARAMiii: EOK' (éch. n® 2 . — - On a pour cette parabole :x= .\P= 42, ou : x — 42=0; et 
^mur sem diamètre parallèle à Taxe desx : y = Al) = 20. 

I.'absc'isse : x — AP'= 48, donne : CK= CE' = 6; l'équation dcKOE' (o®338’ c*»l donc : y* — 6x— 40 j | 472 = 0. 
La trace BA' du plan diamétral est réprésciitée par : .; = x + 40 ; il s’ensuit que : 

;=x I (o + \,^— y— Gx— 40ji i nr. 

Faisant : x =s AP' = 48, y = P'C = 20, et remarquant que s C'Q = C'Q' = V^ — 36, on a : 

E«— 4BC _ 36 _ 

4XÏ “ 36”^* 

et par suite : =*4-x* — y* — 2-x — 20î4- 26x iOy — 372 = Ü. 

434. — Pour que l’équation d’un paraboluidc hyperbolique soit privée de trois rectangles, il faut que cette surface 
ail son axe principal parallèle ü l'un des axes coordonnés. Or, dans cette hypothèse, il est fort facile de trouver mmi 
équation parrapporl aux nouveaux axes, sju'lianl n*274 la déterminer (uirraptmrt 4 son sommet et à scs axes princi)vaux. 

Da Côae. 

433. — Un cène étant placé dans l'espace d'une manière quelconque, pour déterminer son équation, il faut coiiiial' 
tre BU moin.s une de scs projections On (Client ces projeiiions en lui menant di*» plans lajigents per|>cndM‘titaires aux 
plaiu ccmnlonnés. Leurs lrace.s, sur ces plans, seront deux lignes droites, projections cherchées si clics se coupent; 
mais si elles sont [Mirallèles, l’axe du cône percera le plan coordonné sur Icqmd clics seront, et la projection du cène 
sera le point oti l'axe perce ce plan. 

Ainsi, un cône se projette (n® 400) de deux manières difTérentes, et l'on peut prendre ruim de ces projections pour 
déterminer son équation. Voyons ce qui arrive pour son onlonnéc, comptée à {vartir de son plan diamétral. 
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L'ordoniii^c qu'on doit employer est celle qui passe par lo Hommet du edne ; mais oUe est toujours nulle , puisque re 
point est constamment placé sur le plan dUinétral de la surface. Donc, quelle que soit la projection que l'on considères 

I i — iW* 

ou aura toujours ; -S^y — ^ — (0) = 0 [A]» 

après avoir substitué dans le polynôme en et y, sons le radical, des valeurs de z, les voleurs de ees varialiles qui con- 
vieiiuetit au point, projection de la surface du cône sur le plan des rjf, ou au p4)int qui est lu projection de sim sommet 
sur le même pian, lequel est celui où sc coupent les deux droites, projection de la surface. 

.VaintenatU, on tire de U formule [A] : — résultat indéterminé qui pcwiiet d'égaler le facteur : 

4 ^ *'®*“^'‘*'* quelconque positif ou négatif; ecpcndaiit, un ne doit pas profiler de cette faculté sans imt- 

lif, c'est«4--<lire qu'il faut, avant de disposer d'un nombre, savoir dans quelle ciiTOimUnce il sera positif ou négatif. Un 
sera averti de cela par la direction de l'axe du cône. Si eelui-^i sc dirige vers le plan des zx, le nombre dont il s'agit 
devra toujours être positif, et le contraire aura Heu s’il .xe dirige vers le plan des S’il perce le plan des xy, et que 
l'on considère l’une des projections en z$ ou zx, ce nombre sera constamment négatif. ;Vovez 467'. 

496. — l'n cône est donné dans l'espace de manière h se projeter sur le plan des xy suivant deux lignes droites. 
Cil, EF, et son plan diamétral (fig. i02), dont le.s traces .sont les droites AT, v\'V', e.st incliné à l'égard des trois plall^ 
de projection ; trouver l'équation de «xrtic surface. 

IVnlmrd , on a, pour les droites Cil , EF, le» équations ; y x I fi; ÿ = — ■— x -t , piiiMjue pour la pn^mièrr 

(éeh. n* I) : x = AC = — 6 ; y = Ad=^6 ; et pour la deuxièoïc : x=s AFs= 20 ; g = AR = 30. 

Ces équation.5 sont la même chose que : g — x — 6 == 0 ; Sg 4- 3x — 60 = 0 ; et les droites seront représentées en- 
semble par la formule: g — x — 6)|,2g4-Sx — CO! =0; ou : 2g* f xg — 3x> — 72g I- 42x I 360 = 0, équation 
«smiplcxe 11 * 164', qui a entre sers eoefllcienls la relation qui earaetérise une hv|>erbole (n* 310!- 
Pour les traces du plan diamétral : A A^ = Z = — 8; .\H = x = 4; Al) = g = 8; d'où: z = 2x — 8, z=g — 8; 
cl par suite : ^ = 2x l'g — K, !u*ra réqualion de ce plan; doue : 

i = ir t- jr — Hl |/ 1**’ + -rj — ar’ — 7i» tîi + :)60). 

Le cône a son axe dirigé vers le plan des zx, et son sommet sc projette au point S, intersection des droites CH, EF, 
sur le plan des xg. Les coordonnées de ce point sont fournies par les équations des droites, et elles sont : 

x=9.6; g = l3.6; 

les substituant dans le polynôme, et remarquant que pour S\ soiuiuet du cône, l’ordomiéc est nulle; il vient : 

E* — 4BC 0 

— rc*^-T' 

comme nous l'avons annoncé ci-dessus ; donc : z =s 2x I g — 8 + V'^îg* 2x“g — 3x» — 72g ^ 42x - 1- 360 ; et pour 
équation du cône : z* -I- 7x* — g’ — 4;x — 2zg I- 3xg -{- Ifiz — 74x 36g — 296 = 0. Nous l’avons discutée [n® 401 .. 

497 . — Tout étant comme dans le iminéro précédent, si nous concevons que le cône dirige son axe (fig. 203] vers le 

plan des zg, on aura éch. n* I , : z = 2x t g — 8 V' — ,2g* 2xg — 3x* — 72g 42x H-360 , et par suite : 

z*-v-x» + 3g*— i;JT — 2;g-i 5LCg M6z-|-IOx — 88g t 124 = 0, 
équation déjà examinée (n'* 402). 

499. — L’équation d’un cône, comme celle des autres surfaces, peut manquer d’uu, de deux, des trois rcclmiglc!», 
les raisons se trouvent dans les mêmes causes que pour les autres surfaces; cl lorsqu'elle sera privée de scs trois rec- 
tangles, l’axe du cône sera peri^eiHliculaire à l'un des plans de projection. 

!'* Le cône ,ûg. 204) a son plan diamétral parallèle au {dan dcsxg, et son axe perce le plan des zg; il se projette sur 
le {don des xy suivant deux lignes droites , B’S, IK'. , dont les équations sont ( éeh. n* 2) : 

V = x-| 8; g = — ^ X 1-13; 

ou : g — X — K^O; Kg j 3x — 13 = 0; et leur produit est : 8g* — 3xg — :tx>— 184g r 96x -f-960 = 0. 
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l.c plan dirunélnil iloiU les iraccs ionl le» droite» AT, AT', a jM>ur ^ualion : s = AA' = 20 ; dow : 

; = ;Hï> — 5x, — 31’ — )8ly I 9fij- I 960). 

fin trouve que les coordonnées du point S, intersection dc^ droites B'S, CD. sont [n**62 : x = 5,6; M,6; rcitn 

pUicant, dans te polynônie, x et per ces valeurs, et considérant que pour S' l'ordonnée est iiulir, il vient : 

K»^ * ne _ 0 ^ 

' ‘ * C* 0 ' 

don: J = 20 J: V^~8ÿ* _ 5xj — — t«ir^^*TTwÜT 

un en tire : 8y’ -1- — 3x* — 5jÿ — 18*ÿ \ 9fir — *05 -} fl60 = 0, équation dont nous avons parlé ^n® *06 . 

ÿ* Si l'on voulait que l'équation du cdnc ne manquât que d'un rectangle, on dis|K>scrait la surface de m^t n^ à ce que 
le plan diamétral fût perpendiculaire à Tuii de» plans coordonnés. 

Soit ; 5 s= P I - 40 réqualion de ce plan ; la projection du cône étant la même que dessus , on aura ; 

i = ÿ f 10 ± V— i8y*^5xjf — ;ü» — ISlV-f- t)5x i 060 ■ 
d'où: î' I 9ï*— 3x*— 5xÿ — 2jÿ— 20 j — 464ÿ t 96x -f 4060 =.0. 

439 . Vn cône (fig. a son axe perpendiculaire au plan des ix; trouver son équation. 

Sa projection, sur le plan des sy, e.»t deux ligne» droites, CS, ED, dont les éi[uaIions sont ; Pour la premién* : 
y =sx-i-8; |M>ur la deuxième : ÿ~ — x-f* 30; puisque : x=CA=— 8; x= Al) = 30 ; y= AB=:8; y = .\E = 3û. 
l.e produit de cca deux équation» est ; y*— . x’ — 3Ky I 22x -f- 2*0 = 0. 
t.e plan diamétral parallèle an plan des xjf a pour équation : a = AA'= 20 ; donc : 



l_22x i 2*0); 


niais : 


E»— *BC 
*C* 


0 _ 

Ô ' 


et par suite : ; = 20;!; V V' — -r* — 38*1 i'22x H 2*0; d’où : 5* + x* — y* — 405 -k 3Hy — 22x — 160 = 0, et 
l'axe du cône est la droite HS'R'. 

449 . — Tout étant comme dessus, l'axe du cône 11g. 206' est perpendiculaire au plan de» ;y ; alors ’éch. n* 2) ; 

5 = 20 — (y* 22x t'2*0j; 

d’où : 5* y* — X* — 405 — 38y 1- 22x -f- 6*0 = 0, et l'axe est la droite l'S’E'. 

2® I.Æ projection du cône (fig. 207) est le point C sur le plan des xy, représenté (n® 326 \ par : 
yi ï-j-«_2*y_30x 4'369 0. 

puisque pour lui (éeh. u® 4) : x = .VÜ= 45, y = AD=l2; l'équalion du plan diamétral est : 5 = A.V =s 20 ; puis : 

E« — * PC _ 0 
~ * C» 0' ’ 


ilmii' : J = ÎO _!_• \Z~ÿ' +x’ — ïi, — 30, 4- 369 ; et par sttite ; — x’ — 40i t- »4, t- .30x < 3) = 0. 

l.'axc CS' est perpendiculaire au plan des xy. 

441 . — Avec des équations comme ccUe» que nous venons de trouver, on rencontre des difllcullés pour dessiner le 
cône dans l'espace; nous avons donné (n® 287 uue antre mélhmie qui , tout à la fois commode et élégante, doit être 
préférée [umr représemter un cône dans toutes les position» pusAihlcs, pui»|u'il .suflil de connaître les coordonnées de 
son sommet et la direclricc quelle qu’elle soit; tandis qu'en se servant des éqiutioos susdites, In directrice ne saurait 
être d'un degré supérieur au deuxième. 

Supposons cette directrice tracée sur le plan des xy ; si elle est du second degré, son équation sera renfermée dans : 
Ax* ï Dÿ* 4-I>xy -1- Gx i Hy -f I. = 6; 

et si Ton iiomine a, *, c les coordonnées du sommet du cône, on aura pour ce point : x = «, y = è, 5 = r ; et {uiiMiue 
les arêtes de ce cône doivent passer par ce soiniiirt et par les ;>oinU( de la directrice, on déterminera leurs é^juations 
en sulKvliluant, dans les suivantes, les coordonnées du sommet et celles des points de la directrice i>ar où elles doivent 

passer ;n* 92; : x — a= ” (s — c); y — — c,; 


x*', y'', i", expriment les coordonnées de» jioinls de la directrice propres à chaque arête. 

443 . — Une surface de révolution du second degré étant placée dans l’espace d’une manière quelcoii<|ue. déterminer 
son équation. 
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Oii a \u comment U fallait opérer |Kiur trouver IVfquatioii d’une surfat’c du second degré » lorsque son axe de ré>o> 
lution était (K'rpcmüruiaire ü l’un des idans coordonnés de projection ; il oc nous reste plus qu’à indiquer les moyens 
|»ar lesquels on déterminera l’équation d’une surface de révolution du second d^ré, lorsque son axe de révolotion ne 
sera pas parallèle à l’un des axes coordonnés. 

Nous avons déjà démontré (n** 409) de quelle forme devait être l'équation générale des surfaces de révolution, et l’on 
sait qu’elle — — Y* - Ffax + àÿ f r’. Or, la nature de la fonction F, c’est-à-dire la 

inanitTc dont les quantités : ax < ày -l-s, (x— -f- y — Jt’* + (; — f)* doivent être liées entre elle», se détermi- 
nera farilement dès que l’on connaUra la nature de la génératrice. 

Kn effet, soit : aj' bxy ~\-ds hrX"t*r=0; a'x* j- à'xj -t c'y* + (!]. les équations 

de deux projections de la génératrice de la surface, ou, en un mot, les équations de cette génératrice. 

Comme la circonférence représentée par les équations ; i 4- ax | iy = c [9] ; (* — *]• 4- 'y — p)* 4- (a — f j’ =x* [d 
est engendrée par l'uii des points de la gétiéralriee, il faut exprimer que cette génératrk'e. considérée dans sa première 
(msilion, et la rirconfén'nce, ont un point commun, et par conséquent que les é<|uations [I], [i], [3], ont lieu en 
même temps. 

On a donc ainsi quatre équations, entre le«<|uclic6 on peut éliminer x, y, s, ce qui donnera une équation de condi- 
tion entre c et r*, dans laquelle il ne s’agira plus que de substituer à ta place de ces deux quantités leurs valenrs. poiic 
avoir réquatimi de la surface de révolution individuelle que l’on considère. 


LIVRE IV. 

Be riitmcciioi ies liiats caaràes et 4es sarftcii coarbes 4« seeaaé itfH. 


CHAPITRE PREMIER. 


INTaOlll'CTION. 

448 . — Dans la longue carrière que nous venons de |iarcourir, nous nous sommt» suQlsauimenl instruits de la forme 
et du caractère des lignes et d<^ surfaces du second degré. Nous sommes ca|iable.s de trouver, non seulement l’é<|na- 
lioii d’une droite quelconque donnée sur un plan ou dans l’cspacc, mais encore «‘elles des lignes courbes et des surfaco 
du second degré. Nous reconnaîtrons, à l’examen d'une équation entre deux ou entre trois variables, à quelle ligue couHm- 
ou à quelle surface elle appartiendra. Si à crtlr science nous joignons celle qui consiste à savoir éliminer une varinhie 
entre deux équalinn.s, noms pourrons traiter la matière qui fait l’objet «le ce livre. 

On a «iéjà vu (n* 62) comment il fallait opérer pour délermiiiL-r les coordonnées du point d'intcracx-lion de deux droites 
dans un plan , et (»" f 03| <:ell«»« de «ieux droites qui se coupent dans l’espace. La eoiuluitc à tenir j)onr les lignes cl N^s 
.surfaces «lu second degré, est exaeleincnl la même, c’est-à-dire qu’il n’y a qu'à chercher, jiour les deux («nirltcs on 
deux surfaces qui &c cou|>ent mutuellement, les points pour b-Miuels les variables de leurs équations ont mêmes va- 
bmrs; et ces {loints sont ceux où s'effectue l’intcrseclioh. 

Eu effet, les points où les deux surfaces se touchent sont communs à toutes tes deux ; or, pour eoimaltre ces poiiils. 
les équations des deux courbes ou des deux surfac«‘s étant données, iimis par rapport à de mêmes axes et à une méiiie 
origine, on éliminera une des deux ou des trois variables; r«h]ualion résultante, si ce s«ml deux courbes que l'on eon- 
.sidère, aura une, deux, trois ou quatre racines, lcs([uclles seront autant de valeurs de la varialile de cette équation. 
Substituant ces valeurs à sa place, dans Tune des étpiations des courbes, on déterminera les valeurs corresiXMidaiiicv 
de l'autre variable pour les |H)iuts de coniapcls. 

24 
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f.e nombre des racines de la formule provenant de r<^limtiiation dépend du nombre des points de contacts ; ainsi, s’il 
n'y a qu'un point de commun, cette formule n'aura qu’une racine de comenable; deux loRtque les courbes se coupe- 
ront en deux points; trois si ces courbes se touebent en trois points, dont un sera de Ungence; enfui, elle aura quatre 
racines, cl pas davantage, puisque les courbes du second degré ne peuvent avoir plus de quatre points de communs. 
Si dans le iiombn; de tes racines il s’en rencontre ü’imugiiuitres. ce sera un avertissement qn'alors les courbes ne sc 
couperont qu’eu autant de points qu'il y a de racines réelles. Ceptmdant, quelquefois, quoiqu'mi ii’ait qu'un, deux on 
irois points d'intersections, on trouve trois ou quatre racines réelles; mais on parvient & distinguer celk'S qui rentrent 
iians la question de celles qui lui sont étrangères, par les valeurs oblriiues par l'autre variable, par la substitution de 
ces racines dans l'une des équations des couriies, lesquelles valeurs seront réelles s'il y a intersection, et imaginair<rs 
dans le cas contraire. (k:la revient à dire que toutes les racines de l'équation ré^sullantc de rélimination ne donnent pas 
toujours autant de points d’intcritectinns de deux courbes. On voit ce qu'il y aurait à dire si les courbes étaient p!u^ 
nombreuses. 

04. — Si ce sout deux surfaces qui se coupent, l’équation provenant de l’élimination sera celle de la projection de 
l'intersection; mais trois cas peuvent se présenter : 1" celte équation sera im|>ossible ; 2" elle appartiendra à un point ; 
:|*> endu, elle représentera une ligne droite ou une ligne courbe. 

Dans le premier cas, les surfaces ne sc loucheront )>as; dans le deuxième, elles u'auroiit qu'un point de commun; 
dans le troisième, si la projection est une ligne droite, alors deux cylindres ou un cylindre et un cône seront ungculs; 
NI l'on a une courbe quelconque du mtoikI degré, les deux surfaces, qui peuvent être l'une plane et l’autre courbe, ou 
toutes deux courbes, se pénétreront. 

Deux surfares qui se pénètrent ne le font pas toujours selon une courbe de l'espèce de celles que nous avons cxaiiii> 
nées jusqu'in, quoique ces courlK’S puii^unt avoir pour projections des courbes du second degré. La l'ourbc d'iiitcrsii-- 
(ion sera du s<N*ond otvirc lorsc{ue l'une des surfaces sera plane, et l’autre courbe au deuxitmie degré; nous en avons 
vu un grand nombre d'exemples darus le livre précédent. Klle sera à double courbure si les surfaces qui se pt'nètrent 
sont couritcs. On appelle courbes à double courbure celles dont tous les points ne sont pas dans un même plan. 

Noos donnerons des exemples de ces cas; mais jmur traiter celte matière avec ordre, nous commencerons par exa- 
miner tes intersections d'une ligne droite avec les eourbes du secoml degré; ensuite relies de ces couriies entre eJU's, 
puis les intersections d'un plan avec les surfaces du second ordixr; enfin les intersccliuns de ces surfaces entre elles. 
Nous indiquerons la manière de tracer les points et les lignes droites ou eourbes suivant lesquelles deux courbes ou 
tieux surfaces se coupent. 


CHAPITRK 11. 


•e ritursccuas ées U|us caorbet. soit svec ées lifscs droites, soit eaire rites. 

445 . — U a été démontré u® 177) qu'une courbe du second degré ne peut être rencontrée en plus de deux poim.s 
par une ligne droite ; ainsi, quel que soit le degré de i'étiuation résultante de l'éliminatioii, elle n'aura pas plus de deux 
racines réelles. 

Lorsque nous avons enseigné comment on déterminerait les points ou une courbe cou{hî les axes coordonnés jo* 297', 
nous avons donné une idée de la méthode à employer fwur trouver les coordonnées des points d'intersections d'une 
courl»e et d'une ligne droite ; ce qui va suivre n'offrira pas de difUcultés. 

SRTICU: CRFUIEIt. 

448 . — Une droite et une courl»c du second degré étant données par leurs équations, trouver les coordonnées de 
leurs poinU d’iutertMKiions. 

KstuiiE PREaiEn. — Soit : 4ÿ’ — (iÿ 4- 5x*— d2ÿ — U* J r 1204 = 0 [1], l’équation de l ellipsc DMD.Ü’ ,flg. 20H; 
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i*cli. n“ 2* ; 01 : ÿ = j + fî [2], colle de ta droîle BI>', qui coupe relliiise on doux poiiiu D et dont il faut do- 
lorminer les ooortloun^cs. 

{%Iiminon& l’uue des variables x et ÿ entre ces équations; y, jar cxeinplo. Pour cola, mettims sa valeur [2] dan» [I]. 
ilTicm; 6^’ — 6)+5 j> — j x + 6^ — tUx + fïlU = 0; 

d’où l’on lire ; 4x*— <60 jH- — 0. CoUe équation a deux racim*» : x— 2‘J,79 *= AP'; x ^,21 = AP, alnais- 

ses des i^ûints f), U' d’intcrseetions. 

Substituant à la place de x scs valeurs dans [2], il en résulte : y = 20.895 = P'I)'; y = H, <55 = Pl>, ordoniioo 
lies mêmes points. 

Exkupix Dr.t-xiKae. — L'ellipse de l’exemple précédent iftg. 208^ est touoliéc en M parla droite EM. représentée par : 



trouver les t^ordoniiécs du point d’altouohemont. 

Eliminant y. comme plus haut, nn trouve : 25x* — 700x f- <900 =b 0, équation don! les racines sont réelles H 
égales à U ; en sorte que les coordonnées demandée.» sont i x — H ^ AP''; y 19 P"M. 

Les données de ce problème résultent d’une analyse que nous ferons conualtre «laus le chapitre des tangentes, et 
elle consiste cii ce qu'un (Hiint étant {iris sur une courbe du second degré; trouver l’équation d’une droite qui serait 
tangente à la cnuriie en ce point. 

EvcurLETaoiSiÈMC.^l'ne ellipse MDM'D' ;fig. 208 . dont réqiialimi est : 4y* — 4xy l-5x* — 5îy — <44x 1-1264 = n. 
(•at tracée sur un plan ; on demande si k ligne représentée par (éch. n** 2' : y = x -t- 8, la rencontre. 

Eliminant y, il vient : 5x* — 80x-f- 1264 = 0, équation dont les racines sont imaginaires. Ainsi, I.O. lieu génumé'- 
trique de : y = x 8 n'a aucun point de commun avec l'ellipse. 

ExKKcickS : !• L'équation : y* -- 2xy — .V* — 16y {- 2l6x— 2336 = 0 , appartient à une hyperbole; chercher si 

cette courbe a des points de contact avec la droite : y= x 1-7. 

2® L'équation : 4y* — 4xy-hx* — 32y — 4x-f- 264 = 0, «‘présente une parabole; et la droite de ('«‘►quation : 
y =z — 2x — 24, la rnu[ie en deux points dont on demaiKle les coordonnées. 

.vaTICLC UEIXIÈUE. 

447. — Deux courbes du second degré étant donn«*cs par leurs équations, cherclier si elles ont des points com- 
mun». , 

Eicuni: mikuie*. — L'équation : 16f* l-9x* — 320y — 4f4x -f- 578.5 = 0. est celle de rdlip-ve BDED' (fig. 209 
éch. n* 2); on demande si cette courbe a des points comiuuii» avec le cercle BFK', dont l'équation est : 

y* l-x* — 2ny — 20x I- 175 = 0. 

l.a inétiuMle la plu» commode pour éliminer y entre ces deux é(|uations. est celle du plus grand l'ommun diviscui'; 
ainsi, ayant divisé Tune de ces équations par l'autre, si le reste renferme deux variables, on divisera le premier divi- 
seur |Mr ce premier reste, et ainsi de suite, jusqu'à ee que le reste ne «'ontieniie plus qu’une variable. .Nous avons 
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trouvé pour reste Quai : — 7x* — 94x-f-2985 = 0; d’où : x — . x= 15. l'nc s<*ule raeine. la positive, sa* 

tisfait la question, l’autre procure une ordonnée y imaginaire; donc, les deux courlves ne se louchent qu'en un point 
dans la région des abscisses po^tives, où elles sont toutes deux. I.,es orduiinées de ce point sont : 

x=15=AI>; y=«( = Pn. 

ExERarxs: y* — 2 xy — 3x’ — (6y -r 2l6x— 2:136 = 0; 9y*— I8xy M:ix*— 144ÿ 4-32x 4- 1216 = 0. 
i.a première équation représente une hy|icrbole, la deuxième une ellipse ; ces courbes se touchent en un point pour 
lequel : x = 20. y = 28. 

Eieuplc bEixiÈME. — Trouvcr les points d'mlersections des couriH.'» des équations : 

y’ — 4xÿ-f-5x’ — 20x-f 75 = 0; y’ — 4xy t 4x* — 12x1- H4 = 0. 

Eliminant y par la méthode du plus grand commun diviseur, le reste tlnai est : x* — 8x — 9 = 0, dont les ratines 
sont : X = 9, x = — ! [écli. n® 2; . 
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SutMtituaiU à la place de x, alternativement, ces deu\ valeurs dans rime des é<)uatioits proposées, la première pro- 
rurc seule deux ordonnées réelles : y = 22,H ; y = ; ce qui veut din* que IVIlifisf et la paralHile dont il s'apt se 

imichent en deux points C et H (fig. 2t0), pour lesquels l'absiMsse x = 9 est la même. 

Kv£arL£ TftotsiÈiiK. — Les équations : y* — krÿ -i- 5ar* — 20/ 75 -- 0; y» — 2xy 4- x* — 20y I Ix + 106 = 0, 

représentent deux courbes; déterminer leurs points de reiironlrc. 

Pour éliminer y, divisons la deuxième équation par la prmnièrc; nous trouvons |»our reste : 

2x — 20y — *x* 4- 2U+lil. 

Divisant la itrcMnièm équation, ou : ,y — Ix y -j- Sx*-»20x H 75, par ce reste, après l’avoir multiplié par (2x — 20 . 
«ocflineiUde y daii-s le reste, m^us avons uu deuxième reste: -'Ix* — 24x— 42ry — 6x* — 44x* 4 t034x — 1500, que 
nous divisons par le premier, api*ès avoir nmltiplié celuMà par ;2x — 30 , et U vient pour reste tinal : 

4 j* _ t60x* -}• 2-7.7ftj» _ 4787 2x f 4 464 1 = 0 '-i]. 

Celte équation aum quatre mcities réelles si les deux courbes pi‘opos<‘cs se coupemt en quatre points; si elles ne 
<-ou|>eiit qu'en deux, deux de ees racines seront iiunpinnires; ou bien les raehtes |wiurront être réelles, et rependant le 
tiumbri* des inlersci'lioiis ne s«*ra (ms égal à celui de ces raHiirs. Pour nous en assurer, nous avons deux moyens : l’un 
eotisisic à tracer (tig. 2H ) les courbes des équations proposées; elles se roupenl en deux points, a et a' ; par Pautre, 
MOUS déterminerons les coordonnées de ces points en résolvant l'équation [a] par la méthode des racines coiumcnsura> 
tdes, ou |Mir celles des racines im-ommensurabies. Or, après avoir essayé la première , nous n'obtenons aurtin résultat ; 
ainsi, l*ét(UAtion qui nous occupe n’a pas de rurities cmmui'iisuraldes ; mais elle en a deux d'inconimensurAbU's : 
x=s 6,256 su AP; x su 8,4444 AP'; reinplaçanl, dans l'une des équations des eourbes. et successivement, x (wir 
scs valeurs, chaque substitution produit une seule valeur {mur y. 

ExxnciCE : Les équations : y* — 4jyf-h5x* — 20x-f-75 = 0; 4y’-—l2xy | 43x* — 48y — 624 =r 0, repré- 
xmlent deux courbes qui ont deux {miîiiIs communs, pour lesquels l'équation : 

47x'— 80flx* i I4I36X*— 405984x4- 277776=^:0, 

qui résnile de l’élimination de y, donne une abséisse commensuraJdc x =s 6 , et une incoiniuensnrable comprise en- 
tre 9 et 10. 

ExEurLE Qi'ATmiur.. — On demande les coordonnées des points d’iiitcrscctions des eourbes auxquelles appartiennent 
1rs équations 6g. 212 : 4y* — 4xv+5x* — 64y — ll2x-|- 4296 =s 0; 4y* i x* — 404ÿ — 36x4-936 = 0. 

1.C résultat de réliininatkm est : 5x* — 3l2x* *f- G936x* 65l20x {'219600 = 0, équation qui a deux racines 

coiuTiieiisurables (éch. n* 2) : x = AP 40; x = AH = 48 , pour les points r, è, et une racine im*oimiiensurable 
X — 24.5 — AU, pour le point d; 1a quatrième racine est iuiagiiiairc. Ainsi, les deux courbes n’ont que trois point.s 
coniiiiuiis. 

Exciple ci>üeiàur.. — Les équatioitô • 

y* — 4 xsH~5x* — 42ÿ — 6x+ 464 =0; y* — 2xy { 2x* — 38y4-8x t 522= 0. 
sont celles de deux courbes dont on demande le nombre des intersections. 

On trouve pour équation finale : 5x* — 276x* 4- 5382x* — 43940x4-126525 = 0. 

Traçant les deux courbes (Üg. 243), on voit qu'elles se coupent en quatre points a, b, e, d; donc, celle équation doit 
avoir ses racines réelles. En effet , deux sont incommensurables (éch. n* 2) : x = 40,75 = AP' ; x = 22.47 = -\Q , 
|iour les points a et è, et deux eoiiniiciisurablés : x = 7 = AP; x = 45 ^ AQ, pour les points d et r. dont on déter- 
minera les ordonnées corrcspundunles : 

Kxrxicicr. : Deux courbe» dont les éxiuations suivent : 

4j,i_4j^4-5a!* — 64y— Il2x-f 4296 = 0; y* — 2xy — x» 4- “2x — 646 = 0, 

NC coupent en quatre points dont les abscisses , déduites de : 

437x* — 988Sx> 4-258U4X* — 2878974x4- 14644464 = 0. 
équation finale, sont fractionnaires. 

448. — Ces exemples prouvtmt comment rikjuation finale en x peut avoir une racine réelle et trois imaginairo . 
deux réelles et deux imaginaires; trois réelles cl um* imaginaire; enfin, toute» les quatre réelles; et noos avoii.v rt*- 
ronnu que le» mciiu» réelles désignaient autant de points d‘interse<4ion» de deux courbe». Uuidis que les illlag^ll8jn‘^ 
n'en désignent aucun. 

On a vu aussi que. parfois, le» équations finales en x rcrifcnnaieut dt^ racines entières et des racines fractionnai- 
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res. ou uniquciuoni des racii»c& fraeUoniioircs oii entières. CcscircoiuHlanccs dépemlciit de la manière dont on plaee Ifs 
l'ourlïes. les unes à l’étrard des autres, ear si l'on ii'a pas di^gné d'a>aiu'e les points oü les courbes doivent se con|HT, 
il y aura du hasard à ce que les racines de réquatioii Ûiialc soient entiers», ou qu'elles soient entières ou fractionnairi*». 
Il sera plus certain de ne compter que sur des racines iiicoiimien&urables. tant que par des opérations préliminaires 
011 n'aura pas fi\ù les abscisses cnlii'res que les courbes doivent a\oir en coimmin. et coiiqiosé en conséquence les 
équations de ces courlies. De plus, de ce qu'il est racultatif d'ossittner des absi isses fractionnaires nnx points d'inter- 
sections, il s'ensuit qu'ayant formé les équations irt{n'ès ces principes, on saura, au préalable, de quelle nature seront 
les racines de l'équation Ûnalc en x. 

Cela |K)sé, il nous reste à montrer coiumenl trois, quatre, etc., points d'une courbe étant connus, on fei^a pavM i- 
une autre courbe par ces points. 

Avant, nous croyons utile de dire que réqualioii générale des «‘ourbes du second degré, quoique rciifcrinanl si\ 
roefUciettls, n’admet néanmoins qiic cinq dcleniiiuatioiis, puis<|u'il y a toujours un de ces coefficients d'au'bitraire, cl 
un suppose le plus généralement que c'est celui du terrm* Inul connu. Si donc l'on divise les cinq autres coefficients |»ar 
i*e dernier, il résultera cinq rapiiorts qui , élant délcriniiiés au moyeu des dnq points donnés , feront comiaitre l'équu^ 
lion de la couri>e clicrchéc, et cellivci y passera seule, puisque, dans son éifuation, le nombre des domié'es est égal A 
relui des indctermiiiées. Donc, c'est une condition explicite, pour qu'une courbe du second degré soit déteriuiiiée, que 
les cinq points ]>ar le:u]uelsclle doit passer le soienl aussi, car si le nombre de ecs points était nioiiKlre, alors toutes les 
courbes du second degré satisferaieiit è la condition, et le problème serait indéterminé. Ainsi, nyanl pris quatre |uiinls 
sur une eourlHS, si l'on désire qu’une autre courbe, d'une nature désignée, ail ces points communs avec elle, il fau- 
dra eboisir un autre poiut par lequel elle devra encore passer, mais ce point ne imurra étiT pris sur la première courb.\ 
auireinenl la courbe proposée et la cherchée n'en feraient qu'une. 

448. — Venons actuellement au procédé convenable pour trouver réqiialion d'une courbe qui passera par cinq poini». 
et s«jit : B', C, D', E', F' flg. ÎU‘. ces points. 

Choisissons les axes coortlonnés de manière è ce que cliaeiin d'eux rontieiiiie deux de ces points, et désignons cha- 
que point par les cooixloimécs qui lui sont propn's. 

L'axe A'g, i>assant par I)', E', si'ra celui des g ; et A'x, qui passe pai’ B’, C', sera celui des x, A' étant rorigiiic des 
coordonnées. Les points donnés sont situés, à l'égard de A'g, A'x, comme il suit : ^ 

Pour D' : x = 0, g = A'IF = <i ; Pour E' : x — 0, y = A'E' = ô. 

Pour H'.: y = 0. x = .\'B' = c; Pour C : y = 0, x=;A'C' = d; 

Pour F' : x — c, j — A 

L'équation générale du stTond degré étant : Ay*-î- Bxy -I- Cx*-h I)y 4- Fx4- F = 0 [A], il faut déterminer les 
cf>effirients A , B. C, I), Ë, F, d'apK*.s les ordonnées ci-dessus. .Mettons dans cette équation, pour x et y, leurs va- 
leurs, il vient : Pour D' : Afl’ 4- Ihi ■ F 0 [Ij; Pour E' : Aè* Hr Dè -H F = 0 [î]; 

Pour B' : te* -4- Er F = U [3] ; Pour C' : Cd* -f- Ed -h F = 0 [4] ; 

Pour F' : \f* Bc/ -i- Ce* -f Df l- Ee F = 0 [3]. 

Avec ces cinq équations, nous délerminerons les coefficients de réquatiun générale nécessaires pour qu'elle nin- 
vieiiiie h la courbe qui satisfera aux conditions du problème. 

Mettant les équations [1] et [2] sous les formes : 

A , D , - A I) , , , . . A I 

-p a» H- -p- a t I = 0 ; ^ b* 4- -p è I = 0, ou en lire : i 

et ensuite, en reuijdavatil -p par sa valrur : - . Le.s équations [3], [4], sont comme t 

p- r*-|- p- c - 4 - I =0; p- d* + -p- d -f I = 0 ; on en déduit : -^ = -”;puis: • 

lA^qualion [3] csl la uiùiue que : -p C+-J1 + “p' "T" ^ T * ^ ~ ***^“*'“ ’ 

foeffiiicuta leurs valeurs, on a : -[! = — + ')■ Divisani l’équalion [A‘ |.ar 

F, et remplaçant les rapports : -jî- , -p- , etc, par leurs valeurs, on obtient IVrquation de la courbe cherchée. 


Digitized by Google 


— — 


t&O. — Si truis des eiiiq potnis étaksiit en droite, on ii'uurail pas une courbe c-onlinuc, mais une ligne rom- 
plrvr, e'est-à-dire deux droites représentées par une équation aitrr deux >ariabie$, car une courbe du second degré 
ne saurait être rencontrée en plus de deux points par une droite (n° 1S7'. 

461. — Étant donnés les trois points B', C, K' ( ûg. S(5\ et la droite AT', assujétir une courbe du second ordre 
il passer par ces poiuU et & loucher la droite AT' eu uti point A'. 

L'énoncé comprend cinq conditions, qui sufliscnl pour définir la position de la courbe. 

Ayant mené A'C' pur deux des quatre ihjiiiIs, et H'E' par les deux autres, on prendra A'C' pour axe des abscisses, 
et pour axé des y U ^tarallèle Xy à B’£' passant par A', en sorte que A' soit l'origine des coordonnées. Il résulte de 
resdispo.ûtiousque pour A' : .r = 0. jr «a 0 ; |K>ur C' : g = 0, A'C' = / ; pour B' : x = A'il’ = jr, y = HT'si A ; 

pour E' : X = A'H'=: y. y=s ll'E' ■ss. — K. Ainsi, l'équation générale, que nous pouxons mettre sous la forme : 

»u : y* L-axy i bx* t cy-*-rfx t-/=0, doiiue, après les substitutions des valeurs rie x et y. comme cwlessus : 
f=Q [I] ; W* i- df = 0 [2] ; A* -{-agk bg' f- ch -f-dj = 0 [:j] ; K*-| njK -I bg' — cK + dy = 0 [4]. On lire de [2] : 

,i bl [5]; et par suite, de [3] et [4] : X agh i — btg = ù [6j; K» — ngK\~bg* — rK 1-Wjl=:0. 

Hctrancbaul la dernière de la pnVédente, on trouve : *• — K* 4-eÿ(A -f-K) -|-f A 1- K}s= fl (7], dont le quotient 
•le la division par A -f K est : A — K j- cj -f- c= 0 [8]. 

1^ multipliant par A, et retranchant le [u^duit de [€], il vient : bg^-f-hK t Aly = 0; d'où: 

A = = — r^——‘ Ainsi, d’après [5] : d = — ; et d'après [8] : a= * , 

tt—8* — 9 j^9! ^ i i g 

Il reste à évaluer e d'après la condition que la courbe touche la droite AT' eu A'. L'équation de cette droite, rap- 


ÿ*4-- 


portée à l'origine et aux axes de la courlic cherchée, est : y «= mx, en oliservant que : m = 


HT P 

= T *^ **'"'*"* 

lieu de II'F*. Substiluaiil celle valeur de y A sa place, dans : y* i- axy i- Ax-l- cy -f- dx := 0, on déduit de l’équation 
résultante les abscisses x des iitlersections de la courbe et de AT', c’est-^-dirc : 

„ r«4-d 

mais A'F' deviendra tangente ou sera touchée par la courbe en A’, si le second point d’intersection se réunit au pre- 
mier. dont l'i;dj$cis.se = fl ; un posera donc : 


CW i-d 


: 0 ; d'où : na + d = 0 ; donc : c = — — : 


dÿ_ 

F 


b om |- 

aiiisi, tous tes coefBcii'iils a. b. sont connus, on pourra tracer la courbe. 

46S. — Si la cnurlie était une parabole, alors n* 316] : Ü* — 4 AC = 0; et il est évident qu’il ne faut plus que qua- 
tre conditions pour déterminer l’équation de la courl>e, car la formule citée donnera un des roeflicients qui entrent 
dans sa coniposilion hirs<|ue deux des autres seront connus. U suite éclairtdra cela, et Ton verra que tout l’artiflee dont 
il faille faire usage pour ces sortes de solutions, consiste uniquement à dis|H)scr les axes coordonnés d’une façon con- 
venable pour calculer la valeur de chaque coefficient do l’équation d’une courbe. Au reste, les applications que nous 
allons faire des princi|ies cMessus en faciliteront l’intelligence. 

453. — Nous nous pro[HiM‘rons ce problème : Quatre points sont donnés sur une courbe dont ou connaît l’équation; 
faire passer une autre <miirl>« finr ces points, et trouver son équation par rapport aux axes coordonnés de la première 
courbe. 

Soit : ûBfB' {fig. 216], la courbe proposée, représentée imr : y* — 4xy f- 3x* — I2y — Ox 161 =0. 

Les points donnés sur cette courbe sont : u. A. r, d. et leurs roordonm^s ]éch. n** 2) : 

l'ouro; x = AP=i7; y = iM = 26; Pour A ; x ^ XP' ^ 15; ÿ = P'A=:2G; 

Pourd ; x = AP'= 15; y = P'dt:3i6; Pour c ; x = AP" = 21 ; y=P'c^*0; 

mais pour rentrer dans les conditions exigées [n* 448 , nous prendrons un autre point £, pour lequel les coonlonnées 
sont; x = AI)=;IO: y = DK = 22. 

Le sens dans lequel nous conduirons les axes coorilcmné.v est ahMilunient imlifTércnt, puisque par les formules pro- 
pres à la transformation des coordonnées dans un plan, il est facile de ramener réquation trouvée aux axes de la première 
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rourlü'. Mais il sera simple de choisir des axes rectangulaires parallèles h ceux connus, el de déplacer rorigim* d<^ 
f'oordoniiées, pour que celte origine soit (a même pour les deux courltcs. 

Cela (Mssé, les ]>oiDts il et è ayant une même abscisse, la droite tlb sera Taxe des y' ; et la droite qui passe par o 
el fr. qui ont des ordonnées égales, sera Taxe des x\ De cette nianicre. les axes x'. y', sont rc&pet'liveniciit parallèb’s 
aux axes x, y, du la pruiuièi’u uourliu. 

lïctcrminons les uoordoiméus de a, b, r, d, E. par r.ipporl aux nouveaux axes y'. Plaçant l’origine des cooixlmi- 
nées en a, pour ce point : x* = 0. y' = 0 ; 

Pour b : t' — AP' — AP — 15 — 7 = K l’P' = ab; y' = 0 ; 

Pour c : y =• AP" — AP = 2t — 7 = U = l»P" = ay ; y' = CP" — P"y = 40— 26 = 1 1 = cy ; 

Poiirrf: y ^AP* — AP= 13 — 7 — H = ^' = p'd — P'fr 16 — 26 *= 20 = dé; 

Pour K : x'^ AD — AP= 10 — 7 = 3= AF; y' = DF — FE = 26 — 23 = i == FE=.— 1. 

Substituant successivement res valeurs à la place de y. y', dans réquation générale 'ii* 449f : 

Ay'» t ■ ar’y' -p ilx* 4- Dy' ^ E'x' -j- F' = 0 [fr], 

* il résulte que pour : y 0. y' =s 0, on a : F' — 0. 

Pour : y -=H, y' = 0. F' ^ 0. il vient : C.64 4 K'8 = 0. ou : C.8 -J- E' = 0 ; d'où : E' = — C 8 [!'; el : 

-^ = -8 [i]. 

l’iiur ; J-' = U. y' = IJ. ri F'= 0, ou Irouic : A (U-’ + B ,U * i C (U'* F U.li + E'.(i = 0; on : 

A.U ( B.UK;.I4 + I) + E’=0 [3]. 

t>uur:x' = 8. |' = i0, ot F' = 0, il vient ; A. 400 r B.tftO + C.«4 + I).Î0 4-E'.8 = 0 ; ou: 

A.lOO + B.40 I- C.I6 + B.5 E'.i = 0 [4]. 

Pour ; r' = 3, }' = — 4, cl F' = 0, on Irouvo : A.iO — B.ti i C.9 — Ü.4-( F”.3 = 0 [3]. 

Mettons dans les formules [3], [4]. [5], pour E' sa valeur [4], nous aurons : 

A.I4-FB.U fC.6 4D = 0; A.lOO 1 B.40 + Ü.!j = 0; A.t6 — B.I2 — C.I5 — 1).4 - 0: 
lesquelles formules, et [F] , rev jeûnent 3 t 

y’* a'V *4" i' ^ — jv -14 + fi 4 -j.- — 0 [7^. 

.^.100-i--^.40+-^.5-=0 [8]: .16— -® .14 — 15 •* = 0 (91. 

Eliminons-— entre [7] et (8|. en tnuUipliaiil la première |»ar 3, el du produit retrancbaiit la deuxième : 

— .30 ^..30-1 30 = 0 (lo;. 

l.eliuünant aussi entre [8] el [9], en multipliant la pn'mièrt |mr 4 et la deuxième par 5. et ajoutant tes produits ; 
A.4S0I-^. 400 -75 = 0 [44]; 

U 

éliminant entre les équations [40] et [4 1]. en multipliant U premièrc-par 400 «I la deuxième par 30, el relrancliaiit 
le premier produit du deuxième, il vient : 

A .17400 4-3000 4-4430 = 0; doù : ‘ ^ = -A- 144j. 

Sulistituaiit dans [40] et [4 4] '• -g- = fjÿ- [491- nciiiplafam dans [7], [S], [9], les quantités et par li urs 


D 32 

valeurs, il résulte : "ïr~"”*406 

l.es valeurs [2], [412], [13], [14], mises dans [6], il vient : 


cipmlion de la courbe nbcd, rapportée aux axes y', y. Pour la ramener aux axes Ay, Ax, il faut faire n® 12 : 

y' SS y — è'; z' = x — a'. 
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Or, les crHirdotin^es du raitrieiine origine a (lAi- rapport k U nouvelle , sont : k' ^ Pa ; a' = 7 = AP ; donc î 
ÿ' = y — i6; j' = x — 7, et ré(|uatioQ [13] devlcnl : 

:|5 y — -J- C76, — 8 i (xy — 7y — 26 J -f- 18 2 : H fi x* — Ux -f- 49) — 52 [y — 26’ — 928 {x — 7J = 0 ; 

*r«ù Ton tire, toute réduction faite : 35y* — 8lxy H6x* — I305y — 446x -h 22450 =s 0, équalimi qui représente la 
n>url>e cMf rup|K>rtéc aux axe$ Ay et Ax. 

Acluellcmciil, on (>eut proposer cc problème : Trouver les points d'inlerst^'llons des deux courbes données par : 
yi_ 4xy-i-3y*— I2y — fix-h IGI=0; 35»* — 8ljy - H6x>— I305y— 446x4- 22455 =r 0. 

L'équiitioii finale en x : 6962x* — 40379fix* j 8437944x* — 74*>6.'l02Ax f- 230268450 — 0, aura trois racines réelles 
eiitièn^ : x = 7, x = 15. x 21, et une imaginaire. Les onloimées iNiirespondanles sont : 

y -= 26. y = 26; y = 46, y = 40. 

454. — Quoique nou.s ayons dit qu'il était pliLs avantageux de choisir des axes rectangulaires pour déterminer l'équ^H 
lion d'une courhe dont quatre |K»iiiU seraient pris sur une autre courlie. nous allons néaniiioins faire voir comment on 
devra procéder (mur obtenir un résultat semblable au précédent*, si l’on était dans la mxH;asitéd'cni|iloyer des a\esobli« 
qiies. 

Snppcksoius que les mêmes points n, £, 4. r. d. soient prü|>osés lig. 216' . Prenons la droite O.M. qui (KLsse par les points 
rt et <1, pour axe des y', et ON, qui passe {lar F. cl 4, jM)ur axe des x', 

l.es coordonnées des (miuls donnés, par rap[»ort aux axes Ay, Ax. étant connues, il faut déterminer celles qu'üs au- 
ront par rapport aux nouveaux axes OM, ON. 

Préaiablcnient, cherchons les équations des droites OM. ON. Nous coimais.*amslesen<irdoniiéesdedru\ de leurs ; 
siilistituons-les dans {n* 58) : y — y" == - y, ~^p ,r nous aurons ces équations. Kii effet : y" = p, x^ *= y. 

M)ut les coordonnées du point a (>ar rapjmrt aux axes Ay, Ax ; celles de d : y"' » r ; x"' ^ t. 

Ainsi, ü vient pour OM : y — r = 5 — —ix — a; d’où: yss-^— ~.x , 

Faisuit : ■ ** = P; ^ ^ *' = R, 011 a ; y = Px — R [I]. Les eoonlonnées de Ksont : y" s= /. 

y — » * . 

.= L’ ; celtes de b ; y"' = n, = a ; donc : 


Faisant t 



réquation de ON sera : ys= Kx — L [2). 

O est l'origine des nouvelles coordonnas; sa position à Pégard iU*s anciennes sera indiquée {uir les équations des 
•Iruiles OM, ON, puisqu'il est le fioint où ces droites se coupent. On trouve : 


K — L 

■'=T-X = » = 



il nous reste à déterminer les eoordomiées des points donnés par rapport aux axes OM, ON. 

Celles de a , 4. £, d, sont égales k leurs dislanees è roriginc O; or, ces di-sianccs sont exprimées par 70 : 

I) = ^X — x" ,» 4- ;y — y")* [3]. 

Substituant dans cette formule, par les points a et O, les valeurs de leurs roonluimées, il vient : 

Oa = \/{9 — y* 4 - (ft — pl* = 4 = y' ; x' = 0. 

On trouve également que : 

Od:= — Sj*4-(?— === y'; x=0; OE= ,;ï— L» = T y ; y' = 0; 

04= ^)* -P (jr* m.* = O = x'; y' = 0. 

Les coordonnées primitives de C .sont ; y, = e ; a, = 

Pour avoir scs nouvelles, menons, par cc point, une parallMe CR à OM ; l'équation de celle parallèle sera (ii'* 60 de 
la forme : y — y» = « (x— *x,); et par la condition d'élrc paraJIétc, on devra avoir : a =? P ; donc ; y — c.= Pfx— [«]; 
d’où : y = Px — ^4“e, équation de CR. 
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Les coordonnées de R, iiiterseclioii de ON et CR, sont, fnir rapport à Ajf, Ax ; 

, L P(î,_L) + K(f+,) _ 

i {T-g- =T. » "• 

et par suite : OR ^ — Ti* ■? — *1;* — M = x'; CR = — /j* + (U — c|* = N = ,’ ; eoûrdoimées mmtel- 

les de C. Rérapitulons ces résultats; nous aurons, pour coordonné<*s obliques des points donnés : 

Pour a : y' = fc, x* = 0; pour d : jf' J, x' ~ 0; pour E : y' =? 0, x' = T; ponr b : y' = 0, x' = Q; pour r ; 
y' N, y = M. 

Substituant succmitcincnt, pour chacun des points donnes, la valeur de leurs coortiontiées dans : 

Ay'* h Rj'y' -|- Cx' -i- I)ÿ' H- Er' F = 0, 

on trouvera [u* U9j cinq équations qui serviront à déteniiiiier les cocfilcienls de l'équation de la courbe cherchée par 
rapport aux axes OM, ON ; restera à la ramener aux axes Ay, Ax. On déplacera d'abord l'origine O, que Ton transpor- 
tera en A en faisant (n* lî) * y s=x — f, y' = |i-~ puisque les coordonnées de O par rapport aux axes Ay. Ax, 
sont : f ; il résultera une équation en x, y obliques. Mais comme nous sommes convenus de désigner par x*, y' tes 

axes, et x, y les rectangulaires, nous coiKevrons que : A'y'* B'xV + cV D'y' EV-F E' ^ - 0 [B], est l’équa- 
tion de la courbe après le déplacement de l'ongiiie. 

Actuellement, pour passer des axes obliques OM, ON, aux axes rectangulaires Ay, Ax, il faut remplacer dans |H| 
x'. y', par leurs valcure ii* 19) : 

, ycos. X— x&in. 3 ^ xsin. a — y cas. a' 

* ain. y — a) * sim^a' — a) ^ ^ * 

datus lesquelles a' est l’angle de OM avec ^Vx, et a l'angle de ON arec ce même axe; — a est l'angle MON. 

L'emploi de ces formules conduit à des résultats très-compliqués; on les simplifiera en débarrassant ces forinuk-s 
des sinus et cosinus qu'elles renferment. Cela est facile, puisqu’on connaît les tangentes trigonoméiriqut's des angloa 
et a', lestfuelles sont P et K dans les équations y ss Px — R, y = Kx — L, des axes obliquw OM, ON. c'est-à-dire que : 
tang. .MGx tang. a'= P; tang. NG'x = tang. a K. Or, on sait que : 

tang. a I . , tang. a' 1 

V I -I- tang.* a V 1 + tang.* a V/H-tang.’a' V^l 4* tang.’a' 

On aura donc : 

K 1 . , P .1 

V/l + K» ♦ V/14-K» ‘ l/H-P* • V/l + P* * 

et puisque ; sin. (a' — a} = sin. a* cos. a — sin. a cos. a', il vient : 

_ _ P I K I P~K , 

’ Vi+P' I/T+K’ v^T+li» “177+?^ i^ii + P*)()+kv ■ 

Cl les formules [D] deviennent : 

y _ xK xP y 

, "Fî^i K> ~ v7Tlni>' I»— xK' i/T+pi . v/T+i'> v'r+P’*_ (xp— ,! 1 /ttk’ 

» - p^k ^p — K ’ ~ P— k — P— 'k' • 

V/T+P>ir+K>)' v/(1 +P*)(H-K*1 

Cl d'une application plus cmmncNie. 

456. — Les opérations rclativesaux sections des courbes ne sont pas restreintes à celles de deux courbes seulement , 
on peut être amené à calculer les intersections de i^usieurs courbes entre elles ; mais ces sortesde problèmes trouvent 
leur solution dans ce qui précède, car on n'aura autre chose à faire, dans ces cin^onstanccs, qu'à déterminer les 
{points qu'une des courbes a de communs avec chacune des autres courbe». Exemjilc ; 

161 =0; y' — 2xy-flr* — .IRy i Rx 1 = 

35y* — SIxÿMlGx*— ia05y — 4K»x f iî4o0 = 0. 

L«fs ahscis.se» 447] des points d’intersections des deux premières courlpes sont : 
x = 7. x« 45. x=* 10,70, x' = 22,47; 

relies de la première courU* et de la troisième : x = 7, x =* 15, xs= 21, x = 45; enfin, les abs< i.sses des points de 
rencontre de la deuxième courbe cl de la troisième, sont les racines de l'équation : 

|;U6x* — 67ftfi0x^ 4- I 1905 -j6x* — 8579400x 4 - 21769630 = 0, 
que l’on trouvera être : x =s 7, x =s 43, puis une valeur de x comprise entre 21 et 22. La quatrième racine est itnaginairc. 

23 


— . SlII. a - 

\/44-K« ' 

-sin. a cos. a, il vient : 

1 K 

Fk* vnTK* 


-vT+fr- 


P — K 
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CHAPITRE III. 


De l'mienectiofl des isrfeces 4« ieco»d df|ré. 

4M. — Deux plaii& qui se rou|»ent 127) le font suivant une li^ie draite, cela est démontré dajis les éléments de 
ÿféumétrie. Nous avons indiqué la maniiTC de déterminer la direction de celle droite par les équations de deux de ses 
projections, é«]uations déduites de celles des plans donnés. Le proi'éüé est général pour toutes les surfaces; mais la 
nature des Hgiies qui résultent de leur t»ériétraUon n’est pas toujours la même, et elle dépend autant (n" **4)*de la 
ligure des surfam qui sc eoupeutf que de la manière dont cela s'opère. Dans tous les cas, on cherchera les équations 
de deux des projections de leur intersection, pour se procurer les moyens de connaître la hgure de eeUo-ei, comme sa 
position. 

A l’égard de la figure des courbes qui proviennent de la section d’une surface du second ordre par un plan, nous 
sommes entrés plus haut dans de nombreux dét^ls pour nmnlrer la manière de la trouver, quelle que soit la dir«*lion 
du plan coupant. Nous avoius décrit ces courbes sans connaître leurs équations, tuais en nous servant des valeurs des 
variables qui convenaient tout à la foi.s au plan sécant cl à la surface. Cette méthode, aussi facile qu’utile, nous a mis 
à même de tracer la surface. Ici, notre objet sera de déterminer les équatiuns de ces intersections, ainsi que eeUes de 
lignes suivant lesquelles deux ou plusieurs .surfaces courbes se coupent. 

467. — Parmi les surfares du second ordre, il en est de déveiojqmblcs : re sont le cdne et le cylindre. D’autres ue 
le sont pas, comme rellipsoîdc, riiyperboloîde et les paraboloîdes. Celles-là jouisseiit de la propriété de |>ouvoir se 
développer sur un plan sans rupture ni diiplirature; elles sont les seules dont les éléments plans ont une dimension 
illimitée dans le sens des droites de leur surface, et on dit qu’elles srmt illimitées parce qu’on peut les prendre infini' 
ment petites; et plus clics le seront, plu» on développera la surface avec smx'ès et précision. Ces sortes de surface^ 
étant coupées par un plan, il est des occasions où l’on a besoin de développer un Ue leur tronc sur un plan, afin d'avoir 
un patron. La géométrie descriptive ouvre les voies propres à atteimire ce but, et les arts tirent un grand profil de 
CCS développements. Les procédés de la géométrie descriptive sont mécaniqui's; nous y suppléerons par le calcul; re 
sera une nouvelle occasion de montrer quelles sont les ressources de l’analvse. 

4M. — Pour traiter avec méthode la matière dont ce chapitre est l'objet, nous commencerons i»ar déterminer les 
équations des points de rencontre d’une droite et d'une surface du siH'ond onlre; ensuite, nous nous occuperons des 
sections de ces surfaces par des plan.v, et la fomtc des équations de leurs projections nous apprendra quelle espèce de 
courbe il en émane. On verra que re n’est pas une propriété inhérente seuleiiteiil au cône que ses sections par des plans 
alTectent les trois formes : elliptîqiia, hypcrl>olique . parabolique; on la retrouve à l'hyperboloïde; le cylindre et l'eJlip- 
MVHle ne donnent qu’une espèce de courbe, les paraboloîdes deux. 

Enfin, nous parlerons de l’intersection d<»( surfaces courbes entre elles. 

Article cremier. — iBUneclloa 4'uv lifoe 4roiu ei d ate sirfice. 

4M. — Une droite ne louebe une surfaire du second degré en plus de deux points (n* 357' ; atn.si , étant donné une 
droite dans l'espace par les équations de ses projections, et l’équation d’une siirfbce, trouver les coordonnées de leurs 
points d'intersections. 

II peut arriver trois cas : la droite et la surface auront deux points de communs; elles n'en auront qu'un; elles ne 
SC loucheront pas. Voici comment on s’en assurera : 

Reprenons l’équation générale : Ax* j- Rj’ -f- Cx* 4- Dxÿ -h E;y K:x h Gx 4- Hÿ 4- U 4- L ^ 0 ; et soit : 
•r = oi 4* à, P =s« 4- Ira équations d'une droite qui aura, ou non, des points de communs avec la surface. 

Éliminons x et p, il vient : 

A(ai4-D)*4 Q(a5-h?;* + Cj» f-D{,ffi4-*.' 4-? ) 4 -E 'ï: 4- -i-G a.: 4 - à) + H (« 4- pj 

4 F {a; 4- è, 4 I; 4- D = 0 ; 
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«roù : (Ao* Fa 4-Cli»-^ (* Ao> D E? -f-F& + Gfl + üi 

4- { A^* + Bp* -h Dtp + CM- Hp 4- LJ = 0 ; 

«U » pour aJjréger ; AV, 4- B’i 4* = 0 [A]. 

Celle équation donnera, pour 2 , deux valeurs réelles, si la droite a des points de communs avec la surface. Les 
inrltant alternativement dans It'S équations de la droite, on trouvera, pour x et jr, des valeurs propres aux points d'in* 
tersertiona; mais ai f et y n’ont chacun qu'une valeur qui entre dans les conditions du problème, ta droite louchera la 
surface en un seul pxtint ; cela a encore lieu quand les deux racines de [A] sont réelles et égales ; ai elles sont imagi- 
naires, la droite et la surface n'auront aucun point de commun. Exemples : 

<" L’équation : -f- 6a-* 4- 5y* — isy — îjj: — î;y 4-2 Bj— — 53y 4 <364 = 0 [fl], représente un dlipsoMi- 

{n“ 360), et les é<|uations : j: = s 4 10 ; y = i 4 <0 [ 4 ], une droite; on demande s'il y a intersection. 

Mettons jmur x et y leurs valeurs [^] dans [fl], il vient, toute réduction faite : 1 9i* — 56 j 4 634 = 0, équation dont 
les racines sont imaginaires. 

L'équation de la surface étant la même que dessus, soit : x == ÎO, y = - — 10 [d], les équation.s d’une autre 
droite. 

Le résultat de rélimination est : — 192: 4 <904 = 0; d’où : j = 14, s = 34; substituant successivement ce?* 

valeurs dons [rf] , on trouve : x ss- 20, : — <4, y = 4 ; x= 20, s = 31, y = 24 ; et la droite et la surface se louchent 
en deux points. 

Remarqat : Voici comment on a déterminé les équations de la droite qui a satisfait à la condition de rencontrer Tel- 
lipsoîde en deux points : on a pris deux points de cette surface, dont on connais.sait les ctHirdonnées, tels que 0, 0’ 
( fip. 142) (écb. n® 2), pour lesquels (n« 362) : y = 20, y' = 4, s' = 14 ; x" = 20, y" = 24, i" = 34 ; puis, faisant 
passer [n® 92) une droite i>ar ces deux points, on a eu pour ses équations : x = 20. y = i — 10. 


AaTiaE 11. — laUneeüoas les sarficci coorbei fsr des ylaat. 


4M. —L’essentiel |»our ces sortes de solutions est de savoir trouver l'équation des surfaces, de quelque manière qur 
celles-ci soient (dacées dans l’espace. Nous possédons diverses méthodes pour cet objet; nous en proOterons, aAn de 
ne nous servir que de plans sécants dont les équations seront les plus simples, c'esl-è-dire de idans parallèles ou per- 
fiendieulaires aux plans coordonnés. 

Nous commencerons par les sections du cAne : ollos jouent le plus grand rùle dans l'analv’se, car les courbes du se- 
cond degré sont généralement qualifiées de sections coniques; or, comme nous connaissons la forme des équations de 
chacune, lorsque rélimination produira une équation entre deux variables, nous jugerons immédiatement à quelle 
«-ourbe elle appartiendra. Mais cette équation n’est pas précisément celle de l'intersection ; elle représente sa projection, 
et si le plan sécant est oblique aux plans coordonnés, ta courbe qu'il contient et sa projection dilTërent essentiellement, 
surtout si ce plan sécant fait un grand angle avec le plan sur lequel on considère la projection. Quand le plan sécant 
est parallèle au plan de projection, la projection et la section sont parfaitement égales. On a eu occasion de remarquer 
cela lors de la dbeu^ion de l'équation générale des surfaces du .second degré ; nous le démontrerons, cl principalement 
le cas où une courbe et sa projection sont essentiellement différentes. 

41S1. — Concevons un cercle dans un plan quelconque incliné. Par le diamètre horizontal de ce cercle, faisons pas- 
ser un plan horizontal sur lequel le cercle se projettera. Tout diamètre de la projection est la projection d'un diamètre 
du cercle. Il s'agit de trouver la nature de ta projection du cercle. 

Désignons |wir a le rayon de ce cercle, par p l'angle entre son plan et celui de sa projection horizontale. St par le 
centre du cercle on mène un rayon per|»endiciiiaire au diamètre horizontal, sa projection horizontale sera évidemment : 
fl cos. |l, que nous désignerons par ft. Pmions l’origine des coordonnées au centre du cercle, le diamètre horizontal 
pour axe des x, et la projection horizontale a cos. ^ pour axe des y. Ces deux angles seront à angles droits dans la 
courbe de projection; or, x et y étant tes coordonnées d'un point quelconque de projection, relies du point correspon- 


dant de la courbe projetée seront : x et — , en observant que les deux points correspondants des deux 

CM. P 

ont même abscisse, et que l’une des coordonnées est la projection de l’autre. Par une propriété* du cercle, on 


9 * 

cos,*^ 


= fl*; ou: x*cos.*^4y* 


courbe» 
a : 
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MuMipliaiit pâr «•, il vieni : a*x* cos »^-l-y*a» = fl* cos.* remplaçant s* cos.*? par **, ou trouve enfin ; 

>*x* f- ii*ÿ* =s a*b*. 

I.a projection horuonlalc d’un cercle est donc une etlip^ 'n* 151] lorsqu'il est dans un plan incliné par rapport au 
plan de projection. 


§ — SectioBS éo c6a« pir Sei plut piriOèles A c«n de prejecüaii. 


— Soit ; j*-rx*— 9ÿ* 4- 6 j^ 4rjc— • 2ijf | I6i f- 70x — 280j-h784 = 0 [A], l'équation d'un efirn* obli- 
que circulaire» dont Taxe pme le plan des ;|r et est incliné sur ce plan. Il est évident gne si nous coupons la surface 
|rtir un plan parallèle au plan des jy, ce plan sera oblique à Taxe du cône. Voyons quelle sera la courbe qui résultera 
de retic section. I.c plan sécant est représenté par : jrs= 30 ; remplaçant x par sa valeur dans [A]» il vient» toute ré- 
duction faite : ;* — iig -h 9ÿ* — 104 j — lOOy 3784 = 0» équation d'une ellipse, projection de la section à laquelle 
elle est é^tale (n« 461). 

Cela prouve que les sections faites dans un cOne circulaire par des plans inclinés à son axe, et qui nmeontrent toutes 
M» arêtes» sont des ellipses. 

A6S. — Coupons un cône à base circulaire par un plan per|>em]iculaire à son axe» la section sera un cercle. Soit le 
rône ;H® 408) droit : s* 4- y* — x* — 40i — 38y j 22* 4 - 640 = 0 , dont l'axe est }ierpendiculaire au plati des ; et 
soit : X = 12, le plan sécant. L'élimination de x produit ; i* \ y* — 40« — 38|r + 760 = 0, équation d'un cercle, sec- 
tion parallèle à la base du cône. Nous avoirs démontré ^n® 240} que les sections ami-paraUèles à la Iva&e du cône étaieni 
aui^i des cercles. 

464. — Le cône représenté par réqualion : s* — y*— x* — 40i h 24y 4-,10x-f-31 = 0, a son axe |ten>endk'ulaiie 
au plan des xy |fip. 207! ; le plan sécant : x = 20» parallèle au plan des :s et & Taxe du cône, rencontre tes deux iia|>- 
pes de la surface de cclut-<i et le coupe suivant une hy|*erbole ; i* — y* — 40i 4 - 24i 1- 231 = 0. 

466. — Prenons le cône droit (n® 408' : s* 4 y* — x* — 40r — 38y 4- 22x 4 640 = 0 ; conduisons un plan sécant : 
y X 4- 4, parallèle à une arête de ce cône de manière è ce qu'il rencontre sa surface» celle-ci sera coupée .vuivanl 
une parabole représentée par : r* — 8x — 40x 4 - 640 — 0. 

468. — Le cône droit {n® 40H) : i* — y* — 40:4-38y — 22x-f- 160 = 0» a son axe parallèle à l'axe des y, ri 
ret axe est dans un plan dont réqualion est : x = 1 1. Coupous le cône par ce plan, nous aurons : 

5’ — y* — 40.’ 4 38y 4 - 39 = 0» 

équation fn" 310) d'une hyiwrbole qui se réduit h deux lignes droites. 

§ II. — SectUiii di cAie yar des ylaas ebbfeet tax plats cesrdoatéi 

467. — Au lieu de couper le cône par des plans parallèles aux plans coordonnés» en donnant à cette surface les 
(iOikitioRS convenables pour en obtenir les sections qui convenaient à nos spéculations, il ivous était facultatif de nou.v 
servir de plans obliques sans changer la |»osi(}on du cône; tuais ce qui a été démontré pour tcllcs-là le serait pour 
c<*JlciM.‘i; car, que l'on conserve au plan sécant la même position et que l’on fasse varier celle du cône» cela revient au 
même que de laisser au cône toujours la même position et de faire varier celle du plan. Toutefois» afin de montrer les 
puissantes ressources de l’analyse, nous placerons le cône dans tmc imsition fixe, et nous donnerons au plan sécant di- 
verses directions; mais il importe de connaître la nature de la courbe de la base du cône dont tmus nous servirons. On 
la déterminerait à l'aide de l'équation de la surface » en coupant celle-ci par un [dan peiqiendiculaire ou oblique à son 
axe; la section serait un cercle ou une ellipse. Pour éviter celle recherche» qui nécessiterait aussi celle du sommet , cl 
mlin le dessin de la surface du cône» noms concevrons un cône ayant ou n'ayant |ias son sommet à l'origine des coor- 
données, et sa base circulaire dans un plan parallèle k l'un des plans coordonnés, il ne sera rencotilré par aucun de 
ces plans, et sera par conséquent oblique. S<»n équation, qui est utile, on la coniposerail d'après les principes exposés 
n* 433); mais ces prinnives exigent que l'on sache comment est disposé Taxe du cône, son plan diamétral, et qu'on ail 
line projection ; cela demande des calculs préliminaires dont dispense une méthode fort iugénieosc. II suffit . avec elle , 
d'avoir l'équation d'une projection de la directrice, celle du plau où clic est» et les coordounées du sommet du cône. 
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Nous nous sommes réaer\é d'en parler ici, afin de faciliter l'intelligenrc de c« que nous nous proposons de démontrer 
;:i.4iéraleraent : que les sections du cdoe sont des courbes du second degré. Ainsi, avant d'entrer en omliére & ce su- 
jet, nous nous pennettrons quelques détails rclatîNemetil à cette méütode. 

Ij» aurraee du cône «t engendrée par le mouvement d'une droite assujétie, dans toutes ses positions [u* 282‘, à pas- 
M?r j»ar un point donné, sommet du cône, et par tous les (M)iiu.s d'une courbe quelconque; rc\pres.sion de celte géné- 
ration sera l’équation de la surface. la génératrice devant toujours passer par le sommet, ses équations seront 92 : 

j: — -s O — J*] ; y y' = bfj — 

dans lesquelles x\ jr'. i\ coordonnées du sommet, sont constantes; a et i> ne le sont que pour une position de la géné> 
ralrice, mais elle varie lorsque ceUe^i passe d'une position à une autre, c’est-à-dire que les quantités s et à iiidiqueni 
les tangentes trigonométriques des angles que la génératrice est appelée à faire avec les txes coordonné.^, en intssam 
d’un point de la directrice à un autre point de «relie courbe. 

Supposons que : Aj-* { fij*p i Cy* | î)x-f< Ey F = 0, représente la directrice, et s = le plan parallèle au 
plan d«$ jry, où elle est située. 

Maintenant, ces quatre équations doivent avoir lieu en môme tenais; donc, éliminant x, y, a, on aura une équation 

J— i’ >— >' 


en a et b, quantités que l'on r«‘iiiplacera par leur valeurs : 


- ; le résultat sera l’équation cherchée 


AprurjkîiüJt. — Soit : i 3jf*-- 44 j — îiy — <3y f 799 = 0 [<], l'équatioi) de la projection de la directrice : 

ptpt' ^fig. 203; du cône; x » 15 [2], le plan [n" 402j dans lequel elle est ; puis : * 

x — x' = a{: — s'] [3]; , — (*), 

les équations de la génératrice. 

78 134 

y' = -g—, s' = — Menant pour x', y', i' et x , leurs va- 


l.es coordonnées du sominet sont : x^= 

5 


leurs dans [3] et [4], on tir ede celles-ci : i 


27-4-4340- 


[5] ; on déduit encore de [3] et [4], sans 


y remplacer x par sa valeur [î] ;a = ; b = [6]. Lcsvaleurs de set y portées dons [l]doniieiil : 

5#"— Iti4 iii—lJà 


5,-78 


( 


27-*-l3irt 274 f-7Ho 


5a 


)-< 




47 + 


47 + 13*0 ' 

■»« ' j V 

13*0 




î7* + 78o 


) 


I 799 = 0; 


effeirtuaiit les Opérations indiquées, faisant disparaître les dénominateurs, et réduisant, on trouve : 

729rt* + 2IH74' -4- 364o«4 — 29lGa — + 729 = 0, 

qui revient à : a* -{- 34* -4- oa4 — 4o — 24 -4- < assO. ivuhstituanl à la place de a et 4 leurs valeurs [6j. on a : 

(■ i«-*8 V I -r 5,-78 y f &r-*8 5,-7» > f &r- *8 \ 

I âi— I3*‘, ■' 3: — 13* j V 5*— lirjl. Si— 13* J ‘l. Si — *3* ) 

Si— 134 

développant et réduisjml 2'>x* 4- 7 qr* -f 23i*— 400 jx— 50;y -+- 125xy f 400 j -4- 250x — 2200y 10600 = 0, ou : 

x*4-3ÿ*-l' :• — 4ix — 2iy-4-5xy -h I6j-}- IOx — 8Hy 4- 424 =0, équation comme et trouvée (n* 402} par un autre 
procédé [n* 437 !. 

Si l’on prenait jiour directrice lu courbe min’d' ( fig. 203 ;, représimlée par : i* -4“ 3y* — 2;y — 68y 4- 480 = 0 . et 
produite par le plan : x = 4. t-oiumc nous l'avons imliqué 402], ou obtiendrait la même équation que dessu.s. 

Actuellement, inmr rentrer dans lo sujet qui fait l'objet de ce paragraphe, nous profiterons de ce qui vient delre 
établi, afin de disposer un cône dans rcs|tace de manière à rendre plus simple, sans qu'elle perde de sa généralité, ta 
déuion.vtration que nous avons amioimée. 

Soit donc (fig. 148 4ta] : NOx un cercle, ba.se ou directrke du cône SNOz,dont le sommet S est à l’origine des coor* 
données. Celle directrice p«‘ut être considérée comme provenant d’uîic section faite dans la surface de la sphère par un 
plan Ey parallèle au plan des xy ; l'équation de NO* sera de la forme : x* -f- y* -}- ax -4- 6y -1 F = 0 [4] ; .sa position 
dans l’espace sera fixée par i‘é«(uatioii : s = /“A = d, c'est-à-dire que, pour le décrire dans son lieu, co« deux «V]uatimis 
doivent exister ensemble. 

Les roordomiécs du soiimiet sont ; x' = 0, y' 0, a' = 0 (2], puisqu’il est à l’origine des coordonnées; et la géin''- 
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ratrice SN esl représentée par ; jr— x' = e (»—«'), y — y' = >(^ — x'\\ ou par: x=ax« (3), en tenant 

cnsiptc des é<|U8lians (3J. 

t)n lire (le [3] : a = ^, = “ [4] ; rcinplaçAiil i par sa valeur dans (3), il vient : x = ad, y = M. Portant ces 

valeurs dajis [1 ], on a : a*d* -i- Md* + md + + F = 0 ; substituant ü la place de a et 4 leurs valeurs [4], on trouve : 

d* + J' i ^ + F = 0 : 

d’où : d*x* 4- d*ÿ* H- odw 4 - pdsf 4- F«* = 0 [5]« équation du cône SNO« oblique à base circulaire. 

Pour démontrer d'une manière Hgour(msc <{ue les sections de ce edne sont des courbes du second degré, il faut que 
réquation de ces courbes soit connue dans les plans sécanls;car(u* 4â4)on sait que la projection iiV-st égale i la chose 
projetée que tout autant que l’une et l’autre sont dans des plaiLv parallèles. Or, Il y a plusieurs moyens de déterminer 
l'équation d’une courbe d'intcrscction dans son plan ; nous emploierons Ici la plus simple pour abréger les calculs, en> 
suite nous reproduirons les autres. 

Ayant donc coupé le ('dne SNOa par le plan ta*, perpendiculaire au plan des xr, nous rbereberons l'équation de la 
courbe /M4 dans le plan sécant dont nous désignerons les axes al , au, par f et u, et l’origine de ces coordoriniVes sera 
placée eu A' sur Taxe of. 

Cela |k)sé, prenons un point quelconque, M, de la courbe /MA, ses coordonnées dans le plan itiu seront : 

/MbA'Kssb; Ks = A'K=I. 

Le plan .sécant fait, avec le plan des xy, l’angle : TaP = MKI. 

Ainsi, les coordoimée.s de M par rapport aux plans de projections seront, puisque la position de la nouvelle. A', est 
indiquée par : x = Sp q, i = pA' = v, seront , disons-nous : 

x = Sp + Pp = Sp4-KI = q4- /. co«. MKI = q 4 - (. cos. 6; y = SL =«e = K A' = a; 
a = pA'4'TT' = pA’ + IM = v-f /. si». MKI = » 4- L sin.6. 

Portons ces valeurs dans [5], il vient : 

(Ç -l-lcos. 4- a* 4- (V4-/. sin. tlj’F -h ad (q-|- (. cos. 6) (v4- L sin. 4) 4*pd(v4- L sin.6) « = 0 ; 
d'où l’on lire . 

(rf*co5.*ô 4- Fsin.*64-»rfeo8, 0.vin.0)l* 4 a* (2il*qcos. 0 -j - îFi'sin. 6 -f-oifqsin. 64*«lveos. 4)l4-^sin. 

-f- pdv.a 4-rf*î* = 0 ; 

ou bien, en faisant : 

A = d*cos.*(i4-Fsm.*44-»rfcos.6wn.6; B = ^sin.(l; C= 1; D = 2d*7COS.S4 ÜFvsiii.e + adqsin.® f sdvi^s.jli; 

E = ?dv; F = dVi 

nn a : A/* 4- B/a 4 Ca* 4 - D/ 4 Eb 4- F = 0 [6], équation générale des courbes du second degré. 

Kxaminon.v maintenant laquelle de ces courbes elle représentera, lorsque nous changerorw la position du plan sécant. 
En conséquence, supposons que le plan tau |»asse ttar S, et que l'origine A' sc confonde avec ccUe-là, il est évident 
qu’alors : ip = q = 0, pA' =: y s= 0 ; d’où il suit que les quantités représentées par D, Ë, F devicnncni nulle», ou que : 
l) = 0, K = 0, F = 0, cl l'équation [6] prend U forme : A/*4 -Cb*4 B/i» as 0, et elle appartient à deux lignes drai- 
ii'M, arl'les n” 283i du cône, lesquelles font, avec les axes des t et des a, des angles inégaux, si toutefois B* — 4 AC est 
IKisitif {n** 340); s’il est négatif, le plan sécant ne rencontrera pas le cène; s’il est nul, le plan et le cône se toucheront 
suivant une ligne droite. 

Il nous est permis d’admettre que les droites SN, SO, résultent de la section précédente. Dans cette hypothèse, 
tondaisons le plan sécant fa'u' parallèlement A SN , nous aurons : 0 s= tVP = EMI ; et en notant par r la droite AN , 
rayon du cercle NO» : , 


KH Ar i 

iy=- EA — AT =-rrr» 


mais : tang. 9 » 


sin.9 


donc : 


sm. Q 
cofi.4 


C0S.4 ’ co«.® X— r 

d’où : cos. ôs s= «n. 4x — sin. Or ; qui esl comme ; (co«. Oi — ain. Ox’,* = (— sin. Or)*, Développant , il vient : 
cos.*0:* — ÎJxcos. Osln. 04 sin. 6*x* — sin.’ Or* = 0; 
ou ; S^xcos. Osin. 0 — cos.’Oî* — siii.’Oi* — sin.*0x*4-stn.*ûf* = 0 [7); or, nous avons : 

B* — 4 AC = fi*d* sin.*6 — 4((f* eos.*0 4- F sin.* 0 -H «d cos. Osîn. 0) = — 4 m/cos. Osin. 0 — 4d* co5.*ô4-p’d* sin.’O, 
valeur idejilique avec [7] ; donc ; B* — 4 AG = 0, caractère de la parabole (n® 316). 
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Si le plan l'a'u' ^incline vers le plan des jÿ de façon à devenir parallèle è Taxe AS du cône el à rcnronlrer les d«‘ux 
cônes opposés, fl cri évident que la tangente (rigonouiélrique de l’angle l'aT diminue, et que, couséqiicmmeiit : 

Ung.0=-^^< — - — ; donc: «cos.Os — sin.Ôxl* <8in.’0r’: 

^ eos.fl I — r * ‘ 1 '-H , 

et par suite : 2«xcos. Osiii. 0 — cos.*^* — sin.’Ox* l-sin.* Cir*<0; donc : 

— 4mI cos. Osin. 9 = 4 Fsin.'ô — 4d* eos.* 0 p*d* sin.’ 6= B* — 4 AC >Ü, 
caractère de riiyperbolu (ti” 305}. 

Qne le plan sécant tau traverse le cône SN«0, alors : tang. taP>tang. l'a'P; ou : 

. A sifi* ® i 

® cos. 0 j:— r * 

ce qui donne : iix cos, 6 sin. ô — cos.* Oi* — sin.* to* -H sin.* 6r* >0 ; ou : 

— 4id cos. 0^11. 6 — 4 F sin.* 6 — 4d* cos.*0 + >’d* sin.* 5 = B* — 4 AC<0. 
caractère de l'cUipse (n*^293}. 

Eiifîn , supposons que le plan tVn' devienne parallèle au plan des ory, on a : angle & = 0 ; et par suite : 
sin. 6 A'..:., k t < F sin.* 5 «d c os. 6 sin 

d* cos7* Ô 

(xd 


tang. 9 = 


cos. 4 


= 0, d’où : A =1-4- 


D= 1 -P 


2Fvsin. 0 vdq sin. D 
îd*q cos. Ô ^ W *9 cos. Ô 


■h 


d* cos.* 0 

adv cos. Q , , 

— t -f- • 


« 4-h0-f-O = l; 

= îdç 4-«; B = ^sin. 0 =s 0, 


2d*ï cosTy ' 

et cunséqucuiment [6] revient à : ^•*f #*-l‘(2dq H- «)!-+- *jdv« -P dV = 0, équation d'un cercle plus grand ou plu?< 
petit que NsO. 

<«8. ^ Noos avons promis d’enseigner la manière de déterminer l'équation d’une section du cône dams son plan sé> 
eaiii; nous allons nous en occuper; mais nous ne ferons point usage de l'équation du cône; nous représenicronscelui-ci 
comme nous l'avons indiqué (n<^ 287, 441); cela est plus cotninode et plus général. 

Soit donc ; Ay'* H-Bx'y' -p- Cr'* -P- Dj' -J- Ex' -p- F = 0, l'équation de la directrice sur le plan des xy; et supposons 
le cône droit, son axe CS (Og. 247) sera le lieu géométrique des équations : x'' sa; y'' = i'' = indétini; que le 

plan coupant NM^ soit |>erpendiculaire au plan des une formule de la forme ; x = >— ai + 4. le fera connaître. 

Pour trouver l’équation de la section dans ce plan, il faut avoir au moins quatre points de cette section dans le plan 
dont il s’agit, lesquels peuvent être choisis de façon à ce qu'ils soient les limites de la courbe. Noniiiions la trace N.41 , 
du plan NEf, axe des t, et la trace M^, axe des u; le point M, où ces nouveaux axes sc coupent, sera l'origine des 
nouvelles coordonnées. La directrice sera un cercle ou une ellipse ; prenons les diamètres D», BE de celle direclruT; 
le premier, parallèle à l'axe le sera aussi à l'axe des y; le deuxième, à l'axe des x. Puis, par les points B. a, E, IJ. 
passeront les arêtes SB, Sa. SE, SD, lesquelles rencontreront nécessaifement le plan sécant en des points O, e, F, a, en- 
tre lesquels O cl F seront les limites do la section dans le sens dc.s t, et e et a les Uniitcs dans le sens des a. Reste à 
déterminer la position de ces points dans le plan sécant. 

A cet effet, cherchons leurs coordonnées x, y, i; nous les obtiendrons à l’aidc des équations des arêtes auxquelles 
ils appartiennent. Or, le sommet S du cône est désigné par : x" =o, y" ~ ^ ~ x = CS. 

Concevons qu'on ait déduit (n** 287) de l’équation de la directrice, pour coordonnées de B, que l'arètc SB a de com- 
mun avec le plan des xy ; y = d„ y' = 4„ i' c= 0. Les équations de celle arête seront (n* 92; : 

, rf. — » / , . 4,— P . V rf,— « 4, — P 

X— d,=s (i — x; y — 4, = — 2 C-u — »; ou: x = —^ i4**; y = — ^ 

De même si les coordonnées a , de l’arèle Sa, sont : y ^ nT, y' s= b\ i' = 0 , celte arête aura pour équations : 

*1' — * . . . 4' — 8 . „ eu . .. d" — * . 4" — 8 

— Sfc sera representec par : i -f-*; y as r » 


-s f-«; yi5s 


puisque les coordonnées de E sont : y ^ d", y' = ô", s' = 0. 

Enfin, les coordonnées de D étant : x' = d"', y' sa ô'", i' =s 0, on aura jmur SD : 

■’• + >: sf= ? i + ?. 

Cmuhinant 1<4 équations de chaque arête avec celle du plan sécant, on trouvera les coordonnées de O, c, F, u. 
Rappelons-nous que l'équation de ce plan est : x ~ — a; -f- 4 ; donc, pour le point O, où i'arète SB le rencontre : 

4,d , — «4, , 44, — b — d,l8 -{- 4, a 4- ttaP . _ [4 — «;x 

i/. — * d, — *4-ax ‘ 


d, — - * ax 


ï= - 
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Pour le poini e, de l'arète S» : 

d'b — a« 

d'— a-f*(ïx 

Pour le point F, de Parrte SE ; 

d*’b — ta -4* ‘J** 
d" — a a* ’ 


! b — 4'\ — fr'a 4~ C*.^ , 
d' — a * 


:d — «'X 
d'— a -f- 


d' — «4-ax '* d" — a4-fl*‘ 


Pour le point a, de l'arète SD : 

= — P — t *»? ■ 

d^— a-l'rtx * ^ d"' — «a-l-flx * * d'" — a-he* 

Par O et F, faisons passer uii plan ; il coupera le plan suivant une droite OH « parallèle au plan des iX cl à la 
trace NM. Cette droite percera le plan des lÿ eu H , point placé sur la droite Or, le plan qui passe par les points 

O et F, passe aussi par Taxe du cône; donc» les coordonnéiîs de H sirroiàl : x = ÿ = p, « = 0, {vuiMpie luicore la 
droite OH est représentée par : .r = — «-F fr, y *= p =* MH, eomiMC étant jiaraJJèle à NM, à une distaucc épale à la 
valeur de j. 

Par e et «, menons des plans (parallèles au plan dos 2 x; ils rcnronlreronl le plan NMs suivant deux droites, cl et oK, 
pitrailMes à la trace NM» et dont les équations sont» pour la première t 

W — 'B 'F — d'J — é»'* -f-4rx|i 
v= -• 

Pour la deuxieme : x=» — ai-f-i; jf= ■— ^ . 

d — a-4- ox 

l.'ordonnée y est pour rl é^ale à celle de «» et pour dK, épalc à celle de a ; d’où il suit que les coordonnées de I sont : 


x = ; = 0; ÿ = 




. « é'"*— B(>— dn — *'"«+««? 

El celles dek: x=è; 5 = 0: y ^ • 

’ ' d — a-4'rtx 

tiCS données vont nous servir à déterminer les (losittcms des points O» r» F» a, dans le plan NMs. 

I.a plus eonrle distance des points O et II est exprimée par in" 29] la formule : 

I> = x'/ V y — — 

dans laquelle x» jf, z tiennent la place des coordonnées de O, et x', y\ • celles de 11. Donc : 

011= I// 

F \ d,— 2-i'Ux / ~\ d, — ' d,— -s-f-nx * 

De même, la plus courte distance, FH» de F ù H est : 

HII = ^ -»)’+{ _ J )V ( 0- (. 

"\d— «iox / ', d— a-|-e* '^/ d— x-^«x/ 

Ainsi» les positions des points O et F» dans le plan sécant, sont trouvés, le centre C, de la courbe rberchée, est 

sur Taxe du cône et dans un même plan avec O et F, d<>squelh il est égaleimml dislanl ; donc, son lieu sera fixé par . 

. ur’P -f- FH A -f- B _ . , . .... |. 

t is HC = ^ =; — , en faisant ; 011:= A. I H = B. 

Quant au (»oinl e, d'après ce qui a été dit (trécédcmmenl ; 

C'« = m = Mil — M I = ? — ; 


en faisant : OH := A. FH = B. 


C'e= IH = MII->MI = 


fl on trouve : 


c. = 1IK = MK - MH = ->"'»+■«? _ J. 

d — *- 4 " «X 


mais puisque e et u doivent être à égales distances de C', on aura : 


C*# = C'u = B — — j, T . 

‘ d — a-f-rtx 

valeur de l'ordonnée du centre de la courlM: dont U s'agit. Si OH est le diamètre de celle courbe, l'équation de relie 
droite dans le pian sécant sera : y = « = ^ = MH ; puis O cl F étant deux limites dans le sens des t , il résulte que 
l'équation de la courbe cbcrchée sera de la foruic (n* 324 : 


— S'P — d' 
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dans lai{uclle est înroniiii. Pour le déterminer (n® 321 ), remplaçons / |wir sa valeur — ^ — , et ayant 

éitard à ce que l’ordoiinée du centre est : Ce = C'a, H vient : 

B'* — lAX' [A* hB'HJ' — « i flx’ . 

4 A'> ” — W' — — d'i— ’ 

el euiiséquemmeiU ; 


_ _ Il H- \ / / i^* + B’ i d' — » + Ox; 'v 1,1 _ _ (B 4- AB . 

^ — y V p(rf' — t-i-axj — bb' — f* > — d') — *'x + iixji 

équation de la courbe d’înterseelion demandée, et qui en fera connaître la nature. 

4®. — Nous rendrons celte théorie plus sensible par un exemple numérique. .Soit donc (éch. n® 2] : 

— 4*ÿ'— 40x^-+-784 = 0, 

réquaiîon {fig. 2I7J de la directrice BbDK du edne droit; x" = 20, g" — 22, ; = indéfini, les éqnntîons de son axe , 
et : j" » 20, g" = 22, i** = 50, les coordonnées de son sommet. 

{.'équation : x » 2i -h 44 , est celle d'un plan sécant NM^.. 

Maintenant, les coordonnées : y = 10, y' =22. ^ = 0, du point B, ont été déduites de l’équation de la directrice; 
en sorte que l'arète SB du cOne qui passe {«r ce point et par S a pour équation (n® 92) : 

»=-^î-M0, »=2î. 

I.CH coordonnées de n étant : x’ = 20, j' = 12, i' = 0, les équations de Sa seront : x' = 20. ÿ = -g- i 4* 42- 

Les coordonnées de E étant t x* =s 30, y' = 22, a' =0, les équations de l ‘arête SE seront : 


Enfin , les coordonnées de D étant : x' = 20, y' = 32, i* = 0 , les équations de SD seront ; 

x = 2Û, y= ^i-f-32. 

(k»mbinanl les équations de ees arêtes avec celle du plan, on trouvera que les coordonnées de O sont : x = 13,43, 
y = 22, s = 15,45; relie» de r ; x = 20, y = 14,4, i = 12; celles de F : x = 28,46, y = 22, ; = 7,7; celles de a : 
X = 20, y = 29,6, s = 12. 1.e plan mené par O et F coupe le plan sécant suivant 011, parallèle À NM, et dont les équa- 
tions sont : X = — 2^4-44, y = 22; donc, H a pour coordonnées ; x = 44, y = 22, 2 = 0. 

Les droites ci ctflK.quc l’on sait mener, sont rcpré.»enlée5 par :x = — 2{4*44; y=14,4; x = — »2-4-44; 
y = 29,6; et par suite, les coonlonnées de 1 et E sont : x = 44, y = 14,4, « = 0; x = 44, y = 29,6, s = 0. 

I.a distance üll est exprimée par : 011 = — 13,Î3j* 4- ;2Î — 22)’4- [0 — 15,45i> = 34,52 = 1; la distame 

Fil par ; Fil = 2tU6)*" H-T22 — 22)^ Î0,'7;7i* = 17,34 = /; el le centre C’ par : 

I — _ 25 93 _ 

Aciucllemcm : CV = 111 = MU — MI = Si— 14,4 = 7,6; C'a = UK = .MK — MH = Î9.6 — ïî = 7,6; doii : 
= C'a = 7,6, onlumiée du centre de la section. L’équation du diamètre OH est : a = 22. 

Dr ce que O cl F sont le» limites de la section dans le sens des I, on a : 

« = ± - (' — •■'‘>3*) (' — <■?■■■'*)• 

Heniarquant que pour le centre l = 25.93, et que Ce = C'a = 7,6, il vient ; 

B'* — 4A'C' 9,46 ... , i/“ 7“9,‘46 ^ «. „r. . 

équation d’une ellipse dont le grand axe est OF, et le petit axe te. 

476. Une surface du secoinl degré étant rapportée à trois axes rectangulaires, x, y, s, trouver les formules pro* 
près à domicr l’équation de la courbe d'intersection de cette surface par un plan donné de position : (mr l’angle de sa 
trace dans le plan des xy avec l'a.ve des x, et par son inclinaison sur le lUaii des xy. 

Prenons pour plan des x'y’ le plan dont on demande rinlerscelion avec la surface; pour axe des x', la trace AK 
(fig. 255) de ce plan sur celui des xy; l’axe des y' est alors une perpendiculaire AD, menée à cette trace dans le plan 
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S4x'a»t, fît l'axe des i’ une perpendiculaire à ce plan. Nommons, d’ailleurs, ^ l'anple KAQ» cl langle que forme U‘ 
plan sécant ou le plan dü.s avec celui des xp. 

Ces deux aii^iiles, dont la connaissance suftil pour fixer la position des troi.s nouveaux axes, peuvent être donnés à 
priûri , ou bien on peut les obtenir facilement d’après l'équation : Ax H- By i - C4 + D ^ 0, qui est celle du plan. On a 

C 

d'abord (n* 131) pour l’angle Oî Coa. 0 s= b»~ 'c^ ' 

Quant à l’angle 9, comme l'équation de la trace du plan sur le plan des xa est : Ax -f- By + O =: 0, il s'ensuit que 
— exprime la valeur de Umg. 

Cela posé, pourVapporler la surface courbe au nouveau système d’exes. on a les formules déjà établies (n" 3^ , qu'il 
ne s’agirait que de substituer dans l'équation de la surface. 

MaU puiiH)u‘on a |»nur liut de trouver rinlerscction de la surface avec le plan des x'y', il faudrait faire ensuite s* *= 0 
ilaiis l’équaiiori iransformée ; ou voit que cela revient à poser sur-le-<*hamp a' = 0 dans les formules du n'' 35, ce qui 
les réduit à : x = x'cos. * 4-f' y = x' cos. «' -f- ÿ'cos. f»'; a == x'ros. H-y^cos.^*’; et en ohservimt que 
nous avons nommé 0 l'angle de la trace Ail ou des x* avec Taxe des x, et 0 l'ongle entre les plans x'y' et xy, on aura : 
X = x'cos. ç-i' y'cos. p; y = x* sin.ç-|-y' eos. p'; a = y' sln. 6, piiistiuc co*. = 0. 

Il reste encore à déterminer m. p et cos. p' en fonction de ^ et $. Pour cela, on se rap^ieliera i^e qui a été dit 'n** 37;. 
Le triangle DRQ donne : co$. OQ ss cos. DR cos. RQ + sin. DR sin. RQ eos. DRQ ; ou : 

Coa. P as cos. 90* cos. ^-f-sin. 90"sin.Ÿ cos. 0 = sin. ^cos.O. 

Le triangle DSR donne : cos. DS as eos. DRcos. RS sin. DR sin. R.S cos. DBS; ou : 

Cos. P = cos. 90* cos. [90 — ç] *f- sin. 90* sin. [90* — ç) cos. 0 = — cr«. 9 cos. Ô. 
n vient donc, par la substitution de ces valeurs : 

xa x'cos.f + y'cos.Osin. ÿ + a; y « x'sin. — y'cos. ^cos. 0-h à; a = y' sin. 6 4-c. 

Telles sont les formules dont on pourra faire usage toutes les fois que l’on voudra déterminer la nature de l’interser- 
lion d'une surface courlie |Mir un plan quelconque, les constantes a , à. c étant les coonlonnées de la nouvelle origine. 


§ IIL — léTelopyeaeii éa càie éroit 01 obtiqae. 

471 . ~ Le cône est une surface développable. Noos allons fournir les moyens de développer une piorliori de eette 
.surface, obtenue en rou|»aiit celle-ci par un plan perpendiculaire ou oblique à son axe. Les éléments n(Vc$.saircs à 
rette opération sont les lojigucurs des arèle.s de la portion du cône donnée, comprises entre le plan sur lequel s’appuie 
la base du cône et le plan sécant. Noua avons dit [n* 457] que plu.s tes éléments plans d'une surface développable 
étaient petits, mieux on la développait; ees éléments devant élr«; choisis dans le sens des arvHes, plu» on en prendra, 
plus grand sera le nombre des arêtes dont il faudra déterminer les j»oints d'tiiterseclioiis avec le plan sécant [n* 468! ; 
puis, rotmaissant les coordonnées d(*a pieds de ces iiiétiies arêtes, on aura toutes les données nécessaires [>our calcnler 
leurs longueurs. 

Ayant les longueurs d'autant d'arètes qu'on voudra d'un tronc de ediie compris entre le {dan de sn base et le plan 
sécant, on développera sa directrice, s’il est droit et à base circulaire, sur un arc de cercle dont le rayon sera égal à 
la longueur d’une des arêtes du edue, longueur comprise entre le sommet et la ba.'^e; puis, prenant sur ret arc ou dé- 
veloppée de la directrice, que nous nommerons axe de développement, un point queieunque pour point de départ, et 
un sur la dii*ectriee, on divisera celle-là et colle-d en autant de parties égales; et comme les points de divisions de la 
directrice sont marqués par les pieds des arêtes, si par le centre de la développée cl ses points de division on mêue des 
droites, leur ensemble composera le développement du cône. Portant sur chaque droite du dévVîloppeinenl. corres- 
pttmlttiil aux arêtes du cône, et à partir de l'axe, les longueurs de celles-ei, comprises entre le (dan sécant et la Itase 
joignant leurs extrémités par une ligne, l'espace renfermé eolfc celte ligne et la dévelop|>ée de la direrlrwc sera le di*- 
veloppement de la portion du côue proposée. 

Mais si le cdnc droit avait pour direelriec une ellipse, pour développer cette courbe comme il convient à la struc- 
ture de la surface, on prendra nn point quelconque sur un plan, pour servir de centre ou représenter le srimmet du 
cùnc. De ce point, on tirera autant de lignes droites qu'on le jugera comenabie, faisant entre elles des luigh*» égaux 
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nu in^aut. On choisira sur la sorfaro du cOiir des arêtes disposées les unes à I ejfard des autres, comme les droites 
dont ou vient de parler; on calculera leurs loiifrueurs entre le sommet et la baS4‘, on les portera, à partir du point 
central, sur les droites du plan de développement qui leur correspondent; leurs extrémités formeront une suite de 
points qui composeront la développée de la hase du c^ne elliptique. Si Ton veut connaître la diSelop{>ée d'im iront' de 
(N^ne, U n*y a rien à changer à ce qui a été dit plus haut. Pour un cène oblique à base ellipliquo, le procédé est exac- 
tement semblable, soit qu’on désire développer sa directrice, soit qu’on cherche le dévcloppeoicnl de son tronc. Cc- 
|)cndant. puis4|uc le cène oblique & base elliptique a la propriété de donner des cercles lorsqu'on la coupe par dos {>Uns 
perpendiculaires à son axe ou dirigés convenablement , on proütera de cette propriété pour développer sa dimrtricc 
plus facilement. En cITi'l, qu'un cène de l’espécc de celui dont on vient de parler wit donné, et qu’on demande de dé- 
velopper sa directrice et la courbe qui résulte d'une section faite par un plan quch'tnique, coupez le cène (>ar un plan 
pcrpciidiriiiairü à son axe (n" 129). si toutefois le premier plan sécant ne remplit pas cette cmiditioo , vous obtiendrez 
un cène droit à ba.se circulaire; développez cette nouvelle directrice, elle sera un axe de dévclopi>ement qui vous ser- 
vira & développer la directrice elliptique cl la courbe de la section : la première, en calculant les longueurs des arêtes 
comprises entre le plan de la base et le plan perpcinlieulaire à Taxe du cèno; la deuxième, en calculant tes loiigucurv 
de res mêmes arêtes, comprises cnti^ le plan sécant cl le plan |>er{H‘cidicuIaireà l'axe. 

— Pour rendre plus sensible la forme des eourtics d’interseclious d’un cène i^ar un plan, nous emploierons quel- 
quefois, pour plans de projections seulement, deux des plans coordonnés, c’est-A-dire le plan des xy ou horizontal, 
et le plan des zx vertical. Cela ne nous empêchera pas de tracer les surfaces comme si les troi.s plans de projeclioi» 
existaient, et nous ebobirons nos plans coupants de façon à ce qu’ils soient perpendiculaires à ceux-là. 

ATS. — Nous donnerons, pour premier exemple, un cène droit à base dreuiaire, dont l'axe soit |M.ir|tendiculaire au 
plan tiorizonlaJ. 

L'équation de la diroetriee ABCD;fig. 218) sera: y'** f x"* — 44y" — = 0, et les coonloiinées du som- 
met • : y = 20, îf'= 22, z' sa 30 (éeh. n* 2’. (Chaque partie de celle échelle a été doublée.) 

Déterminant une suite de points sur ABCD, et faisant passer par eux et le sommet $ des droitca, on aura un eeriain 
nombre d'arètes du cène dont les équations ( n® 287 ) «Tonl de la forme : 


r-.' = 4=f («-*'); 


On connaît les valeurs de f*, y', z'; celles de s'\ y", z" seront fournies par réqualioti de la dire<'trice, (KMir les 
jxiiiiis pris sur celte courbe. 

Celle équation donne pour A : x"= 10, y" 4 22, z" = 0; le® équations de SA seront donc : 

x= Aj+io, f = a. 

I.cs coordonnée® de E' étant ; y* » 12, y' = 16, z" = 0, SE' sera représentée par : 




•16. 


Puisque jmur K : x" 12, y .= 24, z** = 0, Il vient pour SE: x = -j„-z-{ 12, 
De ce que pour F' cl F on a : x" =s 1 4 , y" = 1 4 , z" ss 0 ; j’" = 1 4 , y" = 30 , 
SF' et SF ont pour équations : 

* ‘ 1 

+ y= 


*=yj + U, jr = 


15 


* + U; 


SS 0, U résulte que Uâ droitc^ 

iV 


Ayant ainsi déterminé les équations du plus possible d’arèles du cène, il sc présente «•elle objeeltcm : couf^er sa sur- 
face par un plan perpendiculaire au plan vertical , et dont l'équation est : x = — 3z 4- 40 ; décrire la eourl>e d'inter- 
section dans ce plan, tant dans la position actuelle de celui-ci qu'en le rnballaiit sur un autre plan, puis développer le 
tronc du cène compris entre le plan sécant et le plan horizontal sur lequel s'appuie La ba.se du cène. 

Cherchons les coonlonnéc® des points de rencontre des arêtes du cène avec le plan sécant (n* 469', ; nous les obtien- 
drons en combinant les équations des droites avec celles du plan, et nous trouverons que le lien du point a, commun 
à SA et au plnnsSo, est hxépar : z = 9, x= 13, y = 22; celui de g, deTarcte SE, {uir: x = 14,24, y = 26,6, z ~ 8.4; 
celui de à, de l'arête SF’, par : x = 13,36, y = 16,18, i — 8.2; celui de ç, de rareté SF, jKvr ; 

J =15,36, y =27,8, z = 8.2. 

Joignant les points a, g. a. à, etc., par une ligne aglà, elle sera la courlte d’intersection cbercbéc. Celle courbe caI 
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•lîms le |»la« «fanl «JI9. Pour la rapporter sur un autre plan, il faut roinarquer que chaque point d'intersection des 
ttrèiea du cdne avec le plan s^ant est mVcMaireinent sur une droite qui contient ce plan, laquelle est |MiraIlèlc à sa 
trace Jk*. Donc, si par a, p, 9, etc., on nitnc ces parallèles, elles rencontreront la trace Jta, periwmliculaircmenl, en 
des |K)ints 7, 8, 9; leurs longueurs o7, p8, j9, etc., Indiqucr<mt les lieux des points a, p, ^ , etc., à l’éitard des axes 
Si, puisqu’on est censé connaître les distauers de a7, p8,^9, etc., nu point 

Cela posé, on choisira une droite imlélinie PQ (fig. 219} sur laquelle, prenant une longueur PC = pi (fig. 218), ou 
|M)rlera, à partir de 4', lea pieds 2, 3, 4, 7, etc., dos perpendiculaires: f/*, 2tf, 3c, etc., en i*, 3', etc., dans le 
même ordre et à des distances scuiblaljles ; ensuite, par T, 2% 3', etc., on élèvera des perpendiculaires à PQ, et on 
fera : 1/ = 1/^; 2rf = 2'd', etc. ; les points d', e\ etc. , ainsi déterminés, sont de la courbe d'intersection ; les joi- 
ifiiant, 00 aura : fig. ayi'y =s lig. aplê. 

Lorsque le dessin est exact, on peut s'en tenir à prendre les longueurs I/", id, etc., avec une ouverture de coiu|ms. 
pour les porter sur 4'^, 2'd', etc.; autrement, on calculera les plus couttes distances de d, c, etc., aux (loints 
4. 2. 3, etc. 

Passons à la seconde partie de la proposition, qui (*onsiste k développer le tronc du cône compris entre le |dan sé*> 
cant et le plan horizontal. 

Les coonlonnées des points communs aux arêtes et au plan sécant sont connues, ainsi que celles des pieds de res 
arêtes sur le plaJi horizontal; nous détennincrons la longueur de chaque segment d'arète par la formule : 

I» = \/ [x" — a',* - 4 - 5'' — g'.* -t- 

dans laquelle x’', 9", •" sont les coortioanévâ des pieds dirs ari't«», et x', 9', i* celles des points d, c, etc. Mcitaiii 
Nurcessivement à la place de ces variabU'S leurs valeurs, U vient : 

Aa = 9.9, êF' = B,6, F^=8,6, pE=8,8,ctc. 

.Maintenant, du point S', comme centre [fig. 220. planche X.\ , et d'un rayon S'.V' = SC (fig. 248'. déieniiiiié comnic 
nous l’avons dit, décrivons un arc de cervle indéfini CC'. De part et d’autre de A', point de départ (n* 474 , prenons les 
hmgueurs A'K, A'E', etc. (fig. 220 , égales à AE, AE', etc. (fig. 218 ; puis joignant S' aux points E, E‘, \\ etc., 
faisons : .Va = Ao = 9,4, Eg = 8,8, etc. .Menant, enfin, par les points K, a, g. H, etc., la ligne KaH, elle sera la dé* 
veloppéc de la courbe d’interscclion, et Fespacc comprU entre elle et fa développée CA'C, sera le développement du 
tronc de cône aACN\ On le nonmie luitron on {utniieau. 

Il nous reste cnrorc à p.irlerdela nullncr«^de décrire la projection de rintcrserlion aukb 'fig. 218' sur le plan desxg. 
\ cet effet, on emploiera les coordonnées x et 9, des points a, ê, g, r de celle rourlie, puisque les point.x du plan des tg, 
iléierminés de cette façon, sont les pieds des perpendiculaires à ce pian, qui passent par la courbe anA4. 

474. — Soit un cône droit dont la hase est une ellipse de l’équation : 2^9* -f- 46x* — IOÜO9 — 480x -f- 12000 = 0, 
et le.s coonloiinées du xommet :x = 45, 9 = 20. z=s40;on demande que la courbe de lasectionpar leplantx s i + 30, 
Mtit décrite non seulement dans le lieu de riiilcrsecLion, mais encore sur un autre plan, et que l'on développe ensuite 
In portion du cône comprise entre le plan sécant et le plan horizontal. 

La première partie dé ce proldème est en quelque sorte résolue, si l’onsemiifurmc à ce qui a été dit plus haut. 
Quant à la seconde, nous avons indiqué (n<* 471} mi pmréilé propre à en faciliter la solution. Toutefois, nnus ajoute- 
rons que, pour que l’exactitude soit compiète, il est nécessaire de détenuiner les angles des arêtes entre elles, avec le 

fl«’ l-èè'-j-l 

concours de la formule : Cos. V = ‘T>— * 

K « * -f- 4* 4 V' «* -F ê* -F 1 

dans laquelle a, a', 4, è' sont les tangentes trigonométriques des angles que font les projections des arêtes avec l'axe 
de.x i. Ainsi, pour lieux arêtes quelconques, y substituant les valeurs de a, a ', b, renfermées dans les équations de 
ces arêtes, on aura, en nombre fracliunnaire ou entier, la grandeur de l’angle qu’elles font entre elles. Appliquant ee 
calcul il chaque couple d’arêtes, après en avoir pris une pour point de dé^iart, on déterminera la suite successive des 
angles de la surface du cîiiic, angles furmés à son sommet, üii les rapportera sur un plan, puis on se comportera \m\r 
Je reste comme nous l’avons dit {11^ 471). 


§ IV. — Itctioai 4i cyllaére. 

475. — Soit (fig. 221} : Aÿ* | ÏLry t Cx* -{- D9 Ex -F F - 8, réqualioii de la directrice d'un cylindre droit ItDB'D . 
dont l'axe (n* 281) est représenté [Kir : x 3 QC, 9 ss p s PC, s indéfini; cl le plan sécant .M’P'Ü, jierpendicuiaire 
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uu pJan de« ijr, par : — m H- Ce pUui esi oblique à Taxe du cylindre, et fait, avec le plan boriaontal, un aii^U- 

«lont la tangente trigonoiuétrique o«t = — <i. 

Pour bien cmmaltrc la nature de la courbe qui n'suUera de rintcrsc<qioii, il faut trouver réqualion de relie courbe 
dan» le plan $4>cant mi^mc; on cM aü&orê d’y parvenir si l’on sait déternunerb^ limilrs de ceile courbe dans ce plan. 
Pour cela, ayant tracé la direrlrtcc . on prendra quatre de 94*» points situés à rcvtréiuité de deux diamètres, dont l'un. 
DI)’, sera parallèle k la trace P’O du plan stVaiil sur le pian de U base, et l’autre, HB\ lui sera {Kirpondiculaire. Puis, 
par les quatre points D. U, B', I)', élevant d<‘s |M'r|M>mlicu]aires au plan des Jff, elles seront i»arailè)cs à Taxe CA'.\ ci 
conséquemment des arêtes du cylindre; d’où il suit qu'elles auront pour équations : 

L’arèle RIT : x:=^a', y = S, ^ indélini; l'arète DI)"' : x = e', jr = : indéitni; rarèleB'H : x = a'', g = S, : iiidéliiii ; 

l’arcte D'D" : x = e", îi=fr", jiiidéfini. 

Cda posé, les coordonnées du point B' de rencontre de l’arète BR' avec le plan sécant M'P'O, sont : x — s', y — 
î = * ^ ^ ; celles de Ü"', point de l’arèle DD"' : x = «’, y = é', J — — ; celles de R, point de l'arète 

RB' ; X = a", y = ?, * = * ^ ; celles de D", point de l’arète I/Ü" ; x = a', y = è", j = 

Ainsi, R, R', D". D"', sont les limites de la section; les deux premiers, dans le sens de la trace M'P', que nous 
nommerons axe des I, et les deux derniei^, dans le sens de la trace P'O, que nous notumeroits axe des a. 

évaluons les roordoimécs a et f de H, H’, D", D'" dans le plan sécant. 

Puisque le diamètre HR' est ])araJlèlc au plan des ex, la droite RK', qui est dans un même plan a\ec ce diamètre, 
est aussi parallèle ù ce plan et à la trace M'P' du plan sécant. Par la même raison, la droite D^D'" est parallèle au plan 
horizontal et k la trace P'O. 

Les coordonnées du point N, où la droite R'N |>erce le plan horizontal, sont : x — AP'; y = = P'N, car li*> 
équations de R'N sont : x = ez y, y En sorte que la plus courte distance de R' à N sera ; 

U = B'.\ = — » ;< + (fl _ j;i + 'o — L't - y = (. 

*" b 

De même, les coordoiince-s de R étant : x » «", y = B, z = — , il vient : 

' • rt ’ 


D= RM = — »;• + .? — ?*+0 - )’ = , ; 

' ^ O y' 

et puis4|ue le centre de la courbe d’intersection doit être sur Taxe de la surface, il sera en C', point déterminé de pox- 
lion, datis le plan sécant, par : 


CS = 


R'N -1 - RN 
2 


)’+ Ÿ 'C— V +!?—?’ +(o — 


c" — è 


ou bien, en fai.satil : R'.N c= A, KN' s B 


c'x = A±± = 


Par D" cl D'”, conduisons des plans |«rRUèles au plan des zx; ils couperont le plan .M'P'O suivant d<‘s droites D'’’M 
et U'O, iiarollèlcs à R’N, l4'S([uelles rencontreront la trace PO en M et Ü, qui ont pour ordonnées ; 

y=MP' = PD = fr'; y=P'0 = PD' = r; 

et pour N : y = fl;done: CD'" = .NM = r\ — P'.M =? — è-'; C'D" =NO = P'O — r.N = è" — _S; mais C' étant Ir 
centre de la courlte, il faut que : C'D'" = CD" = p — =* b" — p. 

Prenons R'N pour diamètre; son équation, dans le plan sécant, est : y =s a =sp, et celle de lacaiirttc cherchée, de la 

r«ru..- : u = »±Ÿ (( _ A) (I - B) ; 


' y fni-sant : l = ^ , et tenant compte {n® 324) de l'ordumiéc diz centre : C'D ' = è" — p ou p — b\ on trouve : 


B’* — 4 A'C' 


A'C’ ; p — »';4 


uite ! . = p -J; \/- - l«> - / A - 


l A • ÏXB^TÂi^Sr î *’ = 

d où : — 2pii + p’j (2 AB — A* — B’) = — 4 (B— b*< (P — 1\ — iB -j- AB;, éqitalioii d’une clltps«r. 

478 . — Appliquons la théorie précédente à un exemple numérique. 


/B 4- AB ; 
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Soit léch. n^î’ : îoÿ* J6 j* — lOOOy — C40x -f- 14800 s=0, l't^qualioD dr la difvclpirc d‘un cvliftdre 'fig 2îî' abo'b' ; 

x = -j-; + ÎO, S( r*0, 

.lumnl |>our Iteu géométrique Taxe CC' ; et le plan coupant MH' H, p<'r)>endiruiajre au plan des ss, sera représenté par : 
r -3 — i H- 00 ; W' cl ne' sont deux diamètres de la directrice : l'un i»arallèle & J'axe des x, l'autre à la trace B^R du 
plan sécant. 

t^herehoiis les équations des arêtes du cylindre qui passent par a, a’, è'. 

I.escoordormécsdea. déduites de l'équation de la directriee. étant : y =3 90, |^'s= 49, i » 0, les équations de l'arèti* 
<tH, qni doit être parallèle à l'axe CC'. seront : 

T— Î0 = -^(j — 0); « = )Î: d’où: jr=Ÿj(-ÎO; j = li. 

Les coordonnées de è étant : x ^ 30, y 3 : 90. s = 0, les équations de lid seront. |>ar les mêmes raisons que dessui» : 

i=-YS + 3n; ,= i0. 

Les rminloiinées de V étant ; x= 40. y = 90. î = 0, 011 a, pour èü' : x ni ^ i 40 ; y = 90. 

!.<» ccHtnIoimées de a' étant : x = 90, y = 98, ; = 0, l'arète a'B' sera représentée par : x = ~ ; -f 20 ; y = 2X. 

s “ 

Les |K)jnLs d'intersections de ces arêtes avec le plan sécant feront connaître les limites de la courhe de sertioii. Les 
avant dètenninés et leurs positions dans le plan sécant, 011 obtiendra, [K>ur équation de ta courbe D'RDB' : 

94 a’ -h 16/* — 840a— 1906,79/ f 99790,1 « 0. 


§ Y . — oerrleyyeaeal é’aa ireic le cjliaire. 


477. — l'n cylindre étant coupé par un plan quelconque, mais perpendiculaire 4 l'un des plans coordonnés, on peut 
avoir besoin de développer le tronc compris entre le plan sécant et le plan horizontal. Voici comment on procédera si le 
c> liiidre pro|>o$é est droit et sa ba.se une courbe fermée du .six'oiid degré. On divisera celte base ou dircclrico cmi arcs qui 
MMiterident des cordes égales assez petites ftoiir qu’uii puisse, indifféremment, prendre la corde pour Tare. A chaque 
point de division ré^mndra une arête, si on le Juge 4 propos. On tirera une droite indéDriic sur laquelle, prenant un 
point pour point de dé(tart, et correspondant à celui qu'on aura choisi sur la directriee, on y {K)rtera successivement 
toutes les divisions derette dernière, dont eUc sera la développée ou ruxededéveloppomuiil. Par les |>oints de division 
tle cet axe. on lui élèvera des perpendiculaires qui représenteront les arêtes du cylindre dont les longueurs seront don- 
nées. |>our le tronc, |«ir : I) \/ \x — x'.* - 4 - ,y — y',* - 4 - formule dans laquelle x, y, z sont les coordonnées du 

p<nril d'intenw^ction d'une arête avec le plan li(»rizontal, et x', y', «' <*eUes du point de rencontre de la même arête avec 
le pian sécant ; mais Taxe du cylindre étant |>crpimdiculaire au plan des xy ou horizontal, U s’ensuit que les ordonnées z 
des 4 K)iiUs emmuuns aux arêtes et au plan sécant, n^KindciU aux longueurs de ces arêtes. Joignant enfin, par une li- 
gne. les extrémités de toutes ces arêtes sur un plan de développement, on aura la développée de la courbe d’interscr- 
lion, et l’ensemble du dessin composera le développement de la portion du cylindre dont il s'agit. 

47S. — .Mais si le cylindre csX oblique et que te plan sécant ne soit pas perpendiculaire 4 son axe, rou(>ez-le par un 
plan qui renqdisse celte condition, vous determiiierx^z autant de points de cette nouvelle section que vous voudrez 
'n" 475) ; dévcloppcz-la (n* 477], et inenez-lui des perpendiculaires indétJnies par les jiojnts où doivent passer les arê- 
tes du cylindre; puis, ealriilant leurs longueurs pour la portion du cylindre comprise entre le plan sécant primitif et le 
plan sécant auxiliaire, et leurs longueurs entre le plan séenni auxiliaire et le plan sur lequel le cylindre a sa base, vous 
déterminerez par leur concours la développée de la section et 1» développée de la base. Des exemples éclairciront 
raisoimements. 

47B. — Soit un cylindre droit dont la direc trice Tig. 993) ABC!) est la courbe de récjuaticm (éch. n* î) : 
y* 4- X* — 44y — 40x -4 784 := 0 ; 

l'axe tjif C 9 l représenté |uir : xz= 90. y==:99, z indéfini; et le pluii sécant |uir : x = — 9z f-60; rincliuaison de 
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velui-4-i (!$t me&urée fvar l’aiiglc de .sa trace «S avec le |jlnn horizontal , dont la lonKeiile irigoooniëtrique s: — j ; 
décrire dans le lieu de rintersecUon la courbe qui en rêaullc, cl développer la portion du cylindre compris* entre le 
plan sécant et le plan hurizonUil. 

Déterminons les équations des arêtes qui, devant être |>arallMes à l'axe, po&scnt par les A, K, F, etc., de la 
directrice. 

Celle qui passe |uir A, dont les coordonnées sont : x= 10, ir «s 22, a » 0, aura pour équations : x= 10. ÿ = ii. 
Z iinlélim; telles de Er sont : x= 12, jf s 28. i indéfini; celles de EV ; x = <2. y = 16. z iiidédiii; celles de ¥f . 
x = U, y = 30, s indétini; celle* de : x= U, y'— U, z indéfini; aiiiM de suite pour les autres arèti^s qui |mis- 
scnl par H, H', I, I', etc., de la directrice. On trouve que les coordonnét^ des points de rencorilrc des arêtes et du 
jdau sont, pour F, de l'arête Aê : x=IO. y — 22> z = 23; pour c', deTarèteEV ;x = 12, y = 16, z 24; pcnirc. 
de l'arête Kr ; x = 12, y = 28, z = 24 ; pour F, de l'arète ¥f : x= 44. y = 30, z => 23, etc., etc. 

Joignant 4, c, e\ /*, /*, etc., etc., on aura la courbe d’iiitersoction bdri^ cherchée, dont la projeelioii, sur le plan 
des xy. est ta directrice méino du cylindre. 

St l'on voulait tracer cette rourt>c sur un autre |dan, on se conroruierait à qui a été cruseigné pour le cène ‘u^ 473„ 
ou l'on se servirait de l'équation de cette courbe dans le plan sécant [n* 468). 

Quant au développement de la portion du cylindre comprise entre le plan horizontal et le plan sécant, tirons mie 
ligne indéfinie CC (fig. 224}; puis, à droite et & gauclie de \\ portons les longueurs A'E, A'E', ET', EF, etc., etc., 
égales 4 AK, AE', etc. (Hg. 223). Par les points E', E, F, F', élevons des perpendiculaires & CC, et faisons A'4= A4, etc. ; 
les points 4, e, e', A etc. )fig. 224}, appartiendront à la développée r4r' de la section bb’cd. 

486. — Soit un cylindre dont la directrice ABC!) (fig. 225) est représentée par (éch. n* 2} : 

25y* M6x»—I200y — 800x4- 88% = 0; 

Taxe G"C' par : x = 2z 4 25, y = 24 ; le plan sécant R^L par : xss — z 4 60; dét^rire la projection de niilerseeUoii 
sur le plan horizontal, et cette inlerscelion dans le plan sécant; développer la portion du «yliodre comprise entre le 
plan sécant et le plan horizontal. 

Les urèlcs qui passent par A, E, £', etc., ont pour équations : 

L’arête Aa :x = 2z 4 45, y = 24; l’arête Er : x = 2z4 20, y =s 47,08; l’arète EV ; x = 2z 4 25, y = 30,92. etc. 

Les coordonnées <ics (loinls où le plan sécant touche ces arêtes sont : 

Pour a, de l'arête .\a ; x» 45, y ss 24, zss 45; i>our t, de l'arête Ee ; x= 46, y » (7,08, z = 43,3; pour r\ de 
l'arête EV ; x= 46, y = 30,92, z = 43,3, etc., etc. 

Joignant a, e, e\ etc., par une ligne, elle sera la courbe d'iulersection demandée, dont Ruiao' est la projection sur le 
plan des xy. Cette dernière a été décrite au moyen des coordonnées x cl y dos |K>ints communs aux arêtes et au plan 
coupant. 

Pour développer le tronc du cyliudre compris entre le plan KL.M et le plan horizontal, coupons le cylindre ji" 478 
par un plan perpendiculaire à scs arêtes; ce plan H'LM aura pour équation : 

f = — -|-,+ 60, 

puisque 129} milles de l’axe sont : x = 2z 4 25, y 24. Nous déterminerons ta courbe qui résulte de cette nou- 
velle scvtion en raleulant les coordonnées des {loiiits de rencontre des arêtes qui nous ont déjà serv i avec le plan R'LM. 

Nous aurons donc : pourp, de l’arête Aa:x = 54, y = 24, z= 48; pour y, deParête Er ; x — 52, y ~ 45,08, z= 46; 
|K>ur de l'arête EV ; x ^ 52, y = 30,92, z = 46. 

Joignant p, y, g’, etc., la courbe pqp'q' est la section droite dont nous avons parlé. 

Tirons une droite py )lig. 226), et, à droite et à gauche de p, portons py, pq\ qr, yV, etc., égaux aux ares de la sec- 
tion (fig. 225); et par p, q, q', r, r', élevons des pcTpeiidiciilaires indéfinies à p'p', puis évaluons les longueurs des «irêlt's 
correspondantes à ces perpendiculaires, comprises (fig. 225) entre le plan R'LM et le plan horizontal. Pour cela : 

D =pA= V ^x — V,*4)y — y')’4U — -)*i 

X, y, Z sont les roonloimées de A, et x', y', z" celles de p; donc (éch. n" 2) : pA = 40,24. Nous trouvons égalenuiit : 
yK = 35,77, q'E' = 35,77, rlï = 34,3, etc. 

Joignant A, E, K\ etc. (fig. 226)', la ligne CEAC est la développéie de la Imse ABCD du cylindre. A |>artir de celle 
développée , on portera sur les perpendiculaires à pY les longueurs des arêtes comprises entre le (dan horizontal et Ih 
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ïcciton aktii, calcuicVs comme [>récé(lei»ment par la formule : D= \/ » ÿ — y' * dans laquelle 

■T, y. • sont les coordonnées des points où les arêtes rencontrent la diirelrice, et y* y\ z‘ celles des points que ces 
mêmes arêtes ont de coiumuns avec le plan sét^aut KLM ; de sorte qu'on aura : 

Afl = 33.5; rE = 39,18; r'F/s=î9J8; Bi» 96.03, etc. 

Joif^nant a, c, e\ etc., ce*aec sera la développée de la section nOed ; t'ciisenible du dessin renfermé entre ccüe déve- 
loppée de celle de la directrice, forme le développement du tronc de cylindre. 

VI. — Sectiois 4e rdH^e«l4e dei Iq'^rbaleldct et 4es p«nbol«l4es 4es plus. 


481 . ~ Nous avons donné, dans la discussion générale des équations de ces surfaces, la manière de décrire les cour- 
bes qui résuilaieul de sections |mr des plans, en combinant les équations de ces derniers avec celtes des surfaces. Nous 
ne nous sommes pas occupés alors de la nature des sections; ici, nous ritehcreherons particulièrement celte nature en 
délerniinaiit réquation de la section dans le plan sécant même; mais nous aurons besoin de (a projection de celle sec- 
tion ; nous la trouverons en éliminant, entre les équations de la surface et du plan sécant, la variable étrangère au pian 
sur lequel elle doit être. Cependant, si le plan sécant est parallèle à l'un des plans coordonnés, la naturt* {n* 4G0] de la 
M'Ction et de sa projection seront égales. 

Prenons pour premier exemple (n* 360] IVquation : 

i* -i- 6 j* -r 3si» — 2j-g — î;x— 2 sp + ÎO; — 16(x — 5îy + 1364 = 0 [I], 
d'un ellipsoïde [fig. 143 , cl : p = 14, celle d'un plan coupant; ce plan sera parallèle au plan des zx. 

Substituant à la place de p sa valeur dans [1], Il vient : 6 j’ — 2ir — 19îj--8j-f 1616 0, équation d’une 

ellipse, projection de la section (n** 363t. à laquelle cette équation appartient aussi, c'esl-À-dirc que les figures 

de la seclioii et de la projéction sont égales. 

LVtlipsoïde dont la nature de la section v lent d'étre déterminée, n son axe oblique A l'égard des trois plans coordoit- 
nés, et la dirrotion de rolui-ci u'est pa.s fixée dans rcsf>acc par des équations. Ainsi, pour donner plus de clarté & ce 
qui va suivre, nous choisirons désormais des surfaces dont l’axe princîiwil sera perpendiculaire à l’un des plans coor- 
donnés; de celle manière, on saura quelle position affecte envers lui le plan sécant. Ce plan, nous le tiendrons, fmur 
plus de commodité, perpendiculaire k l'un des coordonnés, et oblique par rapport aux autres. Son angle, avec l'axe de 
la surface, sera facile A apprécier, puisqu'il sera le complémciU de celui qu’il fera avec le plan de projection, sur lequel 
e.M perpendiculaire l’axe dont nous venons de parler. Cela apprend que, sî l’on posait ce problème : Couper la surface 
d'un elli|»soïdc par uii plan qui fksse, avec son axe principal, un angle donné, on prendrait le com(dément de cet angle, 
lequel serait l'angle du plan sécant avec le plan sur lequel l’axe principal de la surface serait perpendiculaire. L’o|»éra- 
lion serait la même si le plan cou{>ant devait fain; un angle donné avec le deuxième ou le troisième axe; mais il fau- 
drait ilispoMT la surface propmiéu de manière A ce que l’axe en que.stion fût pcr}M>ndiculaire A l'un des plans coonlon- 
doniiés. Le problème peut encore comporter que le plan sécant passera ]>ar le centre de la surface. Nous enscigucrons 
4 oniment on satisfera A ces conditions. 

483. — Soit, en général: Aj* f- Bg* 4 -Cc* 4 - l*-nr 1 - Kjji +Fjj + GtH- H ÿ H li C = 0 [1], l'équation d'une 
surface du .second degré, dont Taxe 00' est perpendiculaire au plan des jÿ (fig. 227) ; x — — « + A, celle du plan sé- 
cant MP.N, oblique A Taxe de la surface, qu'il coupe .sans passer par son centre, fait, avec le plan des jy, un angle dont 
la laugente trigonomélriquo est = — u, cl est pcrpendicilalre au plan des i.r . déterminer la nature de rinterscctioii 
Itarson équation dans le plan sécant. 

Pour déterminer l’équation de la section dans le ^an sécant, nous avons besoin, avons-nous dit, de connaître relie 
de sa projection sur le plan des xy. Éliminons z entre les équations (1] cl [2], nou.s auroms : 


Bv> + ( D - A ) ., + ( A + ^ ^ J X* + ( Il + 4 ) ( C - -*-î- + 


4 )^ 


uu ; O’»,’ + («’Ü— oE xy H • >»A + I + «Elx* + («’ll -1 Eh< » + ,Ga' — S» + FM — «)x + jC»' + 14« + «’Lj = 0 (3], 
équation demandée de la projection. 


Digitized by Google 


— 209 — 


Imaginons que 1rs droites ei aii sont deux diamètres : l'on pAraUèle à la trace PN du pian sécant sur le plan des xy, 
p| l'autre au plan des ix. Les jioints a, fr, C, d ont pour coonlonnées, fournies par [3] : 

U ; x = a, s = i =3 0; d : j = «', ÿ = p, i = 0; 1» ; y = fi', i — 0; C : * = y = p"t * = 0. 

Ils sont les projections de o', y, C\ d' de rioterscction, dont on obtient les coordonnées en substituant dans l'équatimi 
de la surface ou dans celle du plan, U place de r et y, leurs valeurs. Ces réordonnées sont : 

b % à È ^ ^ ^ 

Pour a' :.2 = a, y =s 6 . ^ SS ; pour ; x =**', y = ; = ; pour d' y ssp, 2 = — — ; 

a 00 

b — 

|H>ur C' : J =s y = P", a = — ~ — . Ce sont les éléments nécessaires pour détcrmincrlcs poêlions de a\ b\ C', *1' 

riaïus le plan séesiil, et par suite l'équation de la courlM’ de section (ii®‘ 460, 475). Le centre de ecUe courbe (n* 361 
est en I), point commun au plan coupant et ü la perpendiculaire au plan des xy en O, centre de la projection. 

iS3. — AifLicaTios. — L'équation : 2?ix* h 16y* -f 9s* — 900x — 576y — 540iH- 17784 = 0. représente un elli|>- 
solde elliptique (n® 37T dont Taxe principal. C"C' (fig. ??8], est perpetidicularre au plan des xy; couper sa surface pjir 
un plan qui fa»«, avec son axe, un angle de 49® 30 50'' sans passer (>ar son centre, et déterminer la natuix^ de la sec' 
tinii dans le plan sécant. 

Cherchons l'angle du plan strant avec le plan horizontal ; tl nous est facultatif de mener ce plan comme nous vou- 
drons. pourvu qu'il satisfasse à la condition prescrite ; il sera donc perpendiculaire au plan des zjr ou vertical. 

L'angle du plan sécant avec le plan horizontal devant être (n® 481) le complément de celui qu'il fait avec l'axe de 
relüpsoîde. il sera égal à 40® 29' 10". L»^ coordonnées dn centre C' ( 11 ® 361) de l’ellipsoïde sont (éch. n* 2) : 

x=18, y =18, J=30 = C"C'. 

Le plan sécant ne doit pas y passer; ce sera par un point de l’axe dont l’ordonnée s sera plus grande ou plus petite 
que 30. Supposons-la plus grande, et qu'elle soit : i s= 35 s; C"0; de {dus, ce plan doit être pcr|»ci»dieulnire au pian 
lies SX. Ainsi , par Taxe C"C' de la surface, conduisons un plan t^allMc au vertical ; il coupera le plan sécant ehcrclié 
suivant une droite OF, laquelle fera, avec Taxe C"G', un angle de 49® 30' 50", et sera parallèle & la trace du plan m'*- 
caiil sur le plan des ;x. f.orsque nous connaîtrons l’équation de OF, nous aurons celle du plan sécant, puisque nous 
pouvons supposer un moment que le plan des 2 s soit transporté dans le lieu du plan qui, passant ;>ar Taxe C"C, lui 
est parallèle. 

Le triangle C"FO donne : R | lang. FOC" ; ; C"0 ; C"F; ou : R ; lang. 19® 30'50" " 35 ; C"F; d’oii l’on lire : 
C"F s= 41 ; mais on a : HC" = 18; donc : IIF = 59. Ce qui montre quela lratx> MG du plan sécant, sur le plan des .ry. 
est partout distante de l’axe des y d’une quantité =: IIF. 

Dans le même triangle : R ; lang. OFC ' 1 1 4 1 * C"0 ; d'où : R ’ tang. 40® 29' 10" 1 1 4 1 1 35; dune : 

Tanp. 40» 29' 10" = 


Ainsi, la tangente trigonométrique de l'angle du plan sécant demandé avec le pbm horizontal est ; 


séqueiumeat, celle de l’angle avec Taxe des 2 , est — 

3o 


on aura doue pour équation de ce plan : 


35 , 2065 

r = — 3 J-. + 59: ou: 


artuelleniciU , imi tons cette valeur de ; dans l’équalion de l'cJUpsoïde, il vient : 

53050X* — 2038950X -h 26896y’ — 968256y 63701029 = 0. 

équation de la projection ABnl) de l’intersection; d’où : 


35 

41 


et am- 


y=i»±Ÿ- (1-8,636) I»— 29.796 , 


de laquelle on déduit, pour coordonnées du centre C : x s= 19,216, y 18; de Aet a: x = 8,636, y es 18; x= 29,796. 
y = 18; do h et D : x= 19,216, y =3.2; x= 19,216, y «s .32,8; et en A, B. a. D, se projettent les points b. d, a’, i) 
de la section dont il faut trouver h*s coordonnées. .Mettons sueecssivemciit. ù la place de x et y, leurs valeurs ei<de.ssns 
dans l'équation de la surface, ou dans celle du plan, nous aurons : Pour b t y — 18, x = 8.636. 2 = 42.9; |M>ur a : 
y 18, x^ 29,796. 2 =: 24,9 ; pour rf y = 3.2. x = 19,216. j = 33,9 ; pour Q ; y = 32.8. x = 19,216, î = 33,9. 

27 
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l'ar d et Q, faisons |>assertle$ plans paral]^il*s aa plan «l<>s ix; les «Iroites c/E. QG, suivant lesquelles Us rencontreul le 
pian si'eaiil LMG, auront ]K>ur équations : 

i=-ii j + 59, j, = 3,i; x=-AL^ + 59,y = 32.8; 

et les coordonnées des points Q et G , d'intorsectkHi de ces droites avec la trace MG du plan sécant , seront : 

J -5», 5 = 3.2; y = 59. y - 32.8. 

Puisque les coordonnées de K sont : x = 59, y = <K. nous pouvons déterminer les positions des points b, d, a\ Q 
dans le plan LMG. Nommons la trace LM axe des t, et la trace MG axe des n. 

La plELs courte distance de à MG est : = 66,15 = t; celle de a\ à la même droite : nT =s 38,37 = I. Le centre 

IF de la section est donné par : FO' — = 33,16. De plus: D'd 3 = FE = MF — ME = 18 — 3,2= U, 8; 

Ü'O = FG = MG — MF =: 33,8 — 18 = 14,8; ainsi : O'd = O'Q = 14,8, valeur de l'ordonnée du centre de U eourU' 
trinlcrsectfon dat>s le plan LMG. Que a' cl b soient ses liniites dans le sens des f, et F4 son diamètre, nous aurons : 

11 = (< — 6«,)5)(( — 38,37:; 


raisaiit , dans cette formule : I = S2,t6 = FO', et tenant compte de l'ordonnée du centre, U vient : 


B" — t A'C' 


2<9,0i 


^yi—= et par suite: 


• = 195 7f (< — **.37 . 


équation d’une ellipse dont le jtrand axe ba' = 29, 16, et le petit axe dQ s 17,78. 

484 . — HempUssons la promesse que nous avons faîte de prouver que les sections de l'IiyptTbololdo sont de même 
nature que celle du cène. 

Soit l’équation: 36ÿ*-h 144x* — 64i*— 1440y — 5769x 4- 1408: H- 66.560 = 0 [«]; elle représente un hyj>crbû- 
loîdc clliptiqiic & deux nappes (n*> 383\ dont l'axe est penKuidiciilairc au plan des xy. 

1** Coupons cette surfai’c par le plan : x = 25, parallèle au plan des :y ; rcmplavuns x par sa valeur dans [ 0 ], il vient : 
;t6y* — 64:* — liiÿ 4- 1408: 4- 12560 = 0, équation d’une hyperbole, prt»jeclion de ta section à laquelle elle est éjiale 
in- 460). 

3* CouduKSons un plan de manière h ce qu'il rencontre toutes les arêtes d'une nap|>e de l'iiy^terboloüle ; ce plan de* 
vaut être parallèle au plan des xy, son équation sera : : = 30. 

.M<qtant cette valeur de ; dans [a], il vient : 3fiy*4- 144x*— 144y — 5760x 4- 69120 = 0, équation d’une ellipse. 

Remarquons que rtiyperboloîdc est elliptique, et que, conséquemment, toute section faite dans sa surfuce par un 
pian pcrpciidicnlaire à son axe donne une ellipse, tandis que si elle était de révolution, la section serait un cercle. On 
trouverait une courl>e semblable si l'hyperboioïdc qui nous occupe était coupée |»ar un plan incliné par rapport à son 
axe [n®* 278, 487). 

3® CoupfMis niyi>crlM)loîdc par le plan : x s 30, lequel passe fntr Taxe, nous trouvons rby}>erbole : 

36y» — 64:* — 1 4 40y 4- 1 408: 4 8960 = 0 (4). 

dont li?s asymptotes nous seraient alites pour diriger un plan de façon à couper une nappe de l’hyperboioïdc sans rwi- 
«•oiiirer toutes scs arêtes. Nous enseignerons ( 11 * 588] comineiil on dclerrainc cca droites, et nous supposerons que l’on 
c.Ht familiarisé avec les principes que nous émettrons. L'équation (4) donne : 




extrayant la racine carrée du trinôme, et tenant compte seulement des deux premiers termes, on trouve : 


i Q MU 

y = 30+-ÿ*l8: — 88]; d'où: 5 = 204-j^: 

é(|iuitions des asymptotes de rbypertiole. Prtmons l'asymptote ; 



romlulsons on plan sécant (tarallèle à celle asymp'ote, son équation ’n® 137) sera : y = — -g- 4 4- 60. Hetiiplaçons y 

par sa valeur dans [a], nous avons : 144x* — 5760x 4-3160: — 16340 = 0, équation d’une paralmle, projection de la 
courbe d'intersection de même nature. 
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(S5. — Afin de ne rien laisser à désirer, nous croyons devoir exposer une théorie dont l’objet est de déterminer, 
d'une manière générale, la nature de rinterseetion des surfaces par des plans quelconques. Nous supposerons a-s sur- 
faces rapportions à leurs centres et à leurs axes; ce que nous dirons s'appliquera au cas où ces surfaces seraient autre- 
ment placées dans l’esparc. Noos considérerons . «n premier lieu, celtes qui ont un centre, lesquelles peuvent être re- 
présentées par : A :• 4- A'y’ -f- -f* B = 0 [t J. 

On sait <|ue pour obtenir la nature de la section d’une surface par un plan, U sufUt de sulkstitiier dans l’équation «le 
celle surface, à la place de x, f, leurs valeurs tirées des formules [n* 47^) : 

xss y eos. ^ 4-9'cos. Osin. f H-a.* 9 = x'sin. ÿ-— 9' cos. ^cos. Ô 4 4; ; = 9' sin. 0 -j-c; 
cela faisant, l'équation [4] devient : 

A 'l' sin. 6 4- c]* 4- A' (x' sîn, ç — y' cos. ^ cos. 0 4- 4)* 4- A" (x^ cos. 9 4- y' cos. 0 sin. ^ 4- «}• 4- B = 0. 
Effectuant les opérations indiquées et réduisant, on trouve pour cocSidents des variables : 
a ~ Asin.*04- A'cos.*0cos.* f 4- A" cos.’ôsin.^Ÿ; psss(A" — A') 2 cos. Osiii.^cos.f ; y=s A'sjn.*^4- A" cos.’i^; 
*î= î A'4sin.Ÿ4-2 A^aeos. 4 = 2 ACûn. 0 — 2 A'4cos.ôcos. ^ 4-2 A"flcos, Osiu-^ ; d»=: AC* 1- AV 4- A'V -1 B; 
e’csl-à-dire que t *9’* H- px'y' 4- yx'* 4 ■ S9' H • u' 4- d» = 0. 

La nature des courbas représentées par celle é«]uatîoii dépend [ti" 29.7) du signe de — 4«y. Calculant celle expres- 
sion, on obtient, toute n’^iluetion faite : — A’A''eos.*0 — AA' sin.* 0 sin.* ç AA" sin.* 0 cos.* Si la surface pro|M>- 
sée est un ellipsoïde, les trois coefilcients (n** 247, 3o8) A, A', A" sont positifs, et l’exprcs-sioD ci-dessus sera entière- 
ment négative. Donc, l’intersection d'un ellipsoïde par un plan est toujours une cUii»se ou une variété de celte courbt\ 
Connaissant l'équation numérique du pian sét^ani, il sera fort aLsé d’avoir celle de l'interseclion (ii** 470), car on aura 
en nombre les valeurs de cos. 0 et celle de tang. au moyen desquelles on déterminera celles de cos. sin. sin. 6. 


4 tang. 9 

parlesforaules: €(».?= ^^7^,,^..;: = V'i + -, 

Pour les byperboloïdcs k une ou deux nappe.s, deux des cocBlcients A, A', A" (n®* 254, 262, 379, 384) sont posi- 
tifs, et le troisième négatif; ainsi, l'expression ; — A'A" cos.*ô — AA'sm.*Osin.*p — AA" sin.* 6cos.*^ renfermani 
des termes positifs et négatifs, peut, suivant les valeurs tiuinériqurs de A, A', A", f, 0, devenir positive, négative ou 
égaie à réro. Ainsi, l’intersection d’un hyperboloîde (Mtr un plan pourra être une hyperbole, une ellipse ou une parabole. 
48 *. — Rcprcnaiil le même calcul [«r rapjKirt au paraboiolde dont l’étiualion générale est {n® 270) : 


py* 4- Pi* _L* 2 Ppx = 0, 

le sigiu!^ négatif de x appartenaiil au cas où le paraboloïdc est situé du côté des x postifs. et lo signe positif au cas con- 
traire. Dans le cas de 2 l*px positif, les coefficients do x*, xy, y* sont : 

» = psm,*Ô4- Pcos.’Ocos.*^; p ~ — 2 Pcos.î(siii.Ÿcos, YssPsin.*^; donc : p* — 4«y = -— 4pPsin.*6sin.*i? [«]: 
et l'intersection est généralement une elli|}se lorsque le plan sécant est incliné par rapport aux plans coordonnés; clic 
sera de même nature (ii® 270) quand le plan cou|»ant sera {«arallèlc au plan des zÿ. 

9 exprime in® 470) l'angle de la trace flu plan séchant avec Taxe des x dans le {dan des sy. Si l’on supimse ain. 7 s 0. 
celte trace deviendra parallèle à l'axe des x, cl le plan sécant, per|»eiidiculaire au plan des ay, sera ou ne sera |»as pa- 
rallèle au plan des ix. , 

Dans celle hy|M>thèse de sin. ^ ss 0, la foniiulc [a] donne : p* — 4*^ = 0, caractère essentiel de la parabole (n* 346). 

Concevons te plan coupant parallèle au plan des xy, on a : sin. 0 =: 0, puisque 0 désigne l’angledn plan coupant avec 
le plan des xy; ainsi, la formule [a) dorme encore : p* — 4*yas0; d'tnt l’on conclut que les intersections d’uu parabo- 
loîde ne peuvent être que des ellipses, des {larabolcs ou des variétés de ces courbes. 

Dans l’équation du paralmloide hyperbolique ;u® 272| ; l’i* — />y* H; 2 Eg.r = 0, I* et y étant de signes contraires : 
p^gin.*Osin.*f ne peut être que positif ou égal k aéro; donc, les intersection» de celle surface ne 
.sauront être que des hyperboles (n® 305', des paraboles (n® 306) ou des variétés de ces courbes. 

487 . — Nous avons dil [11® 278) coimuenl on devrait «induire un plan pour cou|ier uim surface donnée suivani un 
cercle. Voici une autre méthode : 

Pour que l’interseclion d'une surface )uir un plan soit un cercle, il est évident que, dans son équation, on doit avoir : 
s*s' — 0, et que les coefficients de x'*, y'* seront égaux. Ces hypothèses, appliquées aux coefficients trouvés (n® 48.“>), 
donnent les deux équations de conditions: A sin.* 4 4- A' cos.* 0 cos.* ^ 4- A" cos.’dsin.* 9=s A'sln.*Ÿ4- A" cos.* ^ (4]; 
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A" — A*) cos. 0 sin. ^ cos. ^ = 0 [c] , lesquelles vont nous servir h diHcrmincr les angles 0 et ^ du plan sécant avec les 
plans coordonnés, pour qu’ils remplissctil les conditions ciigées. 

Supposant cos. 6 = 0, réqualioti [r] est satisfaite , et alors sin. 0 = I ; res valeurs substituées dans [ft] , il vient : 

A — X' sin.* ^ cos.* f =: 0. 

Reinplai^aiil sin.* ^ cl cos.* ç par leurs valeurs : 


tang.*9 


l-l-tang.*9 ' I i lang.»9 * 
alors, le plan couinml est perpendiculaire au plan des ry ; mais celle valeur de taiig. 9 n’est réelle qu'autaiil que la 

quantité : ^ ^ est positive; ainsi, dans ce cas seuIemctU, la supposition de cos. 0 = 0 est admissible. Cela n‘a fiaii 


,-±VTi 


TTznr 


lieu quand A' = A*, car U surface est de révolution amour de Taxe des et il devient im|>ossîb)e de la couper sui- 
vant un cercle par un plan parallèle à cet axe, i moins qu'on ait ausui A » A' «= conditions qui comicunent ü la 
splière (n« 232, 236'. 

L'équation [c' e.vt encore satisfaite en faisant : sin. 9 = 0, ou : cos. 9 = 0. La première tiypolhèsc place le {dan sé- 
cant perpt^ndiculaimuciit au plan des :y; la seconde le rend perpendiculaire au plan des ii. Pour cclIe^À, on aura, 
{►ar réquation [If] : Asin.*0 A'cos.O ssr A", puisque avec : sin. 9 = 0, on a : 005.9= 

Substituant à la place de sin.*6 cl de cos.*01ctjrs valeurs, on trouve : A lang.’O -*■ A' = A** (I -f- tang.*9j ; d'où : 

Taiig. 0 = + 


Dans le cas de cos. 9 = 0, on a : sin. 9 = I , cl réqualioti [è] se réduit à : A sin.* 0 -t- A'' cos.’ 4 = A' ; qui donne : 


Ces valeurs de tang. 0 ne seront admissibles que lorsque les quantités qui s’y trouvent affectées du signe radical .or- 
ront positives. Or, il est aisé de voir qu’en prenant A positif, ce qui est toujours permis, les quantités : 


A' — A'^ A'— A*'’ A '*- A 

"X^ À ' A — A' ' A — A' * 


ne peuvent pas être négative en même temps; d’où il suit qu’une au imùns des suppositions précédentes sera {losii- 
blc; mais chacune d’elles donne deux valeurs ile tang. 0 et de tang. o ; [Mir coiiséqucitt . dans ehaque cas, il y a deux 
imsiiions du plan coupant qui produisi'nl des circonférences de cercles. 

(k: n’esl donc pa.s sons motif que nous avons avancé (n* 278j : Qu'eu général, par chaque point d'une surface du 

second d(^é, ou peut toujours faire passer deux plans qui la cou|>ent suivant une circonférence de cercle; 2* de plus, 
comme les conditions précédentes ne déterminent que les angles H et s, et non pas les coordonnées e, è, e, il existe, 
pour chaque surface, uue inlliiité de plans qui duiineiU des cercles, et ils sont tous parallèles entre eux (n* 4KB' . Quant 
aux indélerfiiinées a. fr, e, on peut en disfwser de manière à ce que l’origine des coordonnées x', g' se trouve au cen- 
tre même du cercle suivant lequel la surface est coupée. Celle condition, qui rend les coefficients de x'. y', nuis, donne, 
entre a, è, c. des équations linéaires; d’où il suit que, pour chaque surface, les centres de tous ces cercles semt sur une 
même ligne droite. 

a et ù étant supposés déterminés par ces deux équations linéaires, r reste indéterminé; mais pour que les cercles 
dont il s’agit soient réels, il faut que le dernier ternie de l'équation transformée en x'* et y'* soit de signe contraire aux 
deux autres. Cette condition, qui limite les valeurs de c, poiiira toujoui*» être remplie pour chaque surface, excepté 
dans les lieux où elle ne s'étend pas. U suit de là que toute surface du second degré |k*u! être engendrée par le mou- 
veinent d'un cercle toujours parallèle à lui-mème et variable de rayon. Kxcmple numérique : 

Soit (n* 230) : I44x* H 225y* | 400i’= 57600, l'équatioii d'un elli{«oïde, on a : A = 400, A' = 225, A" — 144. 
Mettant ces valeurs dans les formules ; 


Tang. O 


.1/ A'^A 

V -A^À’" 


on a ; Tang. ^ = J- 


4 44 - 

Yoô - 


• 400 

"223* 


tang 


■^=±V-ÿ^?' Ung.« = ±V/^ 


— A" 




— U4 


. . ,l/iî5— U4 
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Les deux preitiîcrcâ t&iigeiUes soiil iiaaginaires; U dernièrt* est nielle, c’esl-à->dire que : 

Tflng.0 = + y 

Celle tangeutc est fournie pur les conditions de cok. 0* sin- 7 = 1> lesqiiollcs veulent que le pltm st'canl soit pt'C' 
iHMidieiikire au plan des or (n” 1 1 K), réqualiun de U trace du plan i^cant, qui est aussi celle de ce plan« devant 

I /~ 8 l 

cire de la forme : xsegu, il s'ensuit qu'elle wra ; x ^ +3 y -ï^ït-. Nous ne considérerons que lequalion : 




Ce qui sera démontré pour clic le sera pour l'autre; on a : 


1/J*L 

I /~ I7.'> ... '173 1 / «I 

= V «6 • “" '= 771 :^^= V w 

' "Ils 


D’aprH l'équation du jilan sécant, il est évident que ÿ est indéterminé ; nous pouvons donc sup|K>ser que : 3 .ssii = b; 

45 

rl en aduictiani que a « 5 — c, on trouve : x — =fl, et conséquemment, les coordonnées de la nouvelle nri- 

• ^5 . . 


uliic seront : a : 


t — 5; czsi 5. Sulfsiiiuant ces valeurs et celles de cos. 6 , sin. 4 dans >'n* 470’ : 


X = x* cos. O f- f ' cos. 0 sin. ^ J 0 . ÿ = x'sin. 5 — j'cos, «cos. 0 4- 1»; « = jf' sin. 0-+- c, 
on trouve, en tenant compte de cos. 9 = 0 , sin. « = 1 : 

*=»' + »=or' + 5: ,=,-vÆ4.5. 

Reinftlaçani x, j, z par ces valeurs, dans l'équation de rdlipsoide, on a : 

d'où l'on tire, toute réduction faite : 

M- 'I 1 o'j- '* i_ • _i_ oa"j\ ' 7034025 

iî>,, . . ïi« . + + iîMs = 

équation d’un cercle dans le pian sécant, dont les variables sont x', 3 '. Ainsi, si l’on mène tant de plans que l'on vou- 
dra parallèles au plan de l'éqnalion :x = J , et qui touclicnl la .siirrace proposée, Us la couperont tous siiivanl 

nn cercle. Concevons que l'on veuille l'équalioii d'un rende rapportée à son centre dans le pian sécant, alors les coor- 
données a, 4, e de celle nouvelle origine sont iiulélcrmiiiées, et l'on aura à sul>stitucr, à la place de x, v, z, dajis l'équa- 
tion de rellipsoîde. leurs valeurs ; x = ji' ^ J = + *’»' s = lf' *lonne ; 

m,* + îî.'ij’ + ( a.îsa 1/ + 8M.r ) ,' + 450*j' + ÎJ3*' I 40(lr* -I- i 4l-i* = 57600. 

Mais (n* 149) lorsque le cercle est rapporté à son centre et k ses axes, les premières puissances des variabU>s x'. 9 ' 
«ml iiulJcs; donc ; n.î 88 8(>0.r = 0; 4300 = 0. 

l.a dernière formutc montre que b est nu); |>ar la première, l'une des coordonnées e et c demeure arbitraire; <oip- 

800 I /“ 8 I“ 

|ioM)ns que ce sott c, nous aurons : o s= — c. y “j-jg"' 

Uemarqunns que le centre du cercle doit être 4 la fois dans le plan séc-aiit et dans la surface ; nous devrons donner 
k e une valeur telle que le plan coupant louche toujours la surface, chose de laquelle on sera averti lorsque les valeur» 

de x'* et j'* seront réelles dans l'équation du cercle. Kn effet , soit e = 10 , il vient ; u = YwP ’ 

«t*arsuitc: Ü3»" + «5 j'’ - t- 41)1)00 ( 144 ) ' = 5'<i00 ; 
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o’fâl*^-dire : 223j'* Î2.V* =5 équation d’un cercle tniaginâire. Aiirei. ikour une valeur de 

(•■rs 10 , le plan M^ant ne touche pas reJlq^oIdc au point où l'on veut que soit situé le centre du cercle d’intersection. 

Kn second lieu , f = 5, on a : îîSjr'* I 22rjx'* = cercle réel. On peut, en calculant 

de la sorte, déterminer de proche en proche les valeurs de e qui donnent des eerele» réels. Tous ces cercles seront pa- 
rallèles entre cu\ et auront leurs centres sur une même droite. 

488 . — Nous terminerons nos recherches sur les inlcrse<‘lions des surrarcs |uir des plans, |tar la démonstration de 
rp théorème. 

I.es surfaces du second degré étant coupées |>ar de.s plans {»arallMes, deux sections quelconques sont des conrhes 
H'inhlBblcs et semhlaldenicni placées, c'est-à-dire qu’dtes peuvent être considérées comme des sections parallèles d’une 
vurface conique. 

Soit : l’équation d'une rourhe (n** 141), rapportée aux axes rectangulaires des x et des y; nommant a, p les 

i'oimionriées d'un point situé juir rapport à une autre eour)>e, comme l'origine des coordonné<^ par rapport à la pre- 
iiiit're, l’équation de celte seconde courbe sera ; f ( *• fh nombre qui exprime le rap- 


}»orl des lignai homologues des deux courbes. 

Soit : Dj* - f- Eÿ* f- F jti 4- Gx + lly -f- K 0 [1]; I)>* + KV-+- F'ry G'x -i- ll'y 1 K' 
doux courlK*s semblables du second degré. L'équation [2J sera nécessairement de la forme : 

\ m y \ m K « y \ » J 


: 0, les équations de 




[3], 


La comparaison terme à terme de.s équations [2], [3J domie cinq équations, dont trois déterminent les quantité» 
m, s, les deux autrui, qui expriment que les courbes représentées par les équations [i]^ [3] sont scmblable.s et sem- 
hUblemenl placées, ne eoiitienm nl que les eoefïieienLs des termes de deux dimensions, cl se réduisent aux suivantes ; 
D D' K E' I) D' 


y'-'v 


"E'^ir 


[*!. 


I)c ces trois équations, l'une quelconque résulte néees.iairemeiu des deux autres. 

Soit l’équation de la surface «lu second degré rapportée à trois plans rectangulaires : 

Ax* -h By* H" Cs* + Dxy -h Ety -}• Fix Gx -f- Hy f- U -i L — 0 (31. 

En coupant celte surface |»ar un plan dont l'équation est : ; = Kx l My } N [6j. lu projection de la ligne d'inter- 
sse<‘tion sur le plan des xy a pour équation : 

x*(A-hCK*4 EKH-ÿVB-i-CM* i EM}H~xy 4» i EK | FM-t-CKM, 4 x^G MK , NF 4 CKN) 

-t-y:U i LM t NE4-CMN) i CN»4 LN i-L = 0 ("l- 

Or, quelle que soit N* les coefficients de x*, y* ne varient pas; donc [6] cl [7], qui correspondent aux diverses va- 
leurs de X, appartiennent à de.s courbes pour lesquelles les équations de condition [4] sont satisfaites; d'où il soit que 
touK*» cea courhe.s sont semblables et semblabiciiieiit placées. 

Nommant a, à, c les coordonnées du centre de la courbe [7], on fera (n* li), dans l'équatloii de cette courbe . ainsi 
que dans réquation (6] ; x = x’ 4-« .* y = y' I- à; i = 5'4-c. Puis, se rappelant ce qui a été dit dans le numéro pré- 
l édent, on égalera à xéro les coefficients des variables x*. y\ et on trouvera pour le rentre les équations suivantes : 
fl(A 1 CK’4-EKl-hà;D+KKH'FM4-CKM4i-G i ÏK4-NF f GKN = 0; 
à[B4-CM» t KMl4-fl(I) 1 EK4-F.M i COi-t-H-l LM ( NE4CMN = 0; N = C — Ko — ME 

Eliminant N, on a, en a, à, c, deux équations linéaires qui représentent deux plans diamétraux, dont i’intcrseclimi 
c»t un diamètre qui passe par le centre de toutes les sections |»aral]èles nu plan dont l'é’qualion est ; s « Kx4- My H -N. 

Il suit de là : 1* que les courlvcs d’une surface du seeoud degré, situées dans des plan.v paralUdes, sont seniblabkvs et 
Mmihlabicment placées; 2" que le lieu des centres des courbes est un diamètre de la surface, quelle que soit la direc- 
tion du plan auquel elles sont parallèles. 


Ahtuxe IIL Iflierseciioos des sarfices courbes entre elles 


489 . — Nous avons reeormu, dan.s les paragraphes pré*eé*dents, que les iiilersectimis dos vSiirfares par des plans 
étaient des courbes planes, et nous avons reconnu aussi de quelle nature elles étaient, en concluant leurs équations 
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<lui8 les plans sécants d'après leurs projections. Id, ces moyens sont insuSUams« car deux surfaces qui se pénètrent 
le font suivant des courbes qui ne sont pas planes, mais (n« Ui) 4 double courbure. Ces courbes ne peuvent être dé- 
erites dans l'espace qu’avec le concours de deux de leurs projections, ou afec celui d'une de ces projections et de réq{ia> 
tiou d'une des surfaces sur laquelle elles se trouvent, car il n’y aura qu'à élever, par chaque point de la projection, des 
l>erpendiculaires 4 son plan; les points où les rencontrera la surface seront ceux des courbes 4 double courbure cher- 
ebées. Donc, pour détenniner deux projections de la courbe d'intersection de deux surfaces courbes du second üe^ré. 
dont la nature sera comine par leurs équations, on éliminera, entre ces équations, d’abord la variable.; le résultat don- 
nera la projection du plan des jyr ; ensuite, on éliminera jr ou y, et l’on aura l’autre projection, soit sur le plan des y; . 
soit sur relui des comme on le trouvera plus coniinoüe. Ce procédé est principalement applicable aux surfaces suv 
ceptibles d’étre représentées par des équations entre trois variabU», telles que le cène, reltipsoïdc, les hyperboloîdes 
et les paraboloïdi». Mais si ce sont un cène et un cylindre ou deux cylindres qui se pénètrent, la courbe d'interscciioti 
ne sera déterminéo de ligure dans l’esiwce que par les points de rencontre des arêtes de ces surfaces, et ses projec- 
tions, par les coordonnées des pieds des perpendiculaires abaissées de ses points sur les plans coordonnés. On conçoit 
que pour obtenir de ivareils résultats, ü faut recourir aux procédés que nous avons indiqués pour représenter ces sur- 
facc.s {n** 281. 287, 441'. 

Quel que soit le nombre des surfaces qui se pénètrent, on peut toujours déterminer les courl)es suivant lesquelles 
cela s’opère, et cela se fera en cherchant leurs intersections de deux en deux. 

§ 1*'. liiersectiOB de deax cylisdres. 

490 . — L’équation : \y* Bury -f C«* | I)y -h Ej - f F « 0, appartient 4 la directrice d’un cylindre; et : y = a, 
D E F 

^ sa; 4 - 4 à son axe. y’ -f x* f- ^ "ï* “ réquatioii de la directrice d'uii autre cylindre, dtMii 

l'axe est le lieu géométrique, des équations : y = a, x s — a's -f- 4'. 

On voit que les axes de ces cylindres sont dans un méiiu! plan, qu'ils smit obliques et dirigés dans des sens oppoM's. 
Les deux cyUndres se rencontreront , mais il n’est pas vrai de dire que toutes leurs arêtes devront le faire aussi. Ce- 
pendant, on reronnallra que cea acctüciils ont lieu lorsqu’il y aura entre les quantités constantes de leurs équations Ivs 
relations jn® 403} : [«' — a) (4' — 4) — (fl' — p) (a' — = 0. 

Dans le cas qui nous occupe, les deux cylindres ayant leurs arêtes parallèlc-s ou plan des «x, et ayant les contn's df 
leurs bases sur une roèiiiu droite, il est bien évident que si deux diamètres parallèles de ces bases sont égaux en gran- 
deur, toutes les arêtes des deux cyUndres se couperont. Au contraire, si un de ces diamètres est plus petit <|ue l'autre, 
des arêtes du cylindre, dont la directrice a le plus grand diamètre, ne seront pas rencontrées, car elles seront dans des 
plans où l'autre cyliinire n’a pas d'arètes. Ou en cun,clura de là que les arêtes des deux cylindri^, situéc-s dans un même 
plan parallèle au plan des zr, se couperont, et la communauté de leur plan se manifestera par la valeur de l’ordonnée y. 
laqueUe sera égale dans les équations de deux arêtes. Ainsi, on déterminera les équations des arêtes des cylindres, et 
on verra qu’elles sont dans un même plan. Mais pour obtenir des arètos qui rentrent dans cette condition, cboisis.xc 2 
des points des directrices dont las ordonnées y soient égales; les arêtes qui passeront par ecs points seront dans un 
même plan. Mainionant, si l’on cimçoit toujours que l'une des diroctrices soit d’un moindre diamètre que l’autre, il est 
des limites entre te.squeUcs les arêtes dos deux cylindres se rencontreront, et ces limites, si les directrices ont leurs 
«rentres sur une même ordonnée y, seront celles de ta directrice du plus petit diamètre dans le sens des y. Chcrcliam 
donc, dans la directrice du plus grand diamètre, les points de cette courbe qui correspondent à de semblables ordon- 
nées, on aura les limites d’où il faudra partir pour preiuire les arêtes du cylindre auquel elle appartient. 

Supposons que. d'après ces remarques, on ait calculé les équations des arêtes des cylindres, celles-ci seront conve- 
nablement placées pour se couper; calculez les oixloimées x, y. i des points où la rencontre s'effectue, vous Irarrrez 
mrailliblemcnl la courbe dniterscctiou dans son li^. 

4U. — Actuelleinciit, si les directrices des deux cylindres, courbes fennées, n'oiu pas leurs i^enlrcs sur utic méinc 
«Iroite, mais que \cs arèu^ des surfaces soient parallèles au plan des ex, de deux choses l'une : ou la pénétration des 
deux cylindres sera totale, ou elle ne le sera [>as. Elle sera totale ü les tangentes aux extrémités d'un des diamètres des 
directrices et parallèles 4 l'axe des x sont sécantes 4 l'autre directrice, ou autrement que les ordonnées y, du dianiètre 
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parallèle k Taxe des ir d’u»c dîreclrice» lomberont dans le plan de l'aulrc directrice ; mais si Tune de ces ordonnées 
lomlie dans ce plan et l’autre en dehors, la pénétration sera partielle; on appelle cela arrachement, et U courbe d’in- 
tersection n’a qu'une branche. Dans ce cas,*lcs directrices peuvent avoir des diamètres éfaux. Si les directrices sont 
des courbes infinies, l'intersection sera aussi iafinte. » 

4®2. — Les sections dont nous venons de parler sont des courbes à double courbure; il est des cas où la pénétra- 
linii de deux cylindres a lieu suivant une courbe plane. 

2 Soitf par exemple (11g. 229)^ un cylindre hurizontai qui a pour base uu cercle vertical du diamètreAB, et dont les 
arêtes , passant par les extrémités A , B de ce diamètre, soient les horizontales ACE , BFD ; en coupant ce premier cy- 
liiKlre par un plan vertical CD, et regardant la section comme la base d’un second cylindre dont les arêtes sont paral- 
lèle aux droites données CF, DK, il est évident que le deux cylindres se pihtétreronl. et que la ligne d'intersection 
S4‘ra composée de deux courbes planes situées dans des plans verticanx CD, KF ; ces deux courbes se coupeut au point 
dont O est la projection horizoïitale; ce point O est rintcrseiiimt de deux arêtes borizoulales contenues dans le ménu* 
plan horizontal. 

On voit donc que si un cylindre, ayant pour directrice une courbe fenuée, était donné do position, et qu'entre deux 
{M)ints, pris sur la surface et sur les arêtes opposées, un autre cylindre devrait le pénétrer suivaut deux courbes pla- 
nes, Ton couperait d'abord ce cylindre |»ar un plan passant par les deux points assignés, et l'on prendrait la courbe de 
la MM'iion pour directrice du cylindre destiné k remplir la condition deinarMlée. 

48). — Pkoblîimi:. — Deux cylindres, dont les équations suivent, se coupent dans r(‘space; décrire, dans son lieu . 
la rourlK* d’intersection et sa projection sur le plan des rji ou hurizonlai. 

Les équatiorui du premier sont : directrice : 49ÿ*-f- 36x* — llIGOy — Hoir 4 21760 = 0; axe : 

,= 20; ^ î-f- 16 = 0. 

Celles du second : directrice : g’ x* — lOj — 1 40r -f- 5200 = 0 ; axe : ÿ = 20 ; j = — ~ ; -f- 70. 

. A l’examen de ces équations, on remarque que le premier cylindre a pour diroctrice une ellipse BKIIK' ilig. 2,10), et 
le deuxième un cercle kepr\ et que leurs axes sont parallèles au plan des zx. ()ti les a ainsi disposés, parce que les cy- 
lindres, en ayant leurs arêtes parallèles à l'un des plans de projt^tions, sont dans la position la plus avantageuse pour 
ta solution du inroblëmc. 

Cela posé, voyons si la pénétration de ces cylindix's sera totale ou partielle 'n* 491'. Pour nous en assurer, prenons, 
dans leurs directrices, les dmmiires EK', ee\ parallèles entre eux et à Taxe des ,. Or, d’après les éqnat tons de ces direc- 
trices, EE'= 24; re'=20; de plus, les centres des courbes sont sur une même droite Bp, parallèle à l’axe des x, et 
dont l'équation est ; — 20; donc, la |>énétralion sera totale, c’est-à-dire que le premier cylindre sera percé juir le 

deuxième. 

t'es résultats nous apprennent que des arêtes du premier cylindre ne seront pas rencontrées par celles du deuxième; 
reste à savoir entre quelles limites sont comprises les aK*tes des deux cylindres qui auront des points de coinmims. 
Pour cela , observons que pour les poiiiU c et e', extrémité du diamètre ce', on a : jf =» 10, x « 70 ; ji = 30, x = 70. 

I.ra valeurs de y sont les limites, ou plulOt les équations des plans-Iimiles entre lesquels sont comprises les arêtes 
des cylindres qui se nmeontrent. 

Comme il est facultatif rie choisir sur les directrices et entre les limites indiquées autant de points, et conséquem- 
ment autant d’arêtes qu'on voudra [mur déterminer, |»ar leurs intersections, la ligure qui résulte de la pénétration , 
|M>urvu toutefois que pieds de ces arêtes soient sur une même droite parallèle à l’axe des x, nous commencerons 
par chercher les points de REHE', situés sur dos mêmes droites avec c et e' delà directrice brpe’ ; puis, |»ar un certain 
nombre de points de celle-ci, dont nous connaîtrons les ordonnées, nous mènerons des parallèles à l’axe des x; elles 
ixmperont la directrice BKIIK' en des points dont nous obtiendrons les coordonnées en mettant, pour chacune des pa- 
rallèles, la valeur de y qui lui appartient, dans l'équnlion de celle dernièra. 

Pour déterminer les points BEUE’. placés sur les mêmes droites avec e et c', faisons d'abord y= 10 dans réquatinn 
de cette courbe; U vient : pour D : y as 10. x = B,27 ; |H)ur F : y = 10, x 23,7.1 ; ensuite y se 30 ; ce qui donne : 
pour D' : y = .10, x = 8,27; pour F' : y = 30, x* 23,73. D’où il suit que Dr. D'r’ sont les traces des plans limiKts. 

Donnons k y diverses valeurs comprises entre 10 et 30, et substituons ces valeurs dans les équations des direclricc.s. 
nous aurons les coordonnées des points de ces courbes situés sur des mêmes droites. 
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Oue y =s <3. nous Jroüvoiis : pour y : y 13» x = 1.63; pour J : y = <3. x= 62,86; pour « . y = 13. x=k27,3Î ; 
pour /■ ; y * 13» x =* 77»<4; et j» rf» »» fhonl les pieds des arèles yy, uq\ dy, fl des deux cylindres, Icjupidles soin 
dans UQ m^nie pian. 

FaLsons encore ; y s= 46, nous aurons : pour K. : y = 16, x = 3,84 ; pour o : y ~ 16, x se 60,84 ; pour r : y = 16, 
X - 29,19; pour r ; y = 16, x = 79,16. 

Concevaiil enûu que, successivement : y = 30, 34, 37, on déterminera les coonlonnd^jt des points des directrices 
situés sur les droites Bp, K'p', y'/*. 

Menons par les points D, F, y. «, etc., de la dircctrîcc BKIIF.', des parallMcs à Taxe Ot du cylindre (n* 381 } auquel 
elle appartient ; ces droites seront les ar1>tcs de cette surface. De même, par e, d, /*, o, etc., menons des jiarallMes à 
C«, axctlu deuxième cylimlre, elles scs arêtes. Celles de ces dernières qui sont dans un même plan avec les 

premières , les cou|Wîni en des points de la courbe d'intersection. Ainsi , les arêtes D» et ca sc coupent en n ; les arê- 
tes gq cl dq, en q .* les arêtes yy et /I , en f ; les arêtes Km et cm , en m ; les arêtes Km et , en ^ ; les arêtes BS cl 
4S. en S, etc., etc., et ainsi de suite. Marquant les points de rencontre des arêtes du cylindre BEDE' comprises dati> 
la région DHl)' avec toutes relies du cylindre brpe\ et les joignant (Mtr une ligne a^liP, cctle*ci sera une branche de la 
courbe d'intersection. La deuxième brandie résulte des points comrauns aux arêtes de la région FHF' du premier cy- 
lindre avec toate.s celles du deuxième; en effet, l'arête Fn' touche, en a', l'arête en' ; l'arête «/' touche, en q' et les 
arêtes dq' cl ft' ; Tari'le aV tourbe, en m' et F les arêtes om' et r^', etc. Cette deuxième brandie , esl dite 

courbe d'entnV, l'autre courbe de sortie. 

On voit avec quelle facilité on détermine la courbe d'intersection de deux cylindres qui ont leurs axes parallèles au 
plan vertical des sx. On peut eepeiidaiil abréger celte méthode, si toutefois le problème ne renferme pas la eondîtimi 
de tracer la courbe de projection de t'inlerscction; ce sera de ne pas calculer les coordonnées des points des direclri- 
res placés sur des mêmes droites parallèles à l'axe des x, et de s'en tenir à mener, entre les droites Dr, ü'e', autant de 
parallèles k l'axe des'x qu'on voudra. Les points où elles rencontreront re.s directrices seront les pieds des arêt^'s d«*s 
cylindres situées dans les mêmes |»)ans. Ayant tiré ces arêtes, on .sc conformera, pour le reste, comme dessus. 

Mats lorsqu’il s'agit de tracer les courbes de projections, on a lH*soin de connaître les coordonnées des pieds (iv> 
arêtes, afin de déterminer les équations de celles-ci, avec lesquelles on calcule les coordonnées des points de la courlN* 
d'intersection. Si cette courl>e doit se projeter sur le plan des xy, scs coordonnées x cl y serviront à décrire la 6gurc 
de sa projc<iion sur ce plan. 

Pour en duiiner un exemple, rappelons-nous que les arêtes du cylindre RF.IIE' doivent être parallèles ê la droite C«. 

3 

représentée par :y ^30, x = + 16; et celles de lfepe\ à la droite C'x, dont les équations sont : 

, = Î0. 1 = 70. 

Il K'sulto de là {n” 97) que l’arèle Da, dont les coordonnées de son point I) sont : x =s8,37, y — 10, sera le lieu 

3 12 

géométrique des équations : y ^ 10, x = -g* • -4- 8,37 ; cl l'arèle en, de : y = 10, x =s — t -t- 70 , puisque les 

coordonnées de son pied e sont : x ss 70, y 10. Ces arêtes étant dans un même plan, y ss 10, se cou(icnt an point *>. 
dont les coordonnées sont ; y = 10, x = 43,56, z = 57,16. I.C8 valeurs de x cl y correspondent, sur le plan desxy. 
au point a", projection de «. On trouvera, de celte manière, asse* de (toînts q'\ m", etc., y"', etc., de la projec- 
tion pour la décrire. 

Les cylindres qui nous ont occupé n'ont pas été disfMisés au linsard; nous avons (iréalablcment calculé leurs équa- 
tions de manière à ce qu'ils se rencontrassent. Si l'on se donnait, indifféremment deux cylindres, l'intenwction aurait 
ou n'aurait pas lien; on s'en assurerait par les règles déjà connues (ii* 490] ; mais cette favon d'opérer entraîne des tù- 
tonncnicnts qu'il faut éviter. 

Les directrices des cylindres étant tracées sur le plan de.x xg, clics auront toujours leurs centres sur une ineme droite 
parallèle oo non ù l'axe des x. Dans tous les cas, ces surfaces |>ourro»t être parallèles au (dan des zjt, ou ne l'étre pas. 
Concevons, en premier lien, que les cylindres aient leurs surfaces (»ara!lèle.s au plan des sj, cl <juc les centres de leurs 
directrices soient sur une même droite parallèle à l'axe des x, les coordonnées de cescentres seront (fig.330) (écli. n* 2' : 
pour C : y" SK 20, x'' = 16, = 0; (mur C' : y'' = 30, x" ■'* 70, z" = 0. 
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MainlenaiU, puisque les cyliiidics doiveul être |Mira)lèles au plan des leurs axes seront dans un iii^me plan parai- 
l«de 8 ce dernier, leqiiri aura pour trace, sur le plan des xy, la droHe CC', cl ils se eouperont en un point quelconque s. 
il\6 jwr : jf' = 20, s' = 46, = 50. Les équations des droites assujéties à passer par les i>oinla C, *, C', t seront 

aussi ecJics des axes des cylindres. Or, Iw équations de ces droites (n* 92) sont de la forme î 


* * — r* > f* * J* 9 y — — "J* 


.1 12 

On aura donc, pour C« ; jr = - i •+■ (6 ; y = 20 ; et pour C'a : x = — - -h 70 j y = 20. Arcomiuignaiii ces 

équations de celles des dircetnees. on aura les équations de deux cylindres qui se couperont suivant une courbe dc- 
lermméc ci-dessus. 

Concevons que deux eviindres, dont les directrices sont disposées commednns Texeinple précédent, ii’aicnt pas ieui> 
surfaces lutralUdes au plan des ix; ils se rencontreront néanmoins, et leurs axes se toucheront en p (fip. 231 -, qui a 
pour coordonnées : x* = 46, y* =s 40, s' = 60. Les équations des axes C*j, C'? seront : 

jf=Ÿ^ + i0; ï=^j + (6; , = -^-j + 40; j=— |-j+70. 


Ces résultats conûrmeul que les deux cylindres n’ont pas leurs surfaces (larallèles au plan des ix, et qu'ils ont 
leurs axes dans un plan : y = 2 -y- 20, incliné sur le plan des xy. 

49i. — Deux cyiiudres sont donnés de position dans l'espace par les équation.n (éch. n'* 2} : pour le premier, di- 
rectrice : 49|*-i-36x* — I960ji — I I5ir f- 21760 0; axe : y — i a + 20; x= j 4- t6 ; pour le dcuxièaic. 

directrice : y* i x* — 40y — 4 40x -h 5200 = 0 ; axe : y = j 20 ; ■* = 70 ; trouver leur courbe d’iii- 


tenicetton cl la projection de celle-ci sur le plan des xy (fig. 231). 

Ce problème diffère d’avec relui du n* 493, en ce qu’il a pour objet de chercher la courbe d’inlerscclioii de deux 
cylindres qui n’ont pas leurs surfaces parallMcs au plan des ix. Pour le résoudre, on déterminera les limites de» arête» 
qui doivent se rencontrer; ecs liniilcs seront toujours manifestées par les coordonnées des extrémités des diamètres 
des directrices parallèles entre eux et à l’axe des y. On mènera, entre ces limites , autant de droites qu'on voudra, pa- 
rallèles à CC', qui joint les centres des directrices. Ces droites, dont ou connaîtra les équations, fixeront, par leurs 
points de contact avec les directrices, les pieds d’autant d'aK'lcs située» dans des mêmes plans parallèles à celui qui 
i-ontieiit les axes des cylindres. 

Pour tracer les axes, ü nous faut deux des points par lesquels ils passent ; nous les trouverons en faisaiU d’abord : 
; 0 dans les équations de ces axes; il vient : pour C f y » 20, x » 16; pour C' : y s 20, x = 70. Que jr » 40, 

nous avons pour : x = 40, y = .16, s = 48; jwiur : x = 40, y = 45, » ^ 75; tirant : C{»', C'p", ce sont les axes 
cherchés, lesquels se trouvent en fi. 

Actuellement, ayant mené, entre les droites Fy, /'F', traces des plans limites parallèles à CC, des droites Ky, D4. 
IVli, etc., qui leur soient parallèles, elles cout>ent les directrices en F, G, K, H, etc.; c, y, d, A, etc., dont les coor- 
données ont été calculées {n* 493]. Par les premiers points, conduisons les arêtes Fm« Gm', Ka, Hn', Du. etc., paral- 
lèles k l'axe C^; et par les derniers, les parallèle» /ki, et, çn, dl, etc., à l'axe C'fl. Ccllcs^i touchent celles-là , qui sont 
dans un même plan avec elles, parallèle au plan C^C\ en des points qui appartiennent à l'intersection, laquelle a deux 
branches, atPsy, n't'a"P'f'. Cherchons les coordonnées de ces tmints. 

L’arète Fm passant par F, dont les coordonnée» sont : y » 10, x = 8,27, sera représentée par : 


y—*-^--|-IO; Jf— 8,27, 


puisiiu’cUe doit être parallèle à Taxe C^. 

L’arète fin devant être |>arallèlo à G'^ et passant par f, qui a pour coordonnées : y = 10. x = 70, aura pour éqiia^ 

1 a 

lions: ÿ»-|-2-hl0; x»— 
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Ainsi les toordomiées de w, comnjuncs àces afèles, sont : ;r = 42,30, y = 32.^6, « = 68,6; puis les valeurs de j 
et y di'terminem le point m", projection de m soi* le plan de xy. L’arètc Ea, lieu de : 

»=-j-j4-I3, j- -j- s-I 4,63, 
rencontre chacune des arêtes el, gn des équatimis : 

V = -iit-43, x = — -*-j + f>î,86: » = — i4 43, x = |-;H77,)4; 

<>n des points t et a qui ont pour coordonnés : x= 36.98, |f = 34,56, 3 = 64,7; x= 44.91, y = 39,86, 3 = 80.56; 
et ne projettent en 1", n" sur le plan de ry , comme l’indiquent les valeurs de x et y. 

Continuant les opérations pour chaque couple d’arètes des deux cylindres situés dans un même plan, on trouve qm- 
la courbe d'iiilcrscclion de ces cylindres se projette sur le plan de xy suivant une coiirljo V, qui a aussi 

deux branches. 

495. — Si de deux cylindres qui se pénètrent, l’un avait ponr directrice une courbe fermée et l'antre une courbe inti- 
nie, on sait tracer les arêtes du premier, reste à dire comment on connaîtra la direction de celles du deuxième. Prenez 
nu point quciconquo sur un diamètre de la courbe infinie, au sommet, |tar exemple, l/équation de Tarète qnl paiera 
par re point manifestera la direction de toutes les aiitrc.s. Ou bien concevez une droite donnée de position dans Tespaee 
t>ar scs équations, de manière h ce que les arêtes du cylindre dont il s’agit lui soient parallèle, vous aurez les donmVs 
itécessaire.s pour construire ce cylindre. 

Hi les directrices sont des courbes infinies, le procédé est semblable. Nous ne nous occuperons point de ces surfa» 
ees, les exemples précédents sont généraux et applicables à tous les problèmes possibles. 

49$.~Una vu comment nous avons développé iiitc portion de cylindre comprise entre le pian horizontal et un plan 
sécant; on peut avoir besoin de développer un cylindre pénétré totalement ou partiellement par un autre cylindre. La 
méthode est la même [n** 478), c'esl-à-siire qu'il faut d'abord ebereber Taxe de développement qui peut être la déve» 
loppéc de la dimrlriec, ai le cylindre est droit, ou l'arc droit, s’il est oblique ; ensuite on déterminera les distances des 
)K>iuts de la courbe d'inlerseciiou à la directrice, qui peut être raincnév ( n** 478 ) à être axe de développement, ou, ee 
qui est mieux , k l'arc droit. Ces distauces connues , de même que les arêtes .sur lesquelles elles sont comptées , il est 
évident qu’on développera aisément le cylindre,. 

Afin de donner une idée plus complète de cette espèce de développement, nous développerons le cylindre pénétré du 
n*» 493 (fig. 230;. 

Prenons pour axe de développement la .section faite dans le cylindre par un plan perpendiculaire à son axe, c'esi»à» 
dire à l'arc droit. 

L'équation de l'axe du cylindre étant ;èch. n® 2) : y = 20, x = 3 16, celle du plan, qui est perpeiHliculaire à 

ci't axe, est {n« 1 29) ; X = — -jj- 3 -f- 40 ; ses traces sont le» droites TL, LQ. 

Les arêtes du cylindre étant connues par leurs équatior», si on détermine les |>oints qu'elles ont de communs avec le 
plan sécant, ces points seront ceux de divisiou de l’arc droit, d'après lesquels on le dévelopi>era. 

3 

Ainsi l’arète D« ayant pour équations : y = 10, x = 3 -f- 8,27, son point 1 , de contact avec le plan sécant, est 

déterminé par x= 16,98, y = 10, t= 13,98; le point 2, de Parète py, |«r : x = 13,99, y = 1.1, 3 =î 15,60 ; le 
point 3, de l'arèie Kr, par x = 12,65, y = 16, z = 16,40 ; et ainsi de suite. 

Tirmit une droite indéfinie (fig. 232), on y portera les points de la courbe 1989' d’intersection qu'on vient de trou- 
ver, en prenant, pour centre de développement, le point 9 de l’arète E9, dont les équations sont : 

x=-|-J = 46, J = 8. 

Par ces points passeront les arêtes du cylindre, perpendiculairement à celte ligne, axe de développement, au moyen 
duquel on développerait toute la surface du cyliiulre. Nous nous attacherons seulement à déveiopper son trenc compris 
entre Parc droit 1989' et les points extrêmes de la courbe de pénétration. 

I.es arêtes des régions 195, r9'5' étant hors des limites de Pinlcrseclion des cylindres, seront indéfinies; nous n’au- 
rons à calculer que les longueurs des arêtes des régions : DBD', FUi’'. 
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l^s»c'OOi‘doiitHfCSilc«sûnl (il® i03) î y = <0, 1 = 42.50» « = 57, 16; et relies de < : ys= tO, x 16,98, i = 13,98. 
Ou aura donc (lîg. 230] : -}■ ; y ;* + U — darw» laiîudle etproshion x, y, ; sont les coor- 

données des points de l'arc droit, et x\ y', i‘ celles des points de la eourlM! de pénétration, d'où il suit que : U = 50. 18 ; 
également VM = 50,18. 

Portant ces longueurs sur les arêtes qui leur correspondent dans le plan de développement (ilg. 232;, on détenninera. 
sur ce plan, les points a, M du dévdo(>pemctit de la courbe d'intersection des cylindres. 

I.’arëte 29 f rencontre la surface du eyiindre êcpc’endeux points y et /, dont les coordonnées sont : y=: 13, x = 30,07, 
; .j3,91 ; y = 13, x = 44,00, ; = 67,13; et celles du point 2 de l’arc droit : y = 13, x = 13,99, i = 13,60; on 

aura donc ; 2y = 44.67; 21 = 60.08 ; 2'N = 44,67; 2'P = 60,08 , longueurs qui font connaître, sur le ;daii de déve- 
ioppemeni, 1^ points y, r, N, F d'une des branches de la courl>c de |»éiiétrâtion. 

.Nous n'insisterons pas davantage sur rcs calculs; iU deviemienl superflus pour des cylindres disposés euiiime ceux 
de la figure 230; car, dans celte circonstance, on |M<ut prendre les longueurs U, 2y, 2/, etc., avec des ouveiiui'es de 
io?npas pour les rapporter &ur le plan de dévclop)N;iiicnt , sans erreur sensible ; mais nous avons indiqués, l'occa- 
sioii de les appliquer pouvant se rencontrer, comme on serait obligé de le faire |»our les cylindres de la figure 231, dont 
les longueurs des arêtes ne sont présentées qu'en perspective et sont conséquemment exagérées ou trop petites. Knfin. 
de quelque manière qu'on opère, on obtiendra, }H)ur développée de 1a surface du cylindre proposé, une ligure luireillp 
il ta ligure 232. 


§ II. — Inleraectiei de dm eéiea. 


497. — U surface d’un cOne peut-être représentée, soit par une seule t^uation (n® 436] entre trois variables, soit par 
l'équalimi de sa directrice (n® 441} et celle de sa génératrice. Celte deniièrc méthode, avons-nous dit n® 287; , est la 
plu.s générale, car, quelle que soit la directrice d’un cène » sa surface sera toujours représeuléc par deux équations. 
Ainsi deux cônes étant doi}»é.s et ayant des poirils coinniuns , il s'offre deux procédi^ de déierntiner la courlte de leur 
intersection et sa projection. Le premier, le plnsconipliqiié, consiste à employer les équations [ii® 436] entre troi.s varia* 
blés de chacun de ces cônes ; le deuxième, en calculant les points d'iiitersectiuos des arêtes des deux cônes situées dans 
uit iitèine plan. Nous allons les cx|»oscr. 

496. — Deux cônes sont domiés |uir les i'M}uations suivantes; trouver la courbe de leur intersection et sa projection 
->ur le plan des xy. 

Lquatioii du premier : 23y* 23x* — 4i* — I300y— 1300x 1- 40fli 4- .3.300 = 0; 

Kquatiun du deuxième : 23y*-t-25x»H-3;* — 20ix — 1.500x h706i — 1300y + 42500 = 0. 

Celui-là se projette sur le plan des 2 x, suivant deux lignes droites, qui se coupent en un point dont les coordonnées 
suiit:x=30, a = 30 ; snbstiluaiU ces valeurs dans sou équation, U vient : y = 30; ce sont les coordonnées de sou 
sommet. 

(.a projection du deuxième, sur le même plan, e.st aussi deux lignes droites . dont le point d’intersection est üuimé 
par : X =s: 50, a = 50; on trouve ensuite : y = 30, coordonnées de son sommet. 

Joignant, par des droites, les sommets de ces cônes à tous les {loinls de leurs bases sur le plan des xy, lcsqutflb*s on 
obtient eu faisant ; = 0 dans leurs équations, U résulte la figure des cônes des équations proposées. 

.Maintenant, pour satisfaire à la première partie du problème, il faut coimaiire deux on une projection de l'interset'- 
lion. Klimiiianl succeKsiveinenl deux ou une de:» variables entre les équations des deux surfaces, ou atteindra ee but. 

Pour la projection bur le plan des xy, i doit être èlimiiié. Il y a deux moyens ; nous les indiquerons : 

Le premier, juir le plus grand commun diviseur, dont on a vu une application (h® 447}. Ordonnant les équations 
proposées |»ar rapport à c, on a : — 4i* + 400; -!~ 23y» + 23x»-— 1500y — 1.500x-l 3300 = 0 [«]; 

3;' — Î0.-X t-700; 4- 23y* |-25x*— 1300x— iSOfly + *2300 = 0 [à]. 

Divisant la première, divisée par trois, par la deuxième, on obtient pour premier reste : 

— 80.;x + 4000;+ i73y* + 175x»— lO.TOOy— I0300x+ 275000 , 
qui est la môme chose que ; iSOOO — 16x]; l- 35y* I 35x* — 2IOOx — 2100y + 5500 [c]. L'équation [frj on : 

(3; — 20x t 700;; + 25y* \ 25r* — L500x— I300y + 42300 = 0, 


y 
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niullipliée |uir ^800 — t6ri et divi»ée piu* [<'], tlomie pour deuxième rœte, dèlmrras-né du facteur rommuii 5 : 

— U60J- hHtiOÿ— .IdOOD);— *m0ÿ'— i500.r*4-60j^-l 60xÿ* — 3rtO«J7 UfiOaOj- 
4* 5400# — 900000 ; 

htqueJ, multiplié encore par (800 — 16/1, et divisé par [c], donne (»our reste IhmI. débarrassé de .son facteur coiiiiuiui :i: 
49#* — 45/* 4- 24 — 58«Oy* -f- 282400#* — .ïGHOOx* 4- :»/*#■ — 4720/#*— 2040/*# IU3200/# — 6360000# 

— 920000/ 4 73000000 =: 0 [c], 

éipialion de la projection, sur le plan des /#, de rinterscction des deux rOnes. Par le deuxième moyen, élitmaez /* entre 
les deux équations, en multipliant la première par 3 et la deuxième |>ar 4 ; ajoutant les (troüiiits, voins aurez : 

173#* 4 475/* — 403<Mtÿ — 80;/ — 40300/ 4* 4000; -4273000 = 0; divisant par 3, il vient : 

iiooj ^ 2400/ — 53000 
800—46/ * 

Clctle valeur de substituée à sa place dans l’une des éqimlioiis des cônes, produira une é(|ualion en / et # cuik 
forme k la préi'édenle. Éliminant # entre («] cl [I»], on trouve ; 20ix — 7;* — 300; — 7500 = 0 [d]. 

Os résultats mseignent que l’une des projections est représentée par une équation du quatrième degré entre deux 
variables incomplètes. Sans résoudre cette équation, pour savoir les limites des valeurs des / et #, on cherchera celles 
de X dans la projection [d], du deiixiètne degré, à l’aide desquelles on déduira celles de # de [r]. Ces iiiiiitcs trouvées . 
on donnera à / ou à # des valeurs comprises entre elles; on le.s substituerai leurs places dans [e] et [d] pour détemiincr 
les valeurs des deux autres variables. Leur eoncoiirs, aver celles de la première, dénoncera U ligure de la courlie d‘in> 
lorsection des dtnix cônes. Il est utile de faire ob«M'r\er que les valeurs de / et # conviennent aux points de la couHh- 
de projection sur le plan homontai; cl celle» de ; et / aux }mitits de ta courbe de projection sur le plan de zx. Nous 
laissons au lecteur à construire la hpure relative à ce problème, et nous passon.v au deuxième procédé pour trouver la 
ix)urbe d'intersection de deux cônes. 

499. — Iléterminer la courl>e d’inlcrseclion et sa prujei'lioit, sur le plan des /#.de& d«ix cônes suivants (éch. n*» 2 : 

t'.tfuiflioMdupremirr ednf. Directrice : 25#* -4 25/* — 4500# — 4500/4^35000 = 0; sommet : / = 5. y = 30,; = 40. 

É'/aatioiM du dca/icinc côw. Directrice : 46x* 4 9#* — 960/ — 340# 4 20496 = 0; sommet : / sCO, # = 30, ;= 4ü. 

Si les cônes étaient donnés chacun par une seule équation entre trois variables, on en dt^uirait celles des direeln- 
ees ou hases, puis les coordonnées des sommets. 

Venons à la sedution du problème. On cherchera un certain nombre d'arètes des deux cônes, située» de deux en deux 
dans un même pbn, allii qu'elles sc rencontrent. Pour avoir des arêtes qui remplis.sent cette condition, remarquons 
que les cônes proposés ont leurs axes CS, CS' (Üg. 233^ {>araUèlcs au plan vertical des is; cette )K>silion est la plus 
cmncnable qu'ils puissent avoir; s'ils ne l'avaient |>a.H, il faudrait les y ramener. Il demeure évident que les soumiet» S 
et S' des deux cônes sont .sur une même droite |»arullèlc aux plans des ;/ et des /#. Si par celte droite on fait pa.s.M‘i 
des plans qui coupent en même temps ies surfaces des cônes, leurs traces, sur le plan des /#, senmi de.s droites pa- 
rallèles h, Taxe des /, les^inelle^ couperont tes directrices en des points, pieds des arêtes des cônes situés dans des nii'> 
mes plans (la même chose n’aurait pa.s lieu si les sommets des cônes étaient k différentes hauteurs au*<iessus du plan 
d<» /#]; cela revient k dire que, menant, sur le plan des /# des droites parallèles k Taxe dt*» x, et qui rencontrent à 
la fois les directrices des cônes, les points d'intersections de ces droites avec ces directrices détermineront les pieds dv» 
arêtes situées dans un même plan. .Mais U est des limites entre lesquelles ces i»arallèle.s doivent être menées , comme il 
est des lioiiles au delà desquelles les arêtes des cônes ne se reucontreut pas. Daru les deux cas, ces limites sont le» 
mêmes, et cllc.x dépendent de In manière dont les <x>nes doivent sc pénétrer. Pour le problème qui nous occupe. c«» 
limites sont les ordomiées # des points s et s' de la directrice vlU'G' du deuxième cône, le/quclles ordonnées sont - 

# = 44, # = 46. 

Ainsi, à [tarlir de X iuclusivcmcni jusqu'à «aussi inclusivement, on inèitcrades parallèles «A. SD.... «’.\'à l’axe des j. 
lesquelles couperont les directrices All.A' et alUT en des points A, D.... A\ s, D....x’, pieds dnntant d’arètes SA . 
SD. ...SA'; S'«, S’à, S’D'....S'3' des deux cônes, Ic&<|uc11ës sont dans les mêmes plans. La partie S.AA’du premier cône 
doit être piTi'éc par toute» If» arêtes du deuxième; cela se manifeste par l'intervaUc compris entre les parallèles «A. 
%X\ Or, si par tous les poinU de divisions A , Ü, F... .A' de U directrice AH.A', et le sommet S du premier cône, un 
tire les arêtes S.V, SD, SF....SA', de., et que par tous les points a, 3, H . D’, de., de la directrice xllx'l', et k s«im* 
met S' du deuxième cône, on mèuc les arêtes S'», S'ô, etc. , on trouvera que rareté S'* rencontrera l'arèlc SA en « . 
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l'arètc SA', l'an^tc S's' cii a'. Le» autres arêtes SD. 8F. eie.« touchent diacime deux arêtes, S'o, S'a', etc.. e4i 
<l(vs |K)inl$ d, rf, f, /*. etc. Joignant les points n\ d'. /*. a', la ligne résultante sera la courbe (nnlcrsection des deux 
cônes. 

Par ce procède, on ne déterminerait pas aisément la projection de cette courbe sur le plan des xy; il faut doue re- 
courir aux équations des arêtes, lesquelles, par leur combinaison, <Ionncront les roordoiinécs des points où se coupent 
CCS arêtes. Deux de ces coordonnées, x et y, désigneront, sur le plan liorirmitul. le lieu de la |>rojection des points de 
la fourbe suivant laquelle les cônes se pénètrent; leur liaisou par une ligne constituera la dgare de la projection de- 
mandée. 

Pour déterminer les é<iualions de ecs arêtes, il faiil avoir les coordonnées de leurs pieds A, D....A'; *, Ô, N....»', 
>ur le pian des xy. On les lrou>ern en dorinatit à y des valeurs comprises entre U et 46 dans les équations des direr- 
irires des deux cône.», et l'on aura les valeurs correspondantes de x |Miur les points dont il s'agit. Les valeurs de y $<*- 
roni les équations dc.s [larallêlcs aA, ^....a'A'. à Taxe des x; puis, connaissant les coordonnées des .sommets S. 8'. 
on déduira les équations des arêtes des formules (n<* 92} : 


r — x' = 


.. 1 .- 

“7/ . 3 - ^ » y ■“ 


•liiiiK lesquelles x\ y', sont les coordonnées des pieds des arêtes, et x y". celles des sommets des cônes, 
tjue y 1 4 dans l'équalion de la directrice du deuxième cône, on a : x = 30 |mur le (mint «, en sorte que l'arête S'« 


est représenta par : 


• + ^": I». 

4 O 


Faisant également y = 44 dans l’équation de la directrice du premier cône, on a : x = 43 (mur le (loiüt A de celle 
«lireclricc; üotw, l'arête SA sera le lieu des équations ; 




Si l'on détüre s’assurer que ces arêtes sont dans un même plan et se imupent, on substituera, au lieu de «'.a", 
i\ ê’, 4". leurs valeurs dans [403] : (a' — a") [*t' — ?") — (a' — a") [b' — K; == 0. 

On tire des valeurs de x, en les égalant, celle de •, qui, substituée dans les équations des arêtes, donne : x s= 35,37. 
y = 46,84, : = 7,46, coordonnées du point a de contact des arêtes S'a, SA, lequel se projette sur le plan des xy en un 
(Miiiil dont les coordonnées sont : x = 3.5,37, y= 46, H4. On reconnaJlra ainsi que la courbe O'm'Om est la projection 
lie la courbe nên'ê' d’inierscctlon des deux cônes. 

Il serait fort aisé de développer la surface du cône S.VA' pénétré (i»®473(, et conséquemment de décrire, sur le plan 
de développement, la courbe d'intenM'ction; car, en conformité de ce qui a été dit pour le cylindre (n** 496!, U faudrait 
calculer les distances des points o, «T, d, /*, /7 etc., à Taxe de développement, qui st>rait ici l’are droit. Ces distances, 
rapportées sur 1c plan de dével«p|H*iuent et sur les arêtes qui leur corres|>ondraient, donneraient les positions des 
IMiiiiu de la courbe irinterscetion sur pUiii, et sa figure. 

MO. Lej, deux problèmes que nous vêtions d’examiner sup|»osent que les sommets dos cônes sont à la même hait* 

tciir au-dessus du plan des xy ; mais s'ils étaient à des hauteurs inégales et les axes parallèles au plan des ix, les plans 
sécants (Kussanl (»ar ces sonmieb» et devant contenir des arêtes des deux surfaces ri’auraient pa.s constamment leurs 
traces (laratlHes à l'axe des x. Pour le prouver, prenons les directrices des cônes précédents, et conservant au premier 
vm sommet, nous aurons, pour ses équations {éch. n" 3) : 

îr>ÿ> } 25x*— r»00y — 43fl0x + 35000 =:0: x = 5, y = 30, i=40. 

Klevant le sommet du deuxième, U** équations de cclui-ei seront : 

46x» f V— = x = G0. y«30, 5 = 50. 

Nous savons que les limites de la section du premier cône par le dernier sont dans des plans passant par les arêtes 
de eeliii-ci, dont les pieds sont les limites de sa directrice dans le sens des y. Imaginons que ces (dans soient lellemeni 
disposés que leurs traces soient (parallèles à Taxe des x: je dis qu'ils ne (passeront pas par le sommet du premier cône, 
et <|ue les arêtes de cclui><i, qui imiclicnt sa directrice où elle est rencontrée par les tracesdes plans désignés, ne seront 
(pas dans ces plans. 

Noms avons vu (il*’ 499} que y = f 4, x = 30, étaient les coordonnées de x, et que y = 14, x = 43, étaient celles de 


Digitized by Google 


— m — 


A « la droite xA ^tant la traet* d'un (dnn iimile ; dooc« les équations de Tarètc du deuxième cdne. qui passe par le |>oiiit s. 


sont : 


x= y : H- 30, 




fl lelles de SA, qui nous ont servi, dans le numéro rité : 






Mais pour que deux droites soient dans un même plan, U faut qn’il y ail |n** 103) entre les ri^eAicieuts de leurs 

équalioiia U relation : [a — «') — a — a't [b — fr') = 0 [d] ; or ; • 

«=-i, 9 = U, ?' = U, , = 30, »' = 4i, >= Î1-. f=4-. 

Substituant ce& valeurs dans [<(J , cette expression n’est pas nulle ; dune, le plan dont la trace est %\ ne (tasse pas par 
le soimuct du pranier eùnc, qui, dans le cas qui nous occupe, est moins élevé que celui du deuxième. Ainsi, iin plan 
qui eontiendra dt^s arêtes des deux cônes n’aum pas sa trace , sur le plan horizontal , parallèle à l'axe des x ; cela aura 
heu lorsqu’il pus-mta (tar les axes des cônes, U‘M{ncls sont parallèles au plan des ix. Nous allons montrer commenl on 
obtiendra des arêtes des deux cônes, situées dans un mènic plan , lorsque ces cônes ont leurs sommets à différenu s 
hauteurs au-dessus du plaj) des xy. 

6dl. — IVenons pour exemple les cônes 'fig. i34J représentés (éeb. n* 2) : 

Le premier par : direrlrlce : y* 4- x* — 60y — «OxH- H75=* 0; soniinel : x = 5, y = .30, i = 40. 

Le deuxième par : directrice : x* 4-f» — 60y — 60x4- lo73 = 0 ; soinmel : x= 53, y = 30, z =* 60. 
lis ont leurs axes SC, S'C (Mirallèles au plan des ix; et le sommet du premier est moins élevé au-dessus du plan 
horizontal des xy que celai du second. Pour trouver les aK'tes des deux cônes qui soient dans un même plan , il faut, 
avant tout, déterminer les limites de la courbe d’intersection; ces üinilcs sont deux plans tangents au deuxième cône, 
lesquels y pénètrent le premier. Ces plans doivent passer par les sommets des cônes, et leurs traces, sur le plmi des 
xy, être tangentes k la directrice ABCD en des points qu'il faut déterminer. 

Par les sommets S et S', faisons passer une droite, ses équations auront la forme (n* 9î] : 

----- 4^ i y->'= {> - .') . 

dans lesquelles y, y', }' sont les coonlonnées de S, et x'\ y", ^ celles de S'; on aura donc pour équations de cett«' 
droite : x= z — 95, y = 30,- faisant j = 0 dans res équations, on trouve (n« 83: qu'elle perce le plan des xy en un 

point , pour lequel : x = — 95, y = 30. C'est de ce point qu’il faut mener deux tangentes à la directrice AHCD. Xoun 
démontrerons fn* 340) que l'équation générale des tangentes aux (*ourbes du second degré est de la forme : 

By' — 2Cx'4 F , n 

»-» i V-iix+i) W’ 

dans lesquelles x et y sont les coordonnées générales de la tangente, et x' et y* celles du point de Ungcnce. Nous cot>- 
riaissoiis les premières |>our un point; et, du plus, dans l'niuatioii de la directrice ABCD. ses coefficients sont : 

ir' — 60 


A=l. B = 0. C = l, Ü = — 60, E = - 


- 60, donc : 30 — y' = — ( — 93 — x' ■ ; 


d'où l'on lire : îy'* 4 - 2-»'* — 1 20y' 4 ~ LIOj/ — 3900 » 0, oq : y'* 4 - x'* — 60y' 4 - 6ôx' — 1930 = 0 (è] ; mais le point 
de tangence y, y' est sur la directrice, par conséquent, l'équation de cette courbe aura lieu lorsqu'on remplacera x, y, 
par <^1 y » et elle deviendra : y'* |-x’* — 60y' — 60x' -h 1373 = 0 [c]. 

Des équations [è] et [r] diVluisons les valeurs de y et y'. A cet effet , retranchons [c] de [bi] , û vient : 423x' = 3523. 
d’où : y =: 28.2; substituant cette valeur dans [ô] ou [r], on a : y' =: (5,4, §’ = 44,9; mettant, succesaivcmenl, à la 

(x — y). Les équations des tangentes cherchées se- 


place de y et y' ees valeurs dans [a], ou t y — y' = — 




3.6 

29,8 


x4-(8,5; 


La première a pour lieu géométrique EE'', droite construite en faisant, pour simplifier la figure, x = 30. La deuxième 
appartient à P’K", construite de la même manière. Ces droites, traces des plans tangents dont nous avons parlé, sont les 
liniHes entre les«(uellcs sont compris les pieds des arêtes du premier cône, lesquelles doivent être ix’ncoiitrés par celles 
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(1(1 deuiitVme. On reconnaît que ces pieds sont sur Tare K^F" de la directrice A'B'C'O'» puisque c'est aux points E'\ F" 
<iîi les traces £"£, FT" des plans limites la louchent. Ces traces ne sont pas parallèles à l’axe des s. 

Maintenant, pour que des plans eontietmenl des arêtes des deux cônes, ils doivent être daits l'angle formé par les 
plans tangents dont les traces sont les droites EE" et FT", et passer par le point sommet : y' = 30, =s — 95, où 
vvs tl'aees se coupent. 

Ainsi, prenant sur Tare K'AF un certain nombre de points, par ecs points et le sommet indiqué, on mènera des 
droites qui seront les traces d’aiilant de plans qui contiendront des arêtes des cônes. 

Concevons que ce soient les points tels que : 

fl ; y" = 22, x" = 17,4 ; é ; y" = 26. = 15,5; a' : y'' = 3«. j" -f 17.4 ; 4' ; y* = 34, x" = 15,5. 

11 s'ensuit que les droites qui {^ssciit par le sommet de l’angle et par ces (wiiits ont }»our équations (a* 58) : 

K 4 

l.n droite Mo : y = "" 23,23; la droite N4 ; y = — ^ ^^**'^*'* : y = 30, J" 0; la 

4 8 

dniite N'4' ; y = H- 33,4 ; la droite M V ; y = •*' -I* 36,7 ; équations faciles k construire, (uiisqu'oii 

•'oiinall les coordonnées de.s points a, 4, 4', et celles de .M , N. N', .M', valeurs de y tirées de ces équations. 

Ces droites, après avoir coupé In dircclriec ABCD du deuxième cône en des points a, 4, A, y, a\ la louchent eiH~ 
eorr eu c, f, c, /*, r'. dont on l'aioulera les coordonnées (n** 4451. avec It^squellcs. et cHles du Hninnet de ce cône, on 
déterminera les équations des arêtes. 

On laiculera de même les coordonnées des points E", P, Q, C, etc., où le.s droites EE", .MP, NQ, etc., touchent la 
directrice A'B'C'O’ du premier eône, avec h'squellcs. et celles du sommet de ce eôiic, tm trouvera les équations de 
M*s arêtes. 

On conçoit que les équations des arêtes ne sont mVessaires que lorsqu'on a besoin de la figure de la projection de 
l'intersection des cônes. Dans le cas contraire, on tracera les droites EE". .MP, etc. , d'après leurs équations ou sans 
CCS équations, pourvu qu’elles passent par le sommet de l'angle des iraceo des plans limites; puis, par les points o. e, 
4. f, etc., E", P. Q, etc., où elles coupent les directrice», et par les sommets des cônes, on mènera les arêtes, celles 
qui seront dans un même jdan comme SK'’ et S'E'; SP et SV, SV; SQ el S'/". S'4, etc., se rencontreront en des points 
de la euurlie d’intersection lamV des cônes prupm»és. 

§ III. — lM«rMcti(ii d u cyluidr* et d'oB elltysolde. 

M2. — Décrire dans .von lieu la courbe d’interscclion d’un c)liudrecl d’un eUq«soHle Je révolution donnés éch n** 2’ ; 
IVllipsoîde par : 4y* {- 4 j* ICOj*— 160y — 80i f- 4400 = 0; le cvliiidre par : directrice : 

Ox* 4 K.J’ — 640, — 95 »j 4-31)05 = 0 [«]; ase : , ÎO. x =• J|-; 453: 

on demande aussi la courbe suivant laquelle se projette l’intcrseclioii. 

L'ellipsoïde (6g. 235) se projette sur le plan des xy suivant un cercle rx'^p' dont l'équation est : 
y* + J-* _ 40 t — 40y H- 700 = 0 ; 

l.'elitpse ADA’D' est la enurhe de la liase du cylindre, courbe de réquolinii [a], ou de : 
y = îf)±y — ^ (x-45;'x— ni;:. 

Ces surfaces ont leurs axes NN', Nr"' parallèlesau plan des zx (ii« 41R . Cela posé, cherchons les plans limites entre 
IcsqueLs doit être la courbe d'intersection. Le diamètre DD', de IVIlipse ADA'D', étant plus petit que celui du ter* 
ric projection de rdlipsoïde. scs extrt>mité$ D et D' seront les limites dan» le sens des y, par lesquelles passe* 
ront les traces des plarus }>arnllHes au plan d(^ ix dont il s’agit- Ces irnres HD, li'Ü', ont pour équations : y s 14. 
y= 26, valcursdc la variable y pour les points D et D'. Parallèleiuent k ellca. conduisons les droites VC, SB', TA', etc.; 
clics seront les traces d'antres plans parallèles au plan d<^$ lesquels couperont l’ellipsoïde suivant des ellipses, et te 
rylimlre suivant des droites, dont on déterminera les équations n"* 481, 475 en combinant les équations de» surfaces 
avec celles des plans sécants, et ensuite les points que ces lignes auront de ( oiimiuns (n® 445’. Leurs nKtrdomices ser- 
virmit k décrire la courbe d’intersection et sa projection. 
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Kn elfet, le nombre des plans s<!cants est eompns entre jf = U et y = 26; concevonvles représentés (tar y=i U, 
ÿ sss ÿ 1K, s =: 20. ÿ Î2. il = 24, j=26 ; ceux des équations : y s U , y — 20, coupent reliïpsoîdc sii»- 
lant deux ellipses //M'rf'. et qui ont même équation . 4-r* H-s* — I6ôx — 80s-h 2y44 = 0, parce quelles sont 

à des (Ustances égales du centre de la surface. Mlles sont décrites dan.s les plans lîmilcs et sont touchées chacune en 
deux points d, d' ol d ', d'" par les arêtes IM', ItW'’' situées avec elles dans les mêmes plans. 

Tour avoir tes coordonnées de ces imints, il faut les équations des arêtes du cylindre; or, ces arêtes doivent éiiT 

33 

parallèles à Taxe C "N', lequel est représenté par î y = 20, x = — i + 53; de plus, elles passent jwir les points I) 

et D', dont les coordonnées sont : pour 1> : y = 14, x=53; pour D' : y = 26. x = 53; donc, l'arètc d'ü est le lieu 
gêoiiiélrique de : 

ï = n. j = J + 33 ; Cl l’arMc iT'l)' du : » = Ï6. j = — -jj*- j + 53. 

En sorte que, emnhinant l'équation de reiiipscdM'd' avec celles de d'f), ott a: pour d' : x = 13,45, y = 14. « = 4S,3 ; 
pour d : X = 26.84, y s 14. j = 31,7. I.es mêmes opérations, envers l’arêle Ü'd"' et rcllli«c d'.Md"', donnent : 
pourd"' : x= 13,15, y = 26. 5 = 48,3; pourd"' : x= 26,84. y = 26, 5 = 31,7. 

Il n'est pas nécessaire de tracer les ellipses provenant des sections de rellipsoîde par les plans sécants, jiour déler- 
iiiiner les lieux des points de la courbe d’inlerstrction; car, si les points r, r' de Tabeisse x = 13,15, et ceux /. /' de 
l'abcisse x 26,84, ou mène des parallèles rr'd', tt'd à Taxe dos 5, elles couperont le.s arêtes D'd'", Dd', en des points 
d", d"' et d, d' trouvés plus haut; et les points r, K, I, T sont les projections des points d", d"* et d, d' puisqu'ils ré- 
imudeul uiix valeurs des x et y dams les coordonnées de ces derniers. 

Ayant ainsi calculé les points d’intersections des arêtes du cylindre et des courbes de 1* ellipsoïde situéci^ dans des 
mêmes plans, on joindra, d'une part, les poiuts d', c”4'"....d"', /*, etc., cl de l’autre les pointsd, c"', ê". d", etc., 
on aura les courbes d'f*‘d'"ê', c"'dVd, branches de la courbe de section qui sc projette suivant les lignes or»V, 

Si c'était une sphère, un hypcrholoîde, un paraboloîde, qui seraient pénétrés par un cylindre, il n'y aurait rien à 
changer aux procédés que nous avons exposés pour dessiner la courbe d'inicrseclion et sa pixijcction; aussi nous all^^ 
tiendrons-nnus d'entrer dans d’autres détails à ce sujet. Nous protwscrons seulement la solution de ce problème : 

Trouver les courla*» suivant les<|«eUes se pénètrent les deux surfaces dont la position et Tespèce est indiquée par les 
équations : Parnholoïdc : — 20: — 32x — 40y-|*8‘J6 = 0; cylindre: 16y* l-9x* — 640y — 288x-(-8128; 

T SS 16, y =s 20, 5 iiHlélini et décrire sa projection sur le plan des xy. 

50S. Dans tous les problèmes relatifs à rinlersectton des surf*»ccs , nous avons placé les bases de ces dernières un 
leurs projections sur le plan des xy positifs. Il aurait été aussi facile de trouver ces îiUerscctious si nous eus^ons mis 
les surfaces dans d'autres régions des [dans coordonnés, cl les solutions eusscut été aussi générales. Mais ce[H*ndant. il 
ne faut pas croire que les surfaces aient besoin d'être représentées [kur des équations générales du deuxième degré entre 
trois variables pour qu’on puisse déleriiiiner exactement la courbe d'intersection; il est facultatif d’employer des équa- 
tions plus simples, si elles sont sufctqdibles d'en avoir, afin d'abréger les calculs. Or, les équations des surfaces du m*- 
coud degré sont composées du plus petit nombre possible de termes lorsque l’origine des coordonnées est au centre de 
CCS snrfaces [n®* 231 et suivants , Ainsi, de deux surfaces qui se pénètrent, cl dont la position est donnée dans l’csipafe, 
l'une peut être ramenée à avoir son centre à l'origine des coordonnées (u® 33’, el l’autre à l’avoir plus rapproché ü un 
des plans de projections ; mais , sans mettre l’origine des variables au centre d’une des surfaces , on simplifiera encore 
son équation en plaçant son centre sur l’un des axes coordonnés. 

Admettons que c'wt sur Taxe des 5 q«foii veut ramener le centre de la surface donnée par une équation de Tespixx: 
de celles que noms avons vues jusqu’ici, cl soit K (fig. 14) le centre de cette surface rapporté aux axes 5, y, x dottl 
l'origine est en A. Pour ce point E, on a évidemment ; x = Ad = OC, y = Ao = Cd, 5 ss CE. 

La droite CE doit se confoinlre avec Taxe des 5 , de manière à ce que IC tombe sur cet axe. Dans celle circonstance, 
les variables x, y cbangeroiit seules de grandeur el devront être remplacées, dans l’équation de la surface, par : 

y = y — Cd. 

Il faut être bien exercé pour saisir les occasions où ces simplillcalions mérileiit d’être faites, l'n exciiqdc conliniu'i a 
leur iinporlanec. 

S#4. — l’n cène droit et nnc s[d)ère, dont les équations suivent, sc ptinctrcnl dans l’espace; trouver la coiirlie de 
leur intersection et sh projection sur l’un des plan.v coordonnés, par excinjile le plan des xy (fig. 236) (écb. n® 2). 

2b 
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Kijualion de I 2 sphère I)B£Fn : j-* y* -p- •* — 100 [l]- fcfluatioii da cône AMI.N : 9 j* + 9ÿ* — 4i* = 0 [2]. 

Ces deux surfaces ont leurs centres à l'origine des coordonnées. 

Ce pro)il«>me peut Être résolu en cou(>4nl à la fois les deux surfaces par des plans passant |far leur centre et par l'un 
des axes coordonnés. (U» plans contiendraient chacun un cercle de la sphère et deux arêtes du cdne qui auraient des 
points communs dont on chercherait les coordonnées. Ici, la forme abrégée des équations proposées nous permet de 
ne pas nous arrêter à ce procédé; et pour décrire la courbe d inierspection, nous mettrons à protlt (n* 108) l’équation 
d'une des projections de riulcrsection et une des équations des surfaces. 

Éliminons i en multipliant l’équation de la sphère par 4 et ajoutant les produits, il vient : (3.r* -4 13y* = IGOO [3], 
équation d’un cercle ofwA projection de l'intersection sur le plan des xy. Les limites des variables x, y sont aussi celles 
de l'intersection; au-delà 011 n'a plus que des résultats imaginaires. Ces limites, on les tin» de [3}; elles sont : 

r = + U,095, x = — H,095. 

.\iii8i, pour déterminer assez de points de rintcrseetion , afin de la décrire, imagiiiez a r toutes les valeurs po.ssibh's 
entre 1 1,095, substiluea-ies dans [3], vous obtiendrez pour y des valeurs correspondantes, lesquelles, substituées 
avec celles de s dans [I] ou [2], feront connaître colles de a propres aux points de la courbe d’intcrscriion. 

Kii effet, soit : x =5 + 3, 011 a, par l'éqitatioii [3] ; > = + 40, al ; par l'équation [1] : <s = 46,7. 

Cette double valeur de z indique que la sphère rencontre les deux cènes opposés; c'est, en effet, ce qui doit arriver, 
puis4]uc CCS surfaces ont un centre commun. Les deux intersections étant é^cs, nous tracerons celle située dans la 
région des t positifs. Ses points 0 , a\ a", a”' sont donnés |uir les valeurs ci-dessus. Les coordonnées: x» -f- 6, 
ys:7^0,33, + 46,5, apjiartienîienl aux points è, 4', à", 4"'; et les coordonnées : x = -f-9,y = -4-6,49, 

i = + 46,5 aux points r, c', c", e"' ; joignant a, 4, c, d, etc., on aura la courbe d'intersection deman<lée. 

MS- — Nous pourrions multiplier davantage les exemples, et chercher riiiters<Mrtion de deux ellipsoïdes, relies des 
hyperboioïdes, avec les autres surfaces; mais ces sortes de solutions étant conformes à celles que nous avoiuH dotmtes. 
nous ne pousserons pas plus loin nos recherches. 


LIVRE V. 


PROPniËTES DES COl'RfiES Üt SECOND OhbltC. 


CHAPITRE PREMIER. 

Il Cercle. 

606. — Josqu'à pré.seit|, nous nous sommes uniquement occupés de la recherche des équations des courbes et des 
surfaces du second ordre; nous avons montré les diverses formes dont elles étaient susceptibles, et exposé les motifs 
de ces forme.s. Dans ces rechcrclies, nous ne nous sommes point arrêtés aux prupriétés de ces courbes; nos ojiéralions 
ne le nécessitaient pas ; mais elles nous ont mis sur la voie de plusieurs, nous aideront & les démontrer ut à en signaler 
d'autres. Nous cummencerons par celles du cercle, courbe la plus simple par la forme et par l'équation. II ne consti- 
tue pas à lui seul une famille particulière; il rentre dans celle de rdlipse; on dit même qu'il est une ellipK* dont les 
axes sont égaux. Cette assertion trouve sa preuve dans l'équation de relUpsc proprement dite (n® 454) : . 

AV4-H'x*ï= A*B*, 

car si l’on y fait A = B, A étant le demi grand axe cl B le demi petit axe, U vlctJt : g* -f- x* s= B*, équation «lu cercle 
^n" 4 49’ dont B est le rayon, l'origine «les coordonnées étant au centre de celte courbe. Lorsque rorigiiic est à l'cxtréraité 
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d'un diamt-lrc, l'équaiion du ecrdc est : y* s= 2xr. L'équation : y* -4- J* -f JyHf «jr -4-f= 0» qui renferme le* 
précédentes, apj^rtient à tous les rerdes, de quelque manière que soient placés leurs centres par rapport à l'oripine 
des eoordomuTS. Nous ferons voir que celte équation peut être ramenée à l'une des premières. 

fi07. — On trouve dons tes éléments de i;éoinétne Ii^s démonstrations de toutes les propriétés usuelles du cercle; 
ces déinonslrations sont tellement précises, qu’il serait presque superflu de les confirmer par l’analyse. Néanmoins, nous» 
remplirons en partie cette tâche, afin de préparer le lecteur à l'étude des propriétés des autres courbes. 

PREUiÈn»; pRontiéTÉ. — l*ar trois points donnés, non en liyiiie droite, on i>cut toujours faire passer une circonfcrenrc 
de cercle et n'en faire passer qu’une. 

Nous supposerons, pour plus de généralité, que le cercle qui doit passer |>ar les trois points donnés ait son équation 
de la forme : y* -f-.r* -f-dy t-ex 4-/’— 0; désignons par $*; x^y y"; j-"', y"', les coordonnées des trois points don- 
nés. Puisque U eirconfércnce du cercle doit |>asscr par ces trois points, U est évident que son équation aura lieu pour 
chacun d’euv, c’est-à-dire lorsqu’on y remplacera y, x successivement {«r y, y'; y" ; y"'; on aura donc |iour 

déterminer d, e et ^Ics trois équations de condition : 

+ rfy' + ey + r==0; + l y'"*4-x'’'«-4-dy'" 4 -cj^'-4-/=0. [I]. 

Ketranchanl la seconde de la première et la troisième de la seconde, on a : 

— — y")4-eV — = y"»— y'''t -Hx''*--x’"M'd(y"— y"’) — O = « L^]- 

Multipliant la première par — x'"j, et la deuxième par (x' — j^)\ puis retranchant le deuxième produit du pre- 
iiiier, on obtient : 

_ -f . y» _ ^ . 

y'* '“■*'*) * 

sulHitituant celle valeur dans l'une des équations [2], on a : 

(y’— y” y'* — ÿ"'4--r'* — x"*’;;i^— x"'j— y”* — y'"*-hx"' — — x";: y'i — — . 

^ ^ — ij," — — V'ij ‘ r") 

remplaçant enttn d et c par leurs valeurs dans Tune des équations [1], dans la première par exemple, on trouve, eu 
représentant ces valeurs par A cl B : f = — Ay' — Ur' — y'* — x'*; les valeurs de d, e, pétant les seules qu’ils puis- 

sent avoir, il s’ensuit, évidemment, qu’on ne peut faire passer qu'un cercle par ces trois points. 

50§. — Dr-txièiia iiiopueTt. — L’é<|uation d’un cercle, l’ori^ne des coordonnées au centre est : y* }- x* = H*, ou ; 
y» = R* — x<, qui est la même que : y* = (R ^-xJ'R — x) ; d'où : R -f-x ’ y * * y ; R — x. 

Actuellement, injur un point quelconque M (lîg. 237), on a : x » AP, y =sPM; donc : R 4-x = N'A -4- AP, et 

K — X = AN — AP = PN ; d ou il suit que : NT ; PM ; ; PM ; P\. 

Ce qui déiuoiilre que l’ordonnée perpendiculaire au diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments 
de ce diamètre. 

609. — Ti»usikuk cromuété. •— Deux cordes menées des deux extrémités d'un diamètre à un même point de la cir- 
conférence du cercle sont perpendiculaires entre elles. 

Soit (6g. 238) OMO'M' on cercle quelconque, menons le diamètre 00' parallèle à l'axe des x. puis joignons le point M 
aux points O, O' par les cordes O.M, O'M. Ce point M aura pour coordonnées x^, y', et comme il est sur le cercle , l’équa- 
tion de celui-ci aura lieu pour lui et sera, en général, de la forme i y * + x'* 4- rfy' + cx^ -4- /*= 0 [I] ; désignons, {^ar 
x", y" les coordonnées de O', cl par x ”, y” celles de O, il suit de là que les équations des droites O'M. OM seront de 

la forme: » — »' = (•» — J*} [2]: »— »’ = 


Cela posé, réquation [I] {leul se mettre sous la forme : 
laquelle montre que le rayon du cercle est égal à son second membre. Cette donnée va noms servir à déterminer les 


d«4-e*— 4/^ 


valeurs des coordonnées des pointa O, O'. En effet : 

y' = AP" 4- F'P = j’ + = r>i — MC = — 


i"=AP"— P'r =y— 


d' 4- f' — . 


,» = P"M— MC = ,' — 


d> + e’ — ir . 

4 

d>+j' — ir . 


subetituaiit ces valeurs à leurs places dans [2] et [3], on trouve, toute réduction faite : 
y — y's=(x — x")| y — y" =s — (x — x';, 
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<‘i]i]{ilions de OM et O'M. Le produit des unperiies trigmiomi^lriijues des angles de ces cordes avec Taxe des s étant 
égal à — f ou étant : oa' 4- 1 s 0« il s’ciiKuit (n* 66) qu'elk'S sont perpendk-iilaires entre dies, au point M de la rimm* 
férence. 

616. •>- Qt'ATaiiMR raurorÊT^.. — Si d'un point quelconque, pris hors d'un rrirlc , on mène deux sécantes à cette 
eourlH), terminées à Tare concave, les sécantes entières sont réciproqnemeiil pru|H>rÜonm01e$ à leurs |»arties exté- 
rieures. 

Pour avoir deux droites qui rempUsM'tit les r onditions énoncées, supposons que la première An* doit passer par l’ork 
giiic des eoordonn«H» et par le point a' ( lig. 239 ] de la circonférence , dont les coonloonées , déduites de IVHpiaiioti de 

cette enurfao, qui est : ÿ* -î- j* 4-rx 4-/‘ = 0 [!', smit x', jf', elle mira donc pour équation )n* 59j : y — -y -c [2’. 

La deuxième Aè* paü.sera par A cl è', qui a ^Hiur coordonnées x'% f" ; ainsi elle sera représentée |>ar : 

[-n. 

Ae' coupc la circonférence en deux points a et a\ et Aè' la rencontre en b et b\ Nous connaissons les coordontitVs 
de a' cl b'; nous aurons celles de a et è en coinhiiiant le.s équations des droites avec celle du cercle [n** 445\ 

L'équation [2] est la mémo chose que : y* = x*« porlanl celte valeur daiLS [I] ; 


: x*4" 


rxj'* />'• ^ rn 

+ ï'/+j--r =« [*]■ 

Celle formule a deux niriiies, nhscis.M's de <i et a^ Heprésentons celle de a par x"' et rurdonnéc corrcspuiiduiUe par 
y"'. Les coordonnées dus points que Aa' a de coininuiis avec la circonrérence seront doue : 

Pour « ; i'", jf"'; pour «' ; x', y'; 

et l'équation [2J aura lieu lors<]u'on y rcnqdacera s et y |wr ces coordonnées, c’est-à-dire qo*ou aura ; 

X'. 




Les équatîmis [3] et [I] doiimml : ** |- ® • *®9“<^**^* * ^eux racines, altscisses de 

b et b'. Nommons celle de b cl y** Tortloniiée rorrespondanle, nous aurons : |K>ur b : x**, y” ; pour b’ : s \ y et 

par li:.s mêmes raisons que dessus, l'équation [3] revient aux suivantes : y” — • 

Actuellement , concevona qu'on ait tracé les ordonnées : ru = u'a' =: y' des points a et û\ \jës triangles .Van, 
A a 'a' doniieiit : 

Âi’ = ÂV+a‘R’; ÂÏ *-Âa'*+aV» <>u : Si’ = Aa’ = "'’ + ^ ' 

Subslituaul à la place de y"* et y' leurs valeurs : 

(i [eji »’=x'm4;i x'>=(» > t:i. 

Multipliant [6] par [7] : 

r,‘xsr-*=(< + |;)V-x’.; 

mais x " et x' sont lc.x racines de l’équation [ 4 ], et leur produit est égal au dcniier terme de cette équnlion : 




-V: 


donc 


: A«’xA/ = (^+»l-}'(-,,&^)’ = r. »u: AaX.U'^f. 

I.rs lri«n)!les Ao>, An'*' rwlanpics doimeril : 

Â*’ = Âô’ + S'; Xp’=Aô'' + ôî*'! • Si* = *"’ ■•■»'''! Âï'’ = •*”’ + »**• 

et , |»ar conséquent : 

A.'={n At''= (m- Ji'”, doiKi Àt'x (l+-^ 

ou : .\b X \b* — f ; ainsi : An X Aa' ^ A4 X A4', d'où Ion tire : A« ^ A4 X A4^ ; Aa', ce qu'il ftllîiil dénionlrer . 
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D« la liBieDic an «rdr. 

611 . — Avant d'entrer en matière i>ur ce <iui coticcnie la tangente au cercle « nous croyons devoir 6xcr le \vritabl«* 
seiiü qu’on doit attacher au mot tangente. 

$i toutes les courbes étaient fermées coimne le cercle et reUi|ise, il est certain que la meilleure détiiiition qu’on |Kiur- 
rail doimcr à la tangente serait celle du la géométrie éléineriuirc; c’est-à-dire que celle droite ne touche les courbes 
qu’en un seul imiiit; mais rhy{>erbole et la parabole pouvant être touchées par une droite iofinic eu un seul (toint sans 
que celle-H;i leur soit taiigeutc , la déhnilton ci-dessus n’e^t dotte pas générale. On doit donner le nom de tangente à 
une courbe, à toute droite qui, ayant un point de commun avec cette courbe, la laisse tout entière du même côté; un 
bien une tangente à une courbe est une droite que l’on considère comme une sécante, qui passe d'almrd par deu\ 
points de la couilm , et qui , ensuite , tourne autour d’un de ces dcui points , jusqu'à ce que le second vienne sc con- 
fondre avec lui. 

11 n’est (va.s absolument □ét'cssaire que le mouvement de la droite ait lieu autour d’un dus points d'intersections; il 
pourra le faire autour d'un autre point, et il y aura iiiciiie des cas où la droite se mouvra |iarallclenicnl à clle'mérnL*, 
{tour que les deux points d’intersections sc cuiifundeut en un seul. 

Nous sup{)osurons, pour le cercle coimue pour les autres courtves du second degré, que la sécante peut devenir tan- 
gente en se mouvant autour d'un des points d’intersections. D'après cette considération, nous déleniiinerons son équa- 
tion, et la méthode que nous allons employer est si^cptible de s’appliquer h toutes les courber, quelle que soit rincli- 
imison des axes. • 

616 . — t?oit : ar',y', et x^, |", les coordonnée.^ de deux points pris sur le cercle; la sécante qui passera par 

ces points M' cl M'% aui‘a(n® 38] pour équation ^ûg. Î3U WjJ : y — t^]* Déplus, puisque le> 

points M' et M ' sont sur le cercle, il est évident que leurs coordonnées doivent satisfaire à l’équation de cette courbe; 
ainsi, l'équation ^u cercle étunl de la forme : r* { y* = r*, on aura, en metlant «iccessivement x*, y', s'% y", à lu 
place de y et x dans celle équation ; x'* H- y'* — r* [i] ; x"* -j- y'* = r* [3] ; et le système de ces trois équations con- 
vient à la sécante menée par les deux points. Hclrancliant [3^ de [2], il vient : y'* — y"* H-x'* — x‘'»« 0 [4], équa- 
tion qui peut tenir lieu do runu des précédentes, du [3], par exemple. Le motif qui nous a porté à la chercher est de 

trouver une valeur de : » *|ui ne soit pas indéterminée lorsqu’on fera y' = y", x' = x", condition qui iloil 

avoir lieu pour que l'équation [4] soit celle de ta tangente. Cela posé, la relation [ 4 ] revient à : 

•«'’ii-'' = 0; <i'«ù l’on lire : *— =— 

X— X y' -hy 

valeur de la tangente Irigotiomctriquc de l’angle de la sécante avec l'axe des x; l’équation défiuiUvc de cette sécante 
y 4-x" 

sera donc : y — y' = — (x — x') [.5]; » celte sécante devient tangente, les deux points d'intersections su 

réuniront en un seul, ce qui exige que x' = x”, y' ssy" dans [5], laquelle sc réduit à : 

— -r (i — j'i; ona: , — = ^-(x — J-,1. 

Maintenant, ees équations, que l'on peut preudru indiifércininerit [>our celle de la tangente au corde, sont suscepti- 
bles de recevoir une forme plus simple. En effet, la première est la même chose que : yy' -f- xx* = y'* -4* x'* ; ou : 
yy' -f- XX* := H, puisque : r* = y'* -f- x'*. Li tlcuxième sc réduit aussi à : yy" h xx" = r*, équations faciles à retenir, 
en ce qu'elles sc déduisent de celle du cercle en remplaçant les carrés x*, y* par les rectangles yy', ij* ; yy", x"x. 

Il demeure évident, pur les résultats obtenus, que la tangente trigonométrique de l'angle que fait la tangente nu cor- 
de avec l’axe des x i ^ , ou égale au qunticm de la division de rabscissc par l'ordonnée du point de lan- 

geitce. Cette valeur étant unique, il s'ensuit qu'il n’y a pour chaque point du cercle qu'une seule droite qui jouisat; ih> 
la propnété par laquelle nous avons défini la tangente. 

Pour nous convaincre davantage que la droite de l équatioii : xy -i-yy' = r* (6j est tangente au cercle, démonlroiiH 
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qu'elle e«t tout ë^t^^^e hors de lui, excepté dans ic seul point où cUc le touche. 1/équation du cercle a lieu pour ce 
|K>inlf indiqué |mr s' et ÿ'; ainsi : y* ^4- j('* = r* p]. Ketranchant [7] du double de [6], on trouve : 

j'i — 3 ÿÿ' y* — ixy = — r» ; 

ajoutant jr* -Hÿ’ tiettx membres ; j'* + y* — 2jiy' -f-y* 4-j* — irj’ = j’* j- y» — r*» qui est la même chose que : 
y — y'j* — xy =x* -f- y* — r*, valeur de y } y* — r* pour tous les poûits situés sur la tangente; elle est lou- 
jmirs positive, hors le cas de xssy et y ^ y'; |»ar conséquent, tous ces points, excepté celui de tangence, sont en 
dehors de la circonférence du cercle, car, dans rinterieur de cette circonférence, on a : x* y* — r* <0 ; sur la dr« 
«niifércnce : x’ -t- y* — r* = 0 ; eu dehors : x* y* — r* >0. 

513. — Keprciions l'cqualion ; xx' -f yy' = r*. Si l’on fait y = 0 . U en résulte ; x = -p- ; c'est l'abscisse AT du 


point où la tangente rencontre Taxe desx. D'un autre cété, on a : 


PT = AT — AP' = - 


-y =tt 


Cette distance FT, comprise entre le pied de rordontiée du point de contact et le {>oiut où la tangente renconin* 
l'axe des x, est la sous-tangeme; sa considération est souvent utile dams la théorie des courttes. 


On aurait trouvé le même résultat en faisant y ss 0 dans l’équation : y~y' 

r» — y* i'* _ r*~ y* 


-f.- 


• y , non simplifiée. En 


l'fTet, on a : 


p-T = x — y= - 


en ce que : 


514 . — Par un |»oii]t donné hors du cercle, mener une tangente à cette courbe. 

Désignons les coordunm'i» du point donné par x^, y", et par x', y' celles du point de contact inconnu. Quand on 
roimaitra y et y', on aura pour équation de la tangente : yy’ -4 ■ xx' = r*. Comme cette droite pa.S5e par le point douné. 
son équation sera satisfaite en remplaçant x et y ;>ar x", y" ; donc : y"y' f- x"y — r* [I]. D'ailleurs , puisque le point 
i’. y', est sur la courbe, on a aussi : y'* -f-y* = r* [2], 

r* yy 

Telles sont les équations à l'aide desijuelles il faut calculer y, y'. On lire de la proiuiére ; y' cr . SuIiMi- 


• r 

tuant cette valeur dans [2], on trouve, pour déterminer y : y* (y'* -h y"*;— irVx' -4- r* x* — y"*/«=0; ou. résolvant et 
snnpiitiaul : y := ^ ^ i - ^ — ~~ . Portant celle valeur de x* dans celle de y', on obtient : 


yi + l"* 

r»y- 4- ry V/y^ + P"* — ^ 

9 ^ ytt . j 

Cela posé, l’équation de la tangente, qui doit passer par le point donné, y, y", est de la forme : 


y — y" = — y^ ; elle sera donc 


* ' rv ' ■ 


L'expression du cocflicient du second membre peut être simplitiée en faisant disparaître l'irrationnalité du dénomi- 
nateur. ce qui est facile en multipliant les deux termes par r*y" 4- ry x * 4' y * — r*, cl observant que les sign^ 
supérieurs et inférieurs se correspondent. On a donc : 

f».r' +f|rV^f"* + >*'» — >» r*x'>" + r + j”*:V — ,V'V' i.r"’ + — r> 

r*ÿ'' + rx" \/y* 4-y''* — r* r*y " • — x^'*^ÿM- $' ' * — r’; 

y y" (y* -4- y'^»’ 4- r (y • 4- y"*; l/ÿ'4 

— y* . 


= — •*’ » 


Cl par suite * 


. :x"y" -P r \/P« 4 -y'^*— r« . 

— ■ X— x" . 


y— y 


Oc résultat prouve que, par un |K)jnt donné. U est. en gém'rad, possible de mener deux tangentes h la circonférence ; 
mais il faut que le coeflident de x — y ait deux valeurs récites et inégales, ce qui ne saurait avoir lieu que du moment 
que x"* 4-y"* sera plus grand que le rayon du cercle, c’est-à*dire que la distance du point donné k l’origine des coor- 
données. qui est ici le centre du cercle, soit plus grande que son rayon. Ainsi, le point donné doit être hors du cercle- 
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Si l'on suppose : x'’* -f- y''* auquel cas le |>oint donnt' est sur la fireonférence du cercle, Téquation ci-dessus 

j" 

.l«ienl: » — !t" = — TnrV'" ’ = p-(^ — 

puisque r* — r"* = y"*, équation déjà trouvée (n* 51 î]. Knfiit« si y"* — r* <0» le ratlical sera imagioairc et 
le point donné intérieur. 

U5. — Pour ftxcr géoiuétriquciuent les lieuv des points de contact, on construirait les valeurs trouvées ci-dessus , 
valeurs comptii]uées, qui , au reste, n'nffreni rien de rcmarqualîle ; mais i-uiiiontaiit aux équations . 

ÿ-ÿ'-j- =: r’ [a]; y'* + -r'* = r* [*]» 

et faisant attention que la première est celle d'une ligne droite, et la deuxième celle d'un cercle, dans lesi|ncUes y, y 
M)nt indéterminés ; si on les construit séparément, clics m; rencontreront aux fioints demandés, par lesquels, et le point 
donné, on mènera deux droites qui seront tangentes au cercle. En effet, l’abscisse et rordomiée des |>oims où [a] coupc 
les axes coordonnés, stint (ii* 44) [Hg. : 






et la droite LL', cou^ic le eende I.NL'N' en L et L' pointa de contacts des laiigcntes menée» par le jmliit donné D on 


Substituant dans [aj au lieu de r* sa valeur [à], il vient : 

y"ji' -H jV = y'* -h y*, ou : — y'* ■ f y"ÿ' — x'* -f x^V = 0 [c] , 
qui, construite même tcm(>s que [éj, fora contuLltrc aussi les deux points de tangence. Elle sc change en : 




i 




équation d’un cercle [fig. 2’W>) dont les coordonnées du centre a sont ; - g- , -y ; 


. y"* •+- x"* 

cl le rayon : ^ — I , 


et qui coupe le cercle LDL', de l'équation [àj, en deux points L, L', où doivent le toucher les tangentes NL, NX' D)enée^ 
par lo point N donné ou j", y", par lequel pajtse lo cercle de l'équation [d]. 

ArrutiAnmi. — Soient : x" = 10, y" = 40, les coordonnées du point I) donné (ûg cl ; x'*-f-y'* = 36, ré- 

quation du cercle LNL'N' auquel on veut mener deux tangentes par D. Ce cercle a été déicrit du point A comme cciitr4‘. 
avec un rayon c= 6. Meltaiil à la place de j* et y ' leurs valeurs dans [a], on a : 

lOy'4- t0x' = 36, d'où: y'c=-ÎL— y 

On comaruira la droite LL', lieu géométrique de cette équation, coniioc nous l’avons dit, ou en calculant (u* 446) 
les coordonnées de scs |toints d’intersections L, L' avec le cercle. Ces points déterminés, et le point D construit, on 
tirera les droites DL, DL' cherchées. 

Prenons un autre point Ü' pour lequel : x*' = 40, y" = 6; l’équation [o] donne : y' = — ^ x' -i- 6 [/], qui re- 


présente NN' droite, qui détermine les points N', où les droites, menées de D', touchent le cercle. 

Que pour un autre poiat on ait : x" = 40, y" = 4 2, l'équation [a] donne : y' = 3 s' [y], autre droite qui 

couperait le cercle LNX'N' en deux points. Or, ce point nouveau, et les points D, D' sont sur une même {lerpendiru- 
laire à l'axe des x , puis les droites des équations [e] , \f\^ [y] ont un jKiint de commun { ii* 62 ) , dont les coordonnées 

sonl : • r' = 0. *'=-| 5 - = AP. 

De là résulte ce théorème, qui a son analogue dans toutes les lignes du second ordre : 

Si de chaque point d’uiie droite donnée on mène deux tangentes à un cercle et que l’on joigne les deux points de 
contacts, on aura des sécantes qui se rencontreront toutes au luérae |K>int. 

Pour que AP change, il faut que x" varie, d'où l'on couelut cette réciproque : 

Si par un point pris dans le plan d’un cercle, ou tire différentes sécantes à ce cercle, et que par les points où chaque 
sécante rencontre la circonférence, on mène deux tangentes, le lieu des points d'inlcrsecÜODS de ces tangentes ainsi 
prises de deux en deux sera une ligne droite. 

AUTiiE AmiCATioN. — I.cs coordontiées du point N donné (6g. 239à) sont : x" = 40, y' = 40; et un a, comme 
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dessus : <0ÿ' 4' 40x' = 3C; J*’* « 36. Keniplaçanl» »lans U |»reniUTç, le lerme connu |»ar ,• f'* 4-ÿ'*, on a : 
jf'»4-y‘« — ^oy' — <uy = 0, ou: (y — 3/ + iif' — 5/ = 50, 
c'quution du cei'clc NfiL'L, dutil les coordonné du centre o sont : |' = 9, x' = 9, et le rayon : ^ = 7,07. 

On a décrit ce rende du (kiîiU a comme centre, cl d’mi rayon = 7,07, il coupc le ccrrle LDI/ en deux points L ci I/, 
(utr lesquels et le point N menant les droites M>, NL', elles sont les taiittentes dciuajjdées. 

U6. — lui droite jHT{»endiculairc k h tangente, au point de tangence, est la normale. Les coordonnées de ce point 
étant x', ÿ\ réquation de celle normale sera de la forme (n* 59' : =: a'\x~^s‘) [1]. 

La condition d’etre perpendiculaire ;n® (i6) exige que : a'a 4- 1 = 0, ou : a' = — ; niais réquatioii de la laii- 

geiile [n* 5li| est : y — / = ^ 'x — x'j; donc: a' = , substituant dans [I] : y — = (x — x*^, 

Héduisant : y — équation de la uoriuAle ; ainsi celte ligne passe par l'origine des coordonnées. Ce qui ruppellc 
rctic propriété connue : (Juc la tangente au cercle est perpendiculaire à rextréiiiité du rayon mené au de contact. 


ProMéaiiet relatifs au tanfeaies. 


517. — moiu.tuE miDiiut. — l'n point étant douiié de position à l'égard ilc deux axes pcrpeiHliculaircs entre eux, 
assigner le lieu des rentres de tous les cercles assujétis è passer par ce point et & être tangents à l'un des axes. 

Soit M le jMiint donné { fîg. 240 ]. Désignons par y, ÿ' les coordonnées de ce |minl , et par x, y celles du centre du 
ecrcle eherclié, il est éndent que réquation de ce cercle sera ; jf*-f-x* -I- iy'y 4- 4r'x -\-fss 0, qui peut être mise 
(n* 303; soos la foruie : y — y)’ -H (•*’ — J*)* = g* -f’ — A 

Maintenant, si l'on veut que le cercle soit tangent à Taxe des y, son rayon : y* 4 x* — /; qui était inconnu . dexienl 
égal 4 l'abscisse du centre. l'cst-lMire k x; on aura donc : 

y — y/4-y — .r)* — X*, doit: y* — 2y'y — 2x'x 4-y'* 4-a’* 0. 

équation d’ime parabole, lieu du centre des cercles qui jouissent de la propriété énoncée. 

Si l'on a\ait demandé que le cercle fût tangent à Taxe des abscisses , alors : 
y*-ha* — /'=y\ d’où: V — ÿj* 4- .x' — x)* « y* ; el,parsuite: x* — 2y'y — 2xx 4* y'* i- i’* — 0. 

518. — l*nouiiME ostxifjiE. — Trois cercles inégaux [fig. 34 1) étant dunnés {»ar des équations sur un plan, si, en les 
4'oiisidérant deux k deux , on Itpur mène une tangente extérieure DO , D'0\ VO'’ prolongée jtis<|u'aux lignes des deux 
centres DO, HO', AO", les trois points de rencontre O, O'O" seront en ligne droite. 

L’équation du cercle DD' est : y* 4- y-f dy Lex 4- /■ — 0 [I]; celle du cercle LV : y*4-j*=K* [2 ,j celle du 
i-erclK L'II : y* 4 x’4-Ax4-/'^0 [3]. 

Si l’on cuiniaissait la distauce ÜA du centre A du cercle LV au |<oinl O, où la tangente OLD rencontre la droite OU. 
qui joint les centres U, A des cercles DD', LV, ainsi que CO', distance du mitre du cecde L'IJ au {mint 0', où la 
tangente D’O' rencontre la droite DO', qui joint les centres U. C des cercles DD', L'U , on déterniincrait les coordon» 
nées dp.x points O. O' par les ét[uations des droites OB, O'B ; puis faisant passer une droite Oü'O " par les points O, O', 
les coordonnées du point O'^ d'intersection devraient être égales à AC 4- CO", distance du centre A, à laquelle la laïc 
geiile VHO" rencontre Taxe des x. Il est donc évident que la solution du problème proposé repose sur la détermination 
des longueurs OA , CO', CO". 

L’équation [I] peut se mettre sous la forme : 

r H f d»4c*— 4f ... .. r.*, ... , ' * V ** — V 

^y— -J- J -1- , ^ 2 I ; I équation [JJ revient a : y»-f-^x — L . 

Dojis ces deux éiiuations, les seconds membres sont les valeur» des rayons des cercles auxquels elles appartiennent. 


c'e>l-à-dirc que : DU' = DB = 


— 4 /* 


CL' = Clls=4» — 4T 


L'origine des coordonnées étant en A, centre du ecrelo LV, il c.st é\idcnt que : h s LA = AV. 

Considérons le» cercles DD' cl LV. Les rayons DU et LA de ces cercle» sont t»cr{H.müiculaire& k la tangente LD; iU 
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som donc |karaIU’ic4» cuire eux, d’où H suit que : AO | LA 1 1 <)B * BD, ou : OA | LA ” OA }- AB ‘ BD ; on en tire ; 


OA = 


AB X LA 
BD — CAT • 


OA sera compiètemenl connu lorsque AB ie sera; or {n* 10) : 

AB= 1/:?4T‘=V/-Ç+4-: 

puisque et ~ sont les coordonnées du centre B du cercle ÜD\ on aura doue : 


AO = 


\ 4 ^ 4 / H 

rf« 4B 

4 


— 4r— 4R 


Maintenant, pour avoir les coordomiécs de O, il faut connaître l'équalion de la droite OB ou la tan^eiile de l'au^Ie 
qu elle fait avec l’axe des x. 

L'équation d’une droite qui passe par deux points donnés est de la forme : 
ÿ — — x') ; et comme on a pour n ; ÿ'’=-ÿ-, x" = ~;pour A: ÿ'=0, x'=:Û, il résulte que 

l’équaUmi de OU est : y =— x; et i est l’expressiou de la tangente trigonomélrique de l’angle qu’elle fait avec 
Taxe des x, e'esi>A-<lire de l'angle BAC. On aura l'expression du sinus de cet angle eu se rappelant que : 

Tang. A e d 


Sin. BAC — ■ 


Vl-hiang. A ^ i ^ jL doù.sin. EAO 

Le iriai^le EAO donne : U ) sin. OAK OE, donc ; OE = O A X OAE = — 4 -d«^«[j^+fî!l.‘ 4 | 4 ~n') • 


2JR 


et ; y' = 5np7i~4^';Z'4'B“ ’ ”*^“0 Iriaugle donne : R * taiig. OAE I' AE 1 OE; donc ; 


AE = x’ = 


iWii 

OE _ — 4/-_4R 3Hf 


tang. OAE 


ê’ — 4r— 4R 


Telles sont les coordonjiées de O. 

Passons à O', et menons les rayons Biy, CL' perpendiculaires sur D' L\ nous aurons ; 

n ' V (’R 

0’C:CL';;0n';nD', ou: 0'C;CL';:CO'-f-CD;BD’, d'où: 0'C= ; maisjn" tO) : 


CB = l/ix" — jr"j'+.lir' — *")•. 

k de 

Si l’nn conçoit que pour C : x* = — y' =* 0; et eoiuiiie pour B ; y " = , x" = il vient : 


donc : 


0'C=: 




— 4/- 


*•-4/’ 


4 4 

La droite O’B devant passer par G et B, son équation sera : 
d 




0 — - 


»-0 = ^ 

9 ’ 


/ A , . d 

dou: y = -x::nr^ + 


dA 


9iA> 


30 
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n ^ ^ est la valeur île la laugente trigonomélrique de Taugle que fait ceUo droite avec l*a\e des x . c’est-àHlire 

de l’angle DCA. sinus de eet angle, par les ini^mes misons que dessus : 

_ d 

h — e d 


Sin. DCA = 


Mais le triangle CO'P donne : R [ sin. PCO' *’ O'C 1 1 * 0 '; donc : 
PO' = ," = O'C X sin. PCO' = 

<t (*•— tfl 


; cl, par suite: Sin. PCO' = — 




■(- 


\/ilS — e)* + il» 


)' 


d’où l'on tire : y" = g e> -- Ù») ' * le même triangle donne ; R | lang. PCO' ‘ * CP 1 P 0 ‘, d’où . 


CP = 


PO' 

ïâng. PCO' 
h 


AP=x" =AC-+-CP = 


rf(**-*r 

_ Sirf»-+-e»-.**r ;A» — l/'ifA — e) . , 

= ^ j L = ^ . el conséqucmmcrn : 

h — e 

, (*• — 

^ 2(d»4*^* — A*; 


donc : x" = 


i -rfi . 4/^1 — 


2 d*_l_ei — *1 


coordonne^» de 0 '; Têqualion de la droite, qui passe par ce point et par 0 , est : 

gdR — 

îilK iP^-e' — ir—in + 8 li'-p'f* — t ’) 

rf* + e’— V— *n ■" 


» + 


2Rr 


/ , SHf 

‘,(1 - r* — *> h' — if h — r) li* + e'— 4 f — 4 R 


<l> + e* — 4/'— 4R î «/>-| 

Faisons, (Kiur simplifier ; rf* Hh r* — A/*— A R s= i ; d* d- • A* = « ; A* — Af = a ; A — e = q . l'équation onlefr 
sus devient : 

2 R d dfl 


2Rd 


9 + 


développant cl réduisant : 

- A R dw — dln 
^ "* *T 6 em -I- IA» H- Iny 


I 


3» 


3Re 

I 


A» - 1 - «g 




3 Rr 

/ 


s~h 


îm 

8 R* drm-» 3 R Irad 


_2 R rf A R r» 4 - lAw H- !«?,' 
(AK r» 'f- lÂiR + lafil 


"(À R r« 4 - IA» -r l»ç' I 

Il faut ariiielleinent que le point d’intersection (K' de cette droite avec Taxe des x, ait des coordonnées égales à 
relies du point qu’a de commun la tangente VH avec ce même axe. Or, en faisant y ^ 0 dans la dernière équation, il 
_ 8 R*dciii + 2 RdlAm 4 -«Hrfl»V — SR'dcBi + îHIcB 2 R .IA» 4 - l»fl -i- lc«' 
vient: i— i 4 hi(«— i/l«l ~ 141 B rfi» + J(«;/ 

Ri’inplav^nt , dans cette formule, I, », a, q par leurs valeurs, on trouve, toute réduction faite : 


d* 4 - ïdV'*— 8 dY— A H d* +- «* — H/e' — A Re* 4 - Ifif 4- I W T* K — A*'— fr' ' 

2RA . 

■*“' 4 R_V> 4 -A/' ’ ^ 

cuonlounées du point O" d'intersection de la droite OÜ'O" avec Taxe des x. I.a droite \H 0 ", avons-nous dit. doit 
cou[H.Tl’a\odes x à une distance de l'origine égale A cette valeur de x; or. les rayons CH et AV étant perpcmlteulaires 
en V et II , sur la tangente VU, aux deux cercles LV et L'H, on aura : 

CO" : cil ;; 0 "A ; AV; ou : CO" ; Cli;: 0 ’ C + AC ; AC; d'où CO' = '"“I 5 ! CA= 

A / k' — if \ 

î ^ ’4 ) h'-ifk . 
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et par suite : 


0"A = AC + CO" = 


*■ — 1 /» 

8h — Î*' + V 

0"A = J = - 


, * SRi — Î*> + R»/-+ÎA‘ — «V . 

^ » 46B — 4*' + 16/’ 

y» 

tR — ** + V • 


d*oii r 


Ainsi, les droites LHO" et 00'(y' se coupent en un mfmo point sur l’ate des x; il est donc évWciit que les trois 


points O, O', (y' sont en ligne droite, ce qu'il fallait déinonlrer. 


CHAPITRE II. 


Srs propriétés de t'ellipse. 

619 . — l.orsquc nous avons indiqué les niovens de décrire une ellipse, ses axes étant eonuus, nous avons parlé de 
quelques propriétés de celle eourbe (n** <S3 et suivants). Dans ce chapitre, nous nous occuperons plus particulière- 
nient d'autres propriétés, et nous enseignerons cuimnent on les déiluit de l'analyse. 

l/équation de l'eltipse joue le plus grand rdle dans la rcchcrdic des propriétés de cette courbe, et cette équation a 
diverses formes, suivant que l'origine des coonlonnées est au centre ou hors de ce centre de l’cUipsc. Comme il résulte 
des positions arbitraires de l'origine autant d'équations différentes, on peut sc servir d'une de ces équations; mais il est 
plus simple de faire usage de celle dont les variables ont leur origine au centre de la courbe ; elle est de la forme (n* 1 5< ; 

AV + — A'B', 

et ne change {las. quel que soit Taxe qu’on choisisse pour axe des absciH>cs. Elle etd encore la même lnrsi|u'on rap- 
porte l'ellipse à ses diatnMres conjugués (ii** fKH). 

PuLs<]u'il est plus commode d'employer cette équation pour démontrer les propriétés de Teilipsc, nous rroyuns utile 
d‘ex|toser roiiimeiil on ramène une équation générale du second degré entre deux variables, et représentant une clli|ise, 
à la forme précédente. 

D'abord, dans une équation telle que : A*g* t- = A* B», il n’y entre aucun terme du premier degré; ainsi, 
ayant une équatinn coiiime : ÿ* — îxy -f- Ir* — I îÿ H • 22 jt — 39 = 0, on iransjwrlera l’origine des coordonnées au 
centre de la courbe flig. 242'. (éch. n»2), en rcruplavant x et y |mr leurs valeure (n® 12) : x = a -l-x', y = fr f y', dans 
lesquelles a cl b sont les coordonnées de la nouvelle origine, et l’on aura : 

[If' 2*y + y'*) — 2 a* 4- «y' -h bx' y'x) -4- 2 fa* + 2flj' + x'2) — 12 (» H- y') 22 [« — 39 == 0; 

d’où l'on lire : y'* — 2x'y'-hx'* — 2« — 12 y' 22'x' (1’ — 2fffr H 2fl* ^ 12ù-f- 22n — 39) — 0. 

Dans celte formule, les quantités n, b sont iiieoiinucs. mais on peut les déterminer de deux manières : la prtniiière, 
en se conformant ù ce qui a été dit 'n® 296), d’après l'équation proposée; la deuxième, d’après la remarque faite plus 
haut, que lc.v termi'.s du premier degré en x et y doivent être nuis lorsque l’origine des coordonnées est au centre de 
l'ellipse. Considérant celle-ci, nous avons : 2è — 2n — 12 = 0; 4a — 2è-4- 22 = 0. desquelles on lire : x = a= — T>; 

ss 1 SS è ; substituant h la place de a et è leurs valeurs dans ta dernière formule, on obtient , pour première réduite : 
y'* — 2x'y' -I 2x* — 100 — 0 [I], c’esl-ù-dirc que celte équation est celle de l'eülpse, l'origine des coohloiinées étant 
au centre de cette courbe, cl les axes coordonnés nn, dx", rectangulaires eutre eux et parallèlc.5 aux prv'iniera, Ay, 
As. Pour pa.vscr de ces axes à ceux principaux de rcüi|kse, c'est-à-dire d'un système d’axes rectangulaires à un autre 
système d'axes aussi m'tangulaires, il faut employer les rormulcs 18) : 

X* = x" cos. » — y'" siii. «; y' = x" sin. *-|- y" coe. a, 

et l’équation [1] devient : 

^x'*Kii.* 3-h 2x"y " sin. »eos. «-h y"* cos. •«) — 2 sin. «cos.*-|-x"y" cos.*«— x"y" «ii.*a — y"* sin. a cos. ») 

2 ;x"*Cos.*a — 2x"y ' sin, xcos. a j y '*sin.*al — 100 ^0; 
ou : [cos.**— 2 sin. a cos. «4- 2sîn.*« y"* — (4 sin. a cos. a h 2 cos.’ a — 2sin.*a — 2sin. a cos. a)x'V' 

-t- sin.’a — 2sin. acos. a-4- 2cos.*a x '* — 100 =s 0 [2] ; 
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mais : «C0&. « = sLu. 2h,cos.’ï— sin.*« = cos.’s; donc : (cos.* »— sin.* a-hsin.* a ÿ"* — ;sin. 2a 4 2cos. a-x^j" 

+ (sin.*s 4- 2cos.*a — siiJ.*ri' » — <00 = 0. Adueltcmeiit» le icrinc en x'jf" doit dre nul; donc : 

Sin. 2 a 4- 2 cos. is = 0 ; d ou : v — = — 2 = tang. 2a. 

cos. Z a 


-sm.’a'x"* — 100=^0 [3Ï 


Celle \aicur de tang. 2a va nous servir à débarrasiM^r : 

(Ccfâ.’a — sin. 2 a 4- sin.* a)jf"* ^siii.'a 4-2foe.*a - 
dt^ sitiiLS et cosinus qu'dic rcnferine. En effet : 

2jî ^ . uis ■ sin *a = < " ros. 2a 

V^î i-lang.*2a * ■ **"’ * 2 ’ 

2 _ 2V/5~ ^ 

V' 1 4-4 5 » ^ 5 


Sin. 2a 2= 


donc : 


\/ < 4 Ung.’ 2i 

sin. 2a ^ 


cos. 2a = • 


cos.* a =r • 


1 4 - cos. 2a . 


Sin.* B = • 


1 mullipIiaDt les deux termes de ces fractions |tar 5, afin de rendre leurs dénominateurs rationnels; et : 

54-\/T. , 5— V/T 

10 *“ 5 ’ 

en prenant sin. 2a |K>sittvement et cos. 2a négativement, comme cela est facultatif. Ces valeurs substituées dans [3], 
on trouve, toute réduction faite : (3 4- V/ 3) f"* 4- (3 — V^5) x"» — 200 = 0; ou bien : 

(3 + *’ W)*"’ ' (3-î.-^ )-■■>- Î00 = 0, 
ce qui revient à : ISOOjr''* 4- I91x''*->.’>0000 =: 0 [1], équation de l’ellipse aIl4E rapportée à ses axes principaux 
ilk . dont nous avons à chercher la direction. Pour «“cla, faisons attention que l'angle a est celui du nouvel axe des x” 
avec Taxe des x* ; ^ nous parvenons à délcrniiner la tangente de rcl angle , il nous st^ra facile de conclure l'équation de 
l'axe des x'% puisque encore cet axe passe par l'origine A' des nouvelles coordonnées. Cela posé, divisons le cocCQeienl 
de x ', g" dans l'équation [2* par cos.’ a : 

2. sin. a ros.« 2 cos.* a — 2 sin.* a . . , , . .a. 

— .• —0; ce qui dounc : iang.*a — laijg.a— i =0; 

tros.** cos.* a * * r O 

3,236 


irnû : , 


. I . 2.236 

laiig.,= -5- + — J—, 


Cl par suite : y' ss - 


jr 


_ 1,23^ . 

- 2 


2 ^ J , ^ 

La |)remière est l'équation de Taxe ab de l'elli{)«e, et la deuxième de l'axe HK. Ces axes sont i»erpe»diculaires entre 
eux, puisque (n" 66] le produit de leurs tangentes trigonométriques est négatif. 

Vérifions réqualion réduite : nous aurons les alisrissc.s : x" = A'4 = A'a, des points ou l'ellipse «illfrE coupe son 
prtuuicr ave tib en faisant jf" = 0 dans [ 4 ] : x" = ^ 16,2. cl ; x'' = A'I» = 16,2 = An'. 

Maiiiteimrit, l’équation dont il s’agit sera exacte si lu plus courte distance de la nouvelle origine A', au point d’inter- 
Tkcction de l'cllipsc, considérée par raïqmrt aux axes «a. dx", et dont l’équation est : ÿ'* — 2x'j(' 4- 2x'* — 100 = 0 [5], 

avec la droite A'b, et dont l'éipialion est : x* [ft], par rapport aux mêmes axes, est égale à 16.2. Pour 


nous en assurer, déterminons les coordonnées de b; en éliminant g' entre [5] et [6], nous trouvons : x’~8,5, 
üf' = 13,73; mais jmur A' : y' = 0, x' s= 0 ; donc (n® 10] : A'* = {0 — 8,3j* 4- 0 — 13,73/ = 16.2 , résultat qui 

prouve que l'équalioii : I309y"* 4- <91x"* — 30000 = 0 est exacte. 

8â0. — PnEuiinE PRortuÉTÉ. — L’équation de rcIli|H4c r A’y* 4- B’x* = résolue par rapport à y. donne : 

* — i V^A* — X*. 

Il a été démontré (n®* 177, 183, 229} que si l’on atlnbue. dans cette formule, à x des valeurs de pins en (dus gran- 
des, depuis zéro jus<|u’à A, les valeurs de y sont réelles et vont en diminuant depuis y = B jusqu'à zéro; et que x de- 
venant plus grand que A, ces valeurs sont imaginaires. 

621. — UEixiÈsE raoraiéré. — Dans l’ellipse, les carrés des onloimées sont entre eux comme les produits desdb- 
tan■‘e^ du pie«l de ces urdoiiuées au sommet de U courbe {fig. 243}. 

Prenons deux points M et M’ sur l’ellipse A"B’AB", et désignons par x', y' les coordonnées du premier, et par r'', y" 
celles du deuxième. L'équation de cette courbe aura égaicincnt lieu pour eliacun des points, lorsqu'on substituera, à la 
place de x et y. dans cette équation, x‘, y'; x", y", c’est-à-dire qu'on aura ; 

»•’= [I]; ,"•= ^-(A*-x-i (i). 
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Happçions-nous que : A"'A= A^'A" » A ; A"'B' = A^'B" = B; cl diviMtns [<] par fî], i) vicnl : 

J* A^x'* _ (A — J*)'A-f X*? 

»''• ~"î'— — jr'; ;A + f'| ’ 

n.«is ; A — y = A"A — A"'P = PA; A + r' = A” A" + A "'P = A"P; A — y = A'"A” — A"r = A"P’ : 

.\+i- = A"A f. A^'P’ = ,\P' : donc ; -K\- = -{'"Vy aT*'" ’ ' *'* X X • 

(*r qu'il falJail déiuunlrer. 

BM. — TnoiîMiMi: i*r«»miiétê. — L'(.W(uatioii de IVIlipsc sera saicUe h prendre diverses formes, suivant que les v.i-_ 
leurs que l'on donnera à x cl ÿ seront à des points qui appartiendront ou n‘ap|>artK‘ndroiU pas à cette courbe. r‘esi-à- 
dire qu’on aura, hors de rdllpse : AV*i B*x* — A*B*>0 [l]; sur l’cUipsc r A*j* “l* B*x' — A*B* = 0 [î]; au d»*- 
ilans de l'ellipse : A's* H" B*x* — A'B* <0 [3]. 

En effet, rêquatHnidercUi(MW AB'A"B' ;fip. 243 |>ourlaquelte : A = A"‘A= A^'A" = 10, et A"'B' = A'"B" — G, 
est [éch. n“ 2] : 23jf* -J- 9x* — 900 = 0. 

Soit un point Q situé hors de rellipse et pour lequel : x =: 5 = A^'D. jr = 8 = t)Q. 

Substituons ces valeurs dans la dernière équation, il vient : 225 + 1600 — 900 s= 925; c'est l'équation [1]. 

Soit un point O pour lequel : x = 5, 1/6^5. on a ; 675 -f- 225 — 900 = 0. c'<sl l'équatiao (2]. 

Enfin, soit un point L pour lequel : xsk 5, y ~ 3, on a : 225 *f 225 — 900 = — 450 ; c’est réquaiioii [3]. 

Ainsi, pour savoir ai un point, dont on connaît les coonloimées. est sur i'eilipsc. extérieur ou intérieur cette courbe, 
il suflit de chercher si la quantité : AV + B*x* — A*IP. est nulle, posilive ou négative [n« 174' . 

MS- — ucATmiuE raoMUÉTÉ. — Le produit des tangentes trignnométriques des angles faits avec le grainl axe , et . 
dans le même sens, par des cordes menées des deux extrémités de cet axe à tous les points de rellipses est constant et 4 

égal à : ^ . 

Prenons un point quelconque M (fig. 244), et joignons MA'. MA". La première droite, pas.sanl par le point A", dum 
les coordonnée» sont : x =s 4- A, y =s0; et étant inclinée sur Taxe des x, son équation sera (n® 59) : y =s a (x— A . 

La deuxième, passant par le point A', dont les coonloiim''es sont : x ^ — A. y =0, aura {>our équation : 

jf =«' ix-h A). 

» |i 

On lire de ces deux équations : a = * o = ■J’Jjrj * 

a est la tangente Irigoiiométrique de l'angle MA"X, et o' celle de raiigle MA'X. Le produit de ces tmtgenles est : 



et il n'est ici qn'auiant que les deux droites se coupent, puisque dans la multiplication oti a regardé les coordonnées j 
et 9. de chaque droite, coniinc étant les mêmes, en sorte qu'elles ne sont plus relatives qu’à leur intersection. Mais ce 
{winl M est sur la courlie; donc, ses cooixionnées doivent satisfaire à son équation, et on a : 

U* D* V* B* B* 

,’= -J, (A* — y; = — jj, (y — A*, d’où: et, parsoile : 

M4. — On api>ellc cordes supplémentaires, dans l'ellipse, celles qui sont menées d'un point de cette courht* aux 
extrémités d'un diamètre (n® 1B5). Telles sont tes droites GM. G'M (fig. 245). 

Les axes coonlunné» de l'ellij^ étant .\f. Ax cl leur origine en A. désignons {>ar x*, y' les coordonnées du point (t ; 
(‘elles du point G' seront : — x’. — y'. Si , de plus, nou.s représentons par x, y les ctmrdonnées de M, et t»ar «, x' les 
tangentes trigonométriqaes des angles Mllx , MLx formées par les cortie» suppiémentaires avec l'axe BC. nous aurons 
pour équations de .MH . ML [n® 58} : 

y — 9' = ît (X — X*); ÿ 4-9' = *'(•*‘4- J'i; d’où l’on lire ; a— • 

9* — a'* 

et puisque ces deux droite» secou((cnt. oii aura : x«’ = [<*1* Léquatiun de l'ellipse ayant lieu pour le point 

G, remplaçons y, x et 9 par x' cl 9'. nous aurons : 

9'* ^ i)A* — x'*j. et pour M : 9* = A* — x', ; relmnchanl la dernière de la première, il vient : 
ÿ* — ÿ'> = _ ^ el, par conséquent ; —-^r = ' substiluaiil dans [b] : m' ^ . 
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&9t. — LV'quation de t'cUipbe rapport<!*e à deux quelronques de 5es diamètres conju^u<b étant de même forme que 
relie de la même courbe rapportée à scs axes rectangulaires (o* 1B8}, on aura cette propriété analogue [K)ur les cordes 
If* 

suppiénicntaires : ^ ^ en observant que, puisque les diamètre sont obliques entre eux, Yi t' désignent 

fil" 42) les rapimrls : * - i , — r» *» * angles, avec 2 A', dccliacunc des cordes supplémentaires 

siii. SMi. 

menées des deux extrémités du diamêtiT 2 A' à un point de reilifisc, et h Tanglc entre les diamètres 2 A\ 2 B'. 

536. — Les tangentes trigonoinétriques des angles que font deux diaiiiHres conjugués avec l'axe des x ou le premier 

B’ 

axe de l’ellipse, ont leurs produits : = — ~ÿ^T'* 


11 a été démontré ;n® 491 ) que tout diamètre divise en deux parties égales les cordes parallèles à son conjugué. Celle 
propriété va nous servir à prouver la proposition précédente. 

Soit (fig. 246) LL\ MS deux diamètres conjugués, leurs équatioiKS seront : jr = y = «'x. 

Pour que le premier soit le conjugué du second, il faut qu'il divise eu deux parties égales toutes les cordes parallèles 
au deuxième. 

Soit; y = «'x-+'? [«], l’équation d'une des cordes «w ; et : A*ÿ* = A*B*, celle de l'cllipce ABA’B'. Combi- 
nant res équations (n” 446), on eu déduira les coordonnées des points m, n d'intersections de la courbe et de la droite. 
1.C résultat de réliiuinatioii de y est : 


X» H- 


2*'^ A» 
B*-hA*«'* 


B* + A» «•> 


= 0 . 


Celte équation a deux racines, dont l’uuc est raltscissc CP du point m, et l'autre CP du poiut N ; notons par x' et x" 
ces absc'isscs, et que par bypolhèsi' d soit le milieu de oin, il s'ensuit que l'abscisse CD de ce point d sera : 

x' + x" 


Il faut évaluer x* -f- ; on sait que dans l’équation complète du second degré à une variable, la somme de deux des 

racines est égale au coefticient du second terme de celte équation pris avec un signe contraire; on aura donc : 

. , H 2®' 'J A* , .. a'3 A* 

el par suite: .e=--Br+-Avr 1*]; 

miijtUvanl x par ccUe \aJeur dans [u], on trouve : ÿ = ~gr^A*x^ d Ldimiuer divisons (r] par [S] : 

, — ll> —If 

: » = -aîT'-'- 


AV 


Ainsi, le diamèlre IX', {tour être le conjugué de MN, devra faire, avec le grand axe de l'ellipse, un angle dont la 
B* B* , B* 

Utngeiile trigonometriquc soit : = : a ^ P**' : »« « ce qu'il fallail dé- 


montrer. 

527, — On conclut des propositions démontrées ci-dessus, que deux diamètres parallèles à des cordes supplcmen- 
laicps sont toujours conjugués, et réciprCM{ucmcnl, que deux diamètres conjugués sont toujours parallèles à des cordes 
^upplémetltaircs. D'après ces conséquences, la solution des deux problèmes sirivants devient facile. 

IVvuvLÈviE fREMiEK. — Etant donnco les axes d'une ellipse, trouver un système de diamètres conjugués faisant entre 
eux un angle donné. 

Soit (6g. 247} : AB.VB', l’ellipse dont les axes BR', AA' sont douués, et l'angle que doivent fàire entre eux les 
diamètres conjugués demandés. Déirivons sur le grand axe AA' un arc capable de cet angle; pour ccU, il faut mener 
une perpctHiiculairc RA h la droite LM au point A; RaV sera le rayon du cercle «iQa, cl l'arc xVQA' l’arc demandé, 
lequel coupe l’ellii^e ABA’Ü' en deux points m et a, qui donnent chacun une solution du problème. 

Comudérons le point m, et, de ce point, menons les cordes m.\, »A’, clics seront respectivement parallèles aux dia> 
mètres conjugués dd\ bb' cherchés; ou, en d'autres termes, si par le centre C de l’ellipse on mène dos droites respec- 
tivement parallèles à ces cordes, elles seront deux diaiuètrcrs conjugués de l’cUipse, lesquels feront entre eux l’angle 
proposé. 

Noos avons vu (n* 523] que pour les angles des cordes wA , mA' avec le grand axe, les tangentes trigonoinétriques 


Digitized by Google 


— 239 — 


avaient pour produit : Or, les angles des droites ftfr', dd’ avec le même axe étant égaux à ceux de> 


cordes, on aura entre leurs tangentes trigonométriques la même relation (n'*520). Nous avons supposé que Taugk* 
doiuié était obtus; s'il était aigu, on construirait l'arc capable de eet angle sur le petit axe de rclli|i.si>; mais, coiiime 
ou le verra, U est des limites assignées pour les gramJeurs des angles de deux cordes supplémentaires ou de deux dia- 
mètres conjugués. Si l’angle proposé est hors de ces limites, le problème sert impossible, et l'arc de cercle ne coup<‘i‘a 
pasTcUipse. 11 est f^nnlc, au reste, de traduire en analyse la constructioii précédente, et, coiubiiiuiil récfuation résul- 
taiile avec l’équation de l’cUipse, on trouvera le nombre de.s solutions et di^ conditions d'impossibilité. Ku effet, soit rt 
la tangente de l'angio LA^quu doivent faire deux diamètres conjugués; RA le rayon de la circonférence AQA'. H son 
centnî, et ABA'B' l’eUipsc proposée. 

La droite LM passant par le point A , dont les coordonnées sont : x =: A, g = 0, aura pour équation (n** 59] : 

a;. 

Noos avons vu que la droite RA était perpendiculaire à i.M; sou équation sera donc (n** 06'' ; 

-]-(x-A). 

Nous aurons les coordonnées de R, centre de la circonférence AQA', qui est aussi celui d'iiilerscclion de DU' ci 


RA , en faisant x = 0 dans la dernière équation ; donc : y = — j pour R. 

L'équation du cercle décrit de H, (u)mmc centre avec le rayon RA, sera : 

(, ^)’ + x' = RA> = A*4--i,-:- ou: ,<-i^j + jr* = A’; 

et relUpse ABA'B' aura pour équation : A*jr* + B*x* ss A*B* [1]. Maintenant, la possibilité de la solution dépend de h 
rencontre de ces deux courbes. Nous allons examiner les conditions nécessaire pour que cela ait lieu. Cherclions les 
coordonnées de leurs points communs; en supposiiint que leur rencontre ait lieu (tr* 417), il vient, en combinant lc^ 
équations de l'ellipse et du cercle : 


(A*- 


w- 


première indique que le cercle coupe le grand axe aux extrémités A et A'. Les abscisses corrcspotidarues è la m'- 
cnndc valeur de y sont fournies par l'équation : n* [A* — B* x* ss A* (a* (A* — B*]* — 4 B* A*) , qui résulte de la va- 
leur [2] substituée dans [1] à la place de y; on cti tire : 

. A V/a'(A* — B> — 4 A’Bî 
n;A’— B>) 

Pour que ces abscisses soient réelles, il faut que : a* (A*— ‘IP' > 4 D*A*, condition satisfaite par : 

2BA ^ 2BA 
® ^ ”A’ — B* ’ ^ ^ — 6» * 

Telles sont les limites des valeurs de la tangente trigouométrique de l’angle proposé. Nous prouverons, dans un nn»* 
ment, que le plus grand angle que pui.ssent former deux cordes suppléoienlaires a précisément pour tangente trigono- 


iDélriquc : — -jî^i . 


Le sommet de cet angle est à l'exlrémilé du petit axe, et scs cétés s’appuient sur le grand ; 


tandis que le plus petit ongle de deux cordes supplémentaires, lequel a son sommet k l'extrémité du grand axe et ibml 
les cétés s’appuient sur le {ictit. a pour tangente trigonométrtque : . 

Ainsi, jiour que la solution du problème proposé puisse s'effectuer, il faut que l'angle donné ne soit jwis plus grand 
que l'angle formé U l'extrémité du petit axe et qui s’appuie sur le grand . ni plus petit que l'uigle qui a son sommet h 
l'extrémité du grand axe et qui s'appuie sur le petit. 

Pnosr.ÉNE DcexiÊur.. ~ Trouver un système de diamètre conjugués capable d’un angle donné sans connaître les axes 
et en ne .supposant que le centre de l'eUipse. 

Il SC présente deux moyens de solution : Par le premier, on déterminera les axes n* 19.1}, puis on achèvera commr 
dessus. 

Par le deuxième, il faudra, sur un diamètre quelconque DA ftg. 248 .décrire un arc capable de l'angk donné, et par 
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uij des points C, où cot arc courte reJli(«e» on mènera des corde» supplémentaires CA, CB. Ces cordes seront parallèle» 
aux diariièires cherchés K£' et FF'. Si l'arc de cercle ne rencontmil <juc l'ellipse, on ferait la construction sur le dia- 
inclre conjug:ué du premier, ou sur le même diamètre, en prenant le supplément de l'aiiftic donné. Si, encore, l’arc de 
«‘rrcle ne coupait pas rellipsc, le problème serait impossible. 

Dans le caa représenté |wir Ut hgurc, l'arc ACB, capable de l'angle donné, ne touche rellipsc qu'en on point C ( ali.w 
traction faite des poinu A et U]; mais le prolongement de AI)Ü, de cet arc, coupc Tellipsc en un point Ü, qui déter- 
Miiiie une seconde solution du prohlème; quoique rongic ADB ne soit («s égal à l'angle donné, ü est clair, en cfTel, qu'il 
CTI est le supplément. Or, deux diamètres , parallèles aux conles AD et BD , font entre eux quatre angles , dont deux 
sont égaux à l'angle ADB; mais les deux autres sont égaux k l'angle su|q>iénicmaire; par conséquent, ces nouveaux 
dmmètres satisfont encore au problème. 

528. — Cntuiiéiii: mopRirit. — De tous les angles inscrits à rcUi|»sc, et qui sappiiicnt sur le grand axe , le plus 
grand est celui qui a son sommet à rextréinité du second axe. De tous Ica angles inscrits à reUi|«c, et qui s'appuient 
sur le petit a\e, le plus petit est celui qui a son sommet à l’extrémité du grand axe; endn, l'angle maximum a |>our 
.supplément l'angle minimum. 

Soit pris un point quelconque M sur l'ellipse [fig. 2^9), cl, de ce point, soient menées les cordes MA. MA'. La pre- 
inièi'e , qui passe par le point A, dont les coordonnées sont : ÿ =0, x = A, aura (>our équation (n* 59] : 

ÿ = a 'x — A], d'où : a — — =r= lang. MA.i. 

I.a deuxième, passant par A', dont les coordonnées .sont : y =: 0, x = — A, a pour équation : 

= + d’oii:'«'= — = lang. MA'x. 

Nommons S l'angle AMA', et rappelons-nous que la tangente de l'angle formé par deux droites (n* 77) qui «• c<m- 
{M^ni dans un plan, est : 


y , 

fl — fl' X — A 

Tang.?= = 






X» — A» 

en mettant à la place de n et a' leurs valeurs. Réduisant, il vient : 

Tang.?= W = 

maisx et jf sont les coordonnées du point M qui est sur l'elli|ise; donc, si de l'équatiori : A*y* + B*x* = A*B*, on tire 
la valeur de y et qu’on la porte dans [a], pn aura : 

T ^A*B 2AB' 

(A* — B')V/Àî^» ^ (A* — B*J’ 

en ne faisant usage que de la valeur positive de y. 

ActuellemiMit, lang. ^ étant négative, l’angle ^ est ubins; et. de plus, cet angle sera le (dus grand po.vdble lorsque 
sa tangente sera la plus petite possible; mais cette tangente ne |veut devenir telle que lorsque le dénominateur : 

(A»— 

sera le plus grand possible; cela ne peut avoir lieu qu’avec x=s0, et alors on a : 

.r . ÎAB 

Taiig. A*— B» ‘ 

Pour cette abscisse, le sommet M, de l'ongle AHA', tombe en U. extrémité du petit axe. En effet, menant les cordes 
AB, A'B, on a, d'après un théorème de trigonométrie : 


Tanp. A'BA = ' 

Tang. A’BA = - 


B 

1 — 


b* 


'A 

A* — B’ 


Passons à la seconde partie de la pro|msiiioii; et, pour que l’analyse préré<lenic puisse nous servir, imaginons que 
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l'aïe üfis ÿ üe\ie«DC r«ç ^ïes s » cl fUr vfrtà. Notons par y J'an^ie HMB' ; puis n et «' étani les tangentes trigonouié- 
triques des angles MKÿ, MH'y, nous aurons : 


Tang P' 


i 4-^ 


_Jf__ » 

J — B “ X 4-B' 



Héduisaiit : tang. 


O 

' = “Tlîi'jt _^r • P®^’ r^qu.itioii de leUipse (n® 451) est. en prenant l’ane des ÿ pour i 


des X : A’jr* -4- B*y* = A»B’; ou aura donc : 


2 B» A 

Tang. f! — ^ jj, ■ 

Il est évident que puisque ente valeur est («osilivc, l'angle entre l&v deux cordes supplénicnlaircs est aigu ; il ne peut 
être le plus petit po!»ible que lorsque le dénoiniiiatcur : {A* — B*i \/~Û* — x*, sera le plus grand possible, circonstamv 
. 2B\ 

qui a lieu lorsque x s: 0 ; et l'on a alors : tang. p' = 'a*'— i B** ' tangente du plus petit angle à l'ellipse , qui 


s'appuie sur Taxe BB', et qui a son sommet h l'extrémité du grand. 

Les valeurs de tang. p et tang. p' étant égalc'ts et de signe» contraires pour tes cordes supplémentaires qui vont aux 
extrémités da second axe et du premier, il M'ensuit que ^ et p' sont .suppléments l’un de l'autre. 

62S. Sixième rnopRitTé. — L'clllpse est une courbe telle que la somme des distances de chacun de scs points à deux 
(»oinls fixes qu’un ap(M^llu foyers, est constante et égale à une ligne donnée 2 A. 

Celte propriété a été démontrée [n® loi). HeeheiThc des foyers : Nous avons trouvé (n® 151) : A’ — C* ; d'où : 

C » + W A* — B*. Ces valeurs de C déterminent (flg. 51 ) les dislaiices auxquelles sont placés les foyers F, F' de l’o- 
rigine C des coordonnées, laquelle est au.ssi le rentre de rdltfisc. 

Voici comment l'on construira ees valeurs : de l'exlrémilé du petit axe comme eeiilrc, et d'un rayon égal au demi 
grand axe CA de rcUipso, on dé<‘rira une circonférence de rerelc qui coupera le grand axe en deux |>oinls F. F', qui 
seront tes foyers cherchés. 


b« U uifcatê e( de U Bonsale â reUi^ie. 


WO. — Nous commencerons j»ar déterminer l’équation de la tangente à rclli|»$c lorsque celle courbe est rapixirtée à 
son centre et à s<» axes, et ensuite nous dterclicroiis l'équation de celte tangente lorsque la courbe dont il s'agit sera 
située d’une mamére quelconque dans nn plan. ' 

— L’équation de rclli}ksc rapportée à son ('entre et à ses axes est (n® 151) : A*jf* -h B»x* = Soit : x", g" 
les coordonnées du (wini de tangence M; la droite QL, qui doit passer |var ce point , aura une équation de la forme 
(n® 59] : g — y" » a (x — x'') [D], équations dans laquelle il n’y a d’indéterminé que a, expression de la inngenle tri* 
gonométrique de l'angle I.Qx, que doit faire la tangente LQ avec l'axe des x [fig. 250}. 

Afin de déteriuincr la valeur de a, menous, par le {loirtt de tangence M , une sécante P.M', cl soit x', y' les coor- 
données de l’autre point M', ou elle louche relli|«e; son é^inalion sera n® 58; : 




donc : 


lan({. M'Pj- = - lang. j. 


Actuellement. les points M\ M étant dans l'ellipse, leurs coordonnées doivent satisfaire à l’équation de eette eouri^e. 
cl l’on a : A*y'* -f- B*x^* = A’B*; A’y"* ~j~ B*x"* = A*B’. Relraiiehant la Reronde équation de la première, il vient 
A* [y'* — y"’l -î- B* }x'* — x"*] 0 ; ou bien : A* }y' — y"l j' -t- y"l -r B* [x' — x’') fx’ H- x”) = 0 ; d'où l'on tire : 

y' — ÿ- B* + _ B* (x' + x-’ 

. -A.-'- 


V-x»- = -^*--(,'+ïT’ * = - A- -[j,MTT’ 

admettant que dans cette équation y = y', y' y", alors le imiiit M' viendra se cufifmidre avec M, cl 1a sérante de- 

R*x^ 

viendra tangente. D’apres celle hypothèse : tang- LQx = a = — 'A*ÿ’"’ substituant cette valeur dans [II], on trouve : 



31 
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(lonr équslimi (le la lanfcnle I.Q. Celte (!«|ualioii esl la influe que : A’}*" + ll’J-x" = A'»"' -I- II'j' *; mais : 

A’jr"* I B>X”* = A’B>: «lone : A’»»" + B*xx" = A’H' [E]. 

Comme il n'y a qu'une valeur pour a, on ne |>eut mener par diaquc point de l'ellipse qu'une seule tangente à cette 


courbe. 

69). — 11 c*t facile de prouver qu'une tangente & l'eUipsc, et «lont l'équation est : + B*xx'' ss A*B*, est tout 

enlitrc hors de l'ellipse dont l'éciuation est : 4 - B»x"» = A»B», pour le point de tangence. En effet» retranchons 

de la deuxième le double de la prcinièro, U \ieiH : A* [g — -f- B’ (x — A’y* 1 B*x* — A’B*. La quantité 

A«ÿ* -f B’x* — A’B* est donc {n* 522, constamment plus grande que zéro pour tous les points de U ungente* excepté 
l>oup celui dont les coordonnées sont x^» y". Tous ces i>oiuts, hormis celui de taiigeuce, sont donc situés hors de rcHi|»e. 

633. — PauBtiae. — Mener une taugente à rellipse en un (udut donné sur la courbe. 

Il T a deux manières de procéder ; 

PrcMiérc manière. — L’équation de l'ellipse* à laquelle une tangente doit être menée est ;6g. 250] : 25ÿ» 9 j* « OW- 

24 

l.es coordonnées du point donné M sont : x = 6, y s= gi*aud axe de l'elüpse A = 10, cl le demi 

petit axe Bs6; substituant ces valeurs dans [E], équation de lu tuiigente n* 531, on a : 


y _ JIM ^ 


d'où : 


y « 


ÏO 10 • 


équation de cette droite qu'on sait construire ;r* 55), laquelle louchera l’ellipse au (mini M. 

Deusiéme manière. — Soit menée (fig. S50) («r le rentre C et le poiiil de tangence une droite C.M; son équation sera ; 

9 = fl'x. Ijl condition de passer |wïr le point de tangence veut que y" =: aV'» d'où : a' s= [4] ; mais la tangente 

cherchée doit être tellement inclitiéc (wr rapport à Taxe des x , que la tangente irigonoinétrique de son angle avec cet 

B* x" B* 

axe doit être (n“ 530) : ^ — [2], Multipliant l'une par l'autre, leségnlité.v [l]el [2], ona : im' • 

Actuellement, si l’on noniuu* « el a' les tangentes trigonoméiriques dt^ angles que font deux cordes supplémentaires 
menées des deux extrémités du grand axe à iiii point de relltpse, on aura toujours entre elles la i^Ulion (n* 523] :* 


B^ 

A» 


On peut mener une des cordes A'N parallèle au diamètre CM, lequel passe parie («tint de tangence , auquel cas 
a' ; et , à cause de na! = aa\ on aura : a = «, et la corde A'N sera pjirallèlc h la tangente. 

ik* là résulte une construction trè^simple pour mener une tangente à l'ellii^se : Par le point M donné sur cette 
*ourl>e, et le centre de cellc-ei, tirez le diamètre CM, puis par A', extrémité de Taxe AA', la corde A'N parallèle à 
CM; MQ, parallèle à NA, sera la tangente demandée. 

636. ->■ l.'équation de relli(>sc ét,int de même forme (ii** 188), lorsqu’on rapporte cette courbe à ses diamètres con*> 
jngués, que lorsqu'on la rapporte à ses axes principaux, les propriétés que nous venons de démontrer sont communes 
aux arc» de l'ellipse et h ses diamètres conjugués. 

En effet, désignons par a, non plus une Ungente trigonmnétrique, nuüs bien un i*a(iport de sinus égal au coefficient 
des X dan» l'équation y « nx + ^ (n* 42), on aura, pour la valeur de ■» qui rom ieiil à la tangente menée b l'ellipse, un 


point dont les coordonnées sont x", y" (n* 531 ) : 


lt*x" 


el l’équation de la tangente sera encore : 


A-^yy' 1 B'*xx"«A'*B'». 


636. — L'équation de l'cIlipsc étant de même fornie |Hir rapport b ses deux axes, les propriétés que nous venons 
de démontrer seront communes à l'un el h l'autre, el on pourra leur appliquer les mêmes coiistruclinus relativement 
aux cordes supplénientairea. 

636. — Pour avoir le point où la tangente rencontre l’axe des x (tig. 250 , il laul faire y ^ 0 dans son équation, qui 

Al 

donne alors ,n** 531): **‘ — '^ 7 '* valeur de CtJ; en retranehaiu CP ou r’ il reste la distance PQ du pied de 


l'ordonnée au point où la tangente rencontre l’axe des abscisses. Celte distante st* nomme sous-tangente, son exprt*s- 

. . 'A* A* — x"* 

sion est K!i ; PQ= yr — — — y :' — . 
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Cette valeur «M tml<^pcn<laiue du beeond a\e B; die est donc la même pour tontes les ellipses qui ont le mêtue pre- 
mier axe A et qui sont concentriques avec celle que nous considérons; clic convient, |»ar conséquent , »u cercle «léerit 
du [«oint C comme centre, avec un rayon égal au demi grand axe; ainsi , en pndongcanl l'or«1onnée MP de rdlipse jus- 
qu’à sa rencontre avec le cercle en N' cl menant k ce point la tangente QT, QM sera la tangente à rdli|>se au point M. 

S#7. — La formule (n* 531) : a = — , montre comnumt la tangente (JM s’incline sur l’axe AA' quand le 

A J 

point M change de position ; en A et A', on a : x" = ^ A , = 0 ; donc : « = — " ” l'infini ; donc , la lan- 

geiite est perpendiculaire sur AA'; eu li et B' : x" =0, ss + donc a s 0; donc la tangente est parallèle à 

AA'. Dans les points intermédiaires, en allant de A vers B, x" diminue cl y" augincnlc; donc a diminue iiégalivemeiit ; 
(Cia prouve que l'angic M(Jx est obtus et s’ouvre île plus en plus jusqu'à cc que la tangente trigooomélrfque soit de- 
venue parallèle à AA'. 

638. — Pour avoir la tangente tngoimmélriquc de l’angle CMQ , foniié par le rayon CM et la tangente Qf. . il siifiii 
de remplacer dans la formule (n® 77) ; 

Tang, CMT = -Ar— **, , « et u’ parleurs valeur» n"533‘, et rt'^luUanl à l'aide de la relation : A*y"’ -i- B*x"* = A*B*, 
1 -H ■« 

V'Hv 

on trouve : Tang CMT = ri*r~*'"m'r . 

^ (A* — B*îxy 

U est [tennis de prajtdre le» aliseis.'vcs x sur le gi*atid axe, et alors \ est plus grand que B. Si, de [dus, on suppose 
que le point M soit situé datus l'angle des coordonnées [tosilives, la valeur précédente sera négative; donc, l’angle (^M(J 
est obtus. Pour qu’il soit droit, il faut que la tangente (^MQ soit mfiiiic, cc qui exige que l’on ait x" = 0 ou g" = O; 
or, y" n’est égal à zéro qu’aux extrémités de Taxe AA', etx" n’est zéro qu'aux extrémités de l’axe BB'; donc, les ex- 
trémités des axes sont les seuls points de l'eUipse où (a tangente soit {MTjMmdiculairc au rayon. 

S38. — PnoBiiuE. — Par un {K>int donné hors de relli[i«e, mener une tangente à cette courbe. 

Soient y, f ' le» coordonnée» de oc point. L’équation A’yjf" -f- B*xx" = A*B*, de la tangente (n® 53i;, aura lien pour 
ce point, ainsi : A*y’|" -l- BVj " = A’B* [1] ; de pliux, le [Kiini de tangence, dont les coonlonnées sont : x^', g'\ éianl 
sur Telliftse, on doit avoir : A*y '* -1 IPx"* » A*B* (î], 

Begardant x", y" comniic inconnues, les deux dernières équations .sufiiront pour les déterminer; quand on les coi^ 
naîtra, on substituera leurs valeurs dans i’éqoalion de la laiigcnte. 

Tirant de Téquation [1] la valeur de y", et la substituant dans [2], on a une équation du second degré en x", laquelli- 
donne deux valeurs pour celle iiH‘uuiiue; ce» valeurs, substituées dans [I], on trouve les valeurs correspondanie» 
de y". C’est ainsi qu’on arrive aux formules suivantes : 

A* iBV ±ÿ’V A Y’ H- — A’B* r..u B* (A 'y' + 1 ' V/7\*ÿ» -h BV — A«B* r., 

■T- ^ ^ J’ AV* + B'T* 

(>n sait que pour un |N)int pris liera de rcUi|k»e, comme celui x", g" que nous considérons, la quantité : 

A*y’* 4- B»x‘* — B*A>, 


est positive ,n® 522', et scs valeurs sont réelle» et inégales; tlonc, il y a deux tangentes à mener à l'ellipse par un point 
pids hors de cette courbe. 

Quand le point donné est sur l'idlipse, la qiiaiilité : .\*y'* i B’x'* — A’B* est mille, puisx' = x", y's=y"; dom 
II® 531 1 . par ce point il passe une seule ungeute. 

Enfin, « le point choisi est intérieur à Tcllipse, la quantité : A*y'* 4~ — .\*IP rat négative; x' et y' sont inid- 

ginaires; il est impossible de niciier de tangente à l’ellipse. 

AmJCATio.H. — Soit : 25y* 4- 9x* « liOO , l’équatioii d’une ellipse. Le [loiiit donné est représenté |wr : x' = 13, 
y' =: 10. Mettons à la place de x' et y' leurs valeurs dans [3] et [4j. il vient, puisi[ue d'après l’équation de l'eUipse pri»- 


t , „ 540 , 111,80 . - 360 , 107,70 

A — 10, B_6 : JT — . I 1^1 ± (*|oo ' 

Les valeurs positives de x et y doiincronl un [>oint de la courbe, et les négatives un autre point ; les joignant par de» 
droites au point donné, elle» seront les tangentes cliercli<H'S. 

640 . — Considérons une ellipse située d’une manière quelconque dans tin [dan, les axes coonJonnés n'étani [»as le» 
axes principaux de la couHtc. 
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L'équation : Ay* |- Hry Ùt* + Dy 4- Ex 4- F s=s 0, apparlîenl (n® 208) à une ellipse, lorsque entre scs coefgcienls 
im a la relation : B* — 4 AG <0. Adineltoiis que cela ail lieu, et soit t y, y'; x", y" les coordoimécs de deux points 
dp la courbe , dont Tun , y", doit devenu* le point de tangence. I.a sécante (n* 534 ) sera exprimée |Mir le svsléme 

des trots équations : y — y' = -p— (x — Jr^) [IJ; 

Ay'*4-IîxV 4-Cx'* I Dy'-f'Er'4-F = 0 [2]; Ay"* 4 fLcV + Cx"' + Dfi" + Ex" 4-F = 0 [3]. 

Les denx dernières nous fourniront la valeur de ; • Sousliayaut les équations [3] et [4] Tune de Tautre. 

on a : A (y'* — y^*) 4 B[x^y' — x"y"} 4*C (x'* — x"*) D ly' — y") + E(x' — x") = 0. En otiservajil que : 
y'. — y"' = (y' 4 y") (y' — y*) ; (x'* — x"*] = [x' 4 »’'] [x' - x") ; 
x'y' — y"x" T'y' — x V ~ xV 4 x"y* =r y [y' — y") 4 y' (x' — x" i, 

Oiia; A iy'4jr) (y'— y'")4 B([x^ y— y'») 4 .y- (x*— x"])4C{x'4x^) (x'— x^]4 1) V— y") 4 E 'x'— x") = 0 ; 
d‘oû : y — y") (A (y* 4 y"! 4 Bx' 4 D)4{x' — x") (C{x'4y') 4 By" 4Ej = 0; et entin : 

y' — y" Cfj' 4x"j4By'4E , C V 4x"' 4By' 4 E , ,, 

est l'équation de la sécante. 

Pour que cette droite devienne tangente, U faut sup{>oser qu’on ait dans l’équation de la pn^mière : x' = x”, y' s; y". 
Formant ces liypollièses. il vient : y — y' = ^«alion de la tangento TM' (fig. 25! 1. 

CcUc équation est susceptible d’une forme jdus simple. Faisant disparaître le dénominateur, on a : 

l2Ay' 4'Bx' 4 D)y 4 ^2 Cx^ 4 By' 4 E)x42 Ay' — 2 Bx'y* — 2 Gx * — Dy' -V Er' = 0 ; 
mais le point x', y' étant sur la courbe, son équation a lieu pour lui, ainsi : Ay'* 4 Bx'y' 4 Gx'* 4- !)y' 4 Ey 4- F ^ d ; 
ajoutant le double de ceüCH^i i celle-là. on trouve enfin : 

(2 Ay' 4Hi' 4 ÏFy 4 (2 Ex' 4 By' 4 E> 4 I)y’ 4 !•>' 4 * F = 0. 

641. — On nomme. avonsHiotts dit (n® 536), soua-langente, la portion TP' de l'axe des abscisses, comprise entre le 
pied de rordunnév^ au point de tangence, et le point d'intersection de la tangente avec cet axe. Cette sons-tangente 

liK. Î5<; e»' «primée [«r ! = TP'. 

543. — Mener une normale à l’cUipsc. 

Xous supposerons, en premier lieu, que l’origine des coordonnées reclangulaii*es e.vt au rentre de la courbe. 

1^ normale est une droite qui pa&se par le point de tangence et est perpendiculaire à la tangente en ce point. 

La condition de passer |»nr le point de tangence exige {ii® 59) une équation de la forme : y — y" = «' (x — x") [!]. 

B*x" 

n'est indéterminé; mais l’équation do la tangente (ii®53!) est : y — y" = ““av’* ^ normale devant lui 

être |K‘rj»endicalalre, les laiigeoles trigonométriques de leurs angles avec l’axe des x auront In relation (n® 66 : 




on en tire ; a' s 
A*y" 


- 


B»x~ 


Remplaçant [lar celte valeur, dans [l], on trouve ; y — y" = Çijw' équation de la normale SM (fig. i.'iQ). 

54S. — On obtient la sous-normale PS par y = 0 dans l'éqiialion de la normale, rc qui donne d'abord ; 


A» — IP 
A» 


valeur de CS, laquellu, retranchée de CP ou x" , fait connaître la distance du pied de l'ordonnée du point de langeurc 

B* 

nu pi<Ml de la normale, c'est-à-dire : PS = — x*. 

Nous serions ^^a^ve^us directement à ec résultat en prenant la valeur de x — x" dams l’é^iualioti de la normée aprè> 
y avoir annulé y. Celte valeur est négative ou positive, en ménie tem|^ que x ', et le signe qu'elle prend indique sa 
position par rapport à l'origino. 

544. — Concevons que l’eliipâe soit placée d’une manière qiicicoiiqiie dans un plan (Bg. 251 ). Les coordonnées du 
|H)iiit M', paj' où doit passer la normale, étant x', y', son équation n" .512) sera : y — y' = s' (x — x*) [l]. L’équation 
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Bb * “f 2 Cx^ E 

■le ]a tangente est (ti® 540) : s — ÿ' = Ür' +TF la ttormalo doit lui îîtpe (wr(M*ridi- 


culairc, U faut quo (n® 66) ; 




, 2 Ay' i R r* 

Hf ' -4- i tir' 4- E ‘ 


Mettant pour a' sa valeur dans [1] : y — y' = ***^ *^^ HM'. 

S4S. ». On trouve la sous-noniiaJc i*'R par y s= 0 dans l'équation [2]!, et tirant du résultat ; 

r— r* — _ V — P'IÏ 

ÎA»'+Ilt' + U 

^ 54>B. ». SEf>Ti£U£ HtoraiÉTÉ. — Les deux rayons vecteurs (ii® 150), menés au point de tangence, font avec la {tartit* 
de cette tangente, située du même cùté, des angles égaux. 

Soit RT la tangente h IVllitHM, et FM, F'M les rayons vecteurs menés au |>oint de contact. La droite FM, passant par 
M, dont les coonloiiiiécs sont : x', y',ct par F, doiiilescooi'donnéessonl : y = 0, x = C=s \/ A* — 'Ü* (ii* 131 aura 
[wur équation (ii* 59) (ftp. Î52'i : — y' = a' ( — x^ 4- C!, d'on l’on tire : o' = — • 


l.a tangente irigonouiélriquc [ti® 531) de l’angle que fait la tangente avec Taxe des x est : a = ~ -r,S' ; l'^i^pression 

f ^ 

de la tangente trigonométrique de l'angle F.MT est ^n“ G5J : tang. F.MT = — . Rempiavant donc a et a' par leurs 

valeurs, il vient : 

BV 

_ A*,'* i-BV* — B'fV 


Tant-. FMT = 


I + 


BV,-— • “"= 


ÂvTt- 

nia» le point M étant sur l’eltipsc, on a : A*y'* -f Ü*r'* =: A*B*; d'ailleurs ; C* = A* — B*; donc ; 

T .... eux A*B*.»B*Cx' B*(A* — Cx'i B* 

Tang. FMT_ - c,'(A» — Ca') ~ C,' ^ 

Pnvuint du foyer F au foyer F’, et caicnlant la tangente trigonométrique de l'angle F'MT, il ne peut y avoir de ilitTé'- 
rence que daus le signe de €, lequel devient — C; ainsi, changeant, dans [4], C par — (I, on a : 

Tang. F'MT = — 


Les angles FMI, F'MT ayant leurs tangenle.s égales et de signes contrariés, sont sutqdéments l'un de r,iutro ; niais 
l'angle F'MT est aussi supplément de F'MR; donc, F.MT est égal à F'MR. 

M7. ». Si l'on mène ta normale .MS, et que des angles droits TMS, HMS on retranche les angles égaux TMF, K.MF', 
il restera : FMS = F'MS; donc, dans l’ellipse : 

4® Les rayons vecteurs, menés au point de foniacl, font avec (a tangente, cl d’un même cété de cette ligne, des 
angles égaux; 

2* La normale divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs. 

548. — Cette propriété fournit une construction très-simple {>our mener une tangente à l’ellipse, |>ar un point donné 
sur cette courbe ou |iar un point extérieur. 

Supposons, d'abord, que ce |>oiiit soit sur l'ellipse. On mènera les rayons vecteurs FM, F M (fig. 253) et prolongera 
l’un d’eux, iiar exemple K'.M, d’une quantité MK égale & FM, Joignant K et F, la droite MT, perpendiculaire 5 FK, sera 
la tangente deraaiidée; car, d’après celte construction, les angles T>fF, TMK, F’M/ sont égaux entre eux. 

Il est évident que la droite .MT ne rencontre la courbe qu'au point .M; car, pour mut autre point / de cette tangente, 
on aurait : F'/ -r F< >F'.MK ; et comme F’MK =s 2 A, le point t n'appartient pas & l’eilipKe. 

Si le point donné est extérieur h l’ellipse, et situé, par exemple, en f , du point F', comme t'entre, avex un ravon 
égal au grand axe 2 A, on décrira un arc de cercle; du point /, comme centre, avec un rayon /F, on décrira un autre 
arc de cercle qui coupera le premier en K; menant F'K , le point M sera le point de tangence ; joignant M et I par une 
droite, celle-ci sera la tangente demandée. 

En effet, d'après celle construction, /F — /K; de plus : F'.M MF = 2 A; F’M -f MK = 2.\; donc ; MF = .MK. La 
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llinie MT es.1 doue pcr)iendicuUire sur la ligne FK; donc, les angles F.MT, F'M/ sont éfraux, et la droite /MT est tan- 
gente à l'ellipse. 

Les cercles décrits, des points F' et t , comme centre, se roupent pn deux |>oims. Cette construction ithliquera les 
deux tangentes qu’on peut mener à l’ellipse par tut |>oint extérieur. 

84®. — Nous pouvons maintenant rendre raison des dénominations de foyers et de rayons vecteurs données aux 
Itoints F et F' et aux lignes FM, F'.M '6g. SOI) . C’est un principe de physique généralement admis, que tout corps élas- 
tique qui rencontre une surface, se réfléchit de manière h former un angle de réflexion égal à celui d’ineidenee. 

Cela posé, concevons qu’à l’un des foyers F d'une elliftse, on ait placé un charlton ardent dont les rayons de chaleur 
viennent frapper la courlte en dilTércnts points, M. M’.... Ces rayons forment, avec les tangentes menées par ces point», 
des angles FMT, FM'T', appelés angles d’incidence. Or, en vertu d'un principe de physique, ees rayons doivent être ré- 
fléchis suivant des droites qui fnssciil, avec M/, M'/'...., des angles appelés ajtgtes de réflexion égaux à ceux d'inci* 
dence; donc, les rayons réfléchis sont tous dirigés vers le point F', (mur lequel seul les angles F'M/, F'.M'/' sont égaux 
aux angles F.MT, T'M'F'. 

Ainsi, qu'on ail placé au point F un foyer do chaleur, et au point F' une matière inflammable, elle s’enflammera 
rumine si elle était placée au ])oinl P lui^-méine. Les différents points de Fintérieur de la courbe se re.xscntiront plus ou 
moins du rayonnement de chaleur; mais le point F' sera le seul où se rencontreront les rayons partis du point F. 

Le son, comme la lumière, se propage en ligne droite; il sc réfléchit de même en ligne droite, sous un angle de ré- 
flexion égal à l'angle d'incidence. Far conséquent, si le contour de l’ellipse est construit de manière à réfléchir le son, 
tous les sons émanés du foyer F se réfléchiront en {Kissant par l'autre foyer F', qui sera un «hrlio de F. 

On a construit en ellipse des salles où l'expérience a justifié la théorie. Si l’on (varie à voix basse au foyer F, de ma- 
nière qu'on ne soit pas entendu à peu de distance, l’effet de l'écho rend néamoins les |>arolc5 prononcées à voix basse 
«n F très disUnclcmcnt intclUgibles à l'autre foyer F'. 

880. — > HtiTièax raorniÉTK. — Si des foyers on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à rcllip&e, la distani'e 
des pieds de ces perpendiculaires au centre de l'ellipse est constante et égale au demi grand axe, de sorte que tous ces 
points ont |>our lieu géométrique une circoufércnec de cercle décrite sur le grand axe romnie diamètre. 

Soit une tangente touehant l'ellipse (tig. 234) en un point M. pour lequel on a x\ g'; son équation sera n" .'V3I) : 

A’g'j 4- = A*li* [«]. 

La droite F'/, passant par le point F', dont les coordonuées sont : g = 0, z rre, sera représentée par ; 

S — fl [a — <*) [(]; d’où: a = — i— . 

Nous avons trouvé pour expression de la tangente tngotioiiiélriquc de l'angle que fait la tangente T.MI) : 

. BV 

“ AV ' 

cl puis<iue la droite P/ doit être perjiemlîculairc à la tangente, il faut qu’on ait (n* 66| : aa' -} I = i>... [2j. ou bien : 
A*a' 

fl == -g5^, , en mctlanl pour a sa valeur dans [2]. 

Substituant la valeur de a, que nous venons de trouver dans [4], il vient, pour cqiialîon de F'/ : 

A*ji'j — B*yy=A*cÿ' [>]. 

Le (»oim M étant sur l’ellipse, on aura pour ce point : 4- = A*B* [cj. Kiimiuant ^r', g' au moyen des 

équations [fl] [à] [c], on obtient cette relation : i j* 4 — tV* — A* (a* — 2 car 4- c*j— Ü*y* = 0, qui mionl à : 

g> -p. ’i _ 2 (J _ B* sf» 4- fx* — 2 fx* _ A*j« 4- 2 AVx— A*c*; = 0. 

Eu résolvant cette éipiation par rapport à ÿ*, on trouve : 

-4- — 4 BV 4 4 b v7 ~ 4l ^» — 'h7AV~4- * AV~ 


— 2j»4-2ct4-B» 
* 


Si Von fait attention *'n® tôt} que r* = A* — B* , et que tians les termes — i — t AV* , de la quaiitilé sous te 
l’iidical. ou retnjiJaee B* et c’ par leurs valeurs tirées de la dernière équation, ou aura ; 


± Y 1/ B* — t A*x' — ic'jé 
t 


t- * B'rx H- i A’i* — S A’rx + i A* — i A*B* 


+ V' fl* — i A*B* + » c'x* 1 4 rB’r — 8 AVx + 4 A* 
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t>t la quantité s«ua le radieal cat le cairé de 3 rx -f- B* — 2 A'; on aura donc : 

. l/^î J*+ ir7TB'-(- (î7x + B’'^ÏA*y . 

» = ±V Y — — • 

|•■cs^-à-<li^c , en tcniuit campte du double siitne sous le radieol, el de ce que — î c* = î B* — î A’ 
, = + ^ — + + Y —i-r’+ icT—iT' 


w- 


a = ± v'-x>4-a' (n- 

On tire des formules [e] cl [/] : ÿ* 'I* (x —e)* = 0, j* t- x* — A* = 0. 

Faisant dans la première x = c, on aura le foyer F'. I-a seconde représente un cercle décrit du centre de l’eUi|>s»' 
avec le demi erand ave pour rayon; ce cercle c&t le lieu des points chercMs- 
Ml. — TutoiifeMC. — Si par an point pris arbitrairement sur le plan d'une ligne du second degré ou mène une suite 
de sécantes, et si par les deux )>oinU d’intersections de elmeunc d'elles avec la courbe on mène à cette même courbe 
deux tangentes terminées h leurs points de concours, les tangentes qui aboutissent à une mémo sécante foriucronl une 
suite d'angles circonscrits, dont le lieu des sommets est une ligne droite. 


Nous avons déjà démontré ce théorème pour le cercle (ii® 515’ ; ici, nous considérerons une courbe du second degré 


placée d’une majiièrc quelconque dans un plan. 

Prenons une cllijttc (fig. 20f) de l'équation ; aÿ*-\-bxy 4 - ex» dx -f cg y-fss 0, el adnietloiis que pour le imiul 
E, pria dans son plan : x = «, g = |l. La sécante RN, qui passe par ce point, coupe l'ellipse JiNM’N’ en deux points 
N et N'; les coordonnées du prcioicr seront : y, y' ; celles du second, x^, g". Les tangentes N'L, N'I/, menées par ces 
points, SC coupent en L, point dont nous noterons les coonlonnécs par x, g, qui seront les inconnues du problème: 
L’équation de la tangente au point N est (n®540} : ;3itg* + àx' + d'g + (îcx' + èg' -4- c)x -1- elx'-t-cÿ* 4-2/’= 0 [I]. 
et celle de la tangente en N' : \2og" H- Iw" -\-d]y-\- (2rx" -f- èg" -f- i*>4-dx" -+-rg" 4- 2/"= 0 [2]. La sécante à la- 


quelle ap[)artiennent les points N, N' aura pour équation : y — g' 



— x^j; mais il faut exprimer qu’elle 


passe |Hir E; donr : ^ — y' = ■ [a — l'j [3]. 

Pour déteriuiiicr x et y. U faut éliminer x', g', x'', g" entre [4], [î] et [3]. Rclrancbous [î] de [I], il vient : 
(iag H- ix -J- e} (g’ — g") 4- (2 ex 4' èg 4- d) {x' — x’' = 0 ; 


d'où l'on lire: =: — l’équation [3] donne : — i Kr 

X — x' iay-j-bx-i-e ’ ^ x — r' 


lui' . 

a — x^ * 


ad+^M »/• r., 

d 4- «F + ^ 


égalant ces valeurs, on a; — 2cxr — *èg — 2rt)g — èfix — «d — ed = — îexx' — îayg' — ègx' — èxg' — dx' — cg'; 
mais l'équation [I donne: 2 agg' 4 - àx'g -f-dx' 4 - èg'x 4 -<g*-i- 2 r'*’'y’ —"dg — ex — l/"; substituant cette valeur 
dans U précédente : ,d 4- aè -f- 2«?,g 4- (e 4" 2 n4- 4 - *d 4 - ef 4 - 2/*= 0 ; et par suite : 

— 4 ~~ '2c» 4“ e 

d4-'^'+^2â^'^“ 

équation d’une droite L'LU, lieu des sommets des angles formés par les lanpciilcs h l'ellipse, qui passent par les points 
où la touchent les sécantes qui se coupent en uu même point. 

Voici comment on vériflcra’la propriété de cette droite : on prendra sur celle-ci deux points dout on substituera les 
coordonnées en x el g dans l’une des équations [4] ou [2] , cl l’on aura deux équations en x' cl g’, ou en x g", les- 
quelles fn® 545) appartiendront à deux sécantes qui devront se rencontrer au iwint K, dont les coordonnées sont : ». p. 

Pour le montrer, choisisson.s les lieux où la droite de l’équation [4] rencontre les axes coordonnés; par chacun t\ eux. 
deux tangentes seront censées être menées à rollipsc. Par riiy|>olhèse de x = 0 dans [4] , on n : 

coordonnées du point H, que la droite L'Lll a de commun avec l’axe des g ; g = 0 domie ; 

, = 0 , j=- ’^+^+^r 
’ »? + î« + r ' 
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cfiordomiées du point D «rinlcrficcUon Remplaçant x et k snceciKjvementparccs >aieuni dans [f], on a : 

>"■8/ 

•îap 








f^)+rfy+rji'+îr= 


Daiis ces formules» les variables x'» g' sont inconnues. Développant et réduisant : 

*e-l + ÎV— d’ — -f . ad’ f-rd?— 2ïi/*— *flpr 


0 . 


W; 


cal» -f- de — 4tf/*— 2<»s»d r*H-dc— 4a/' — 2oad 

„ rffr3_4f/-_arr? , rtd-+-r*?— 2M/-— 40/* 

* ~ t’ + iin—UY—M f* t-îr«— 3V— k»i 

<à*s droites se coupent en un [»oint dont les roordonnées sont [n" 62) : x=so. ys=p, et elles cunfiennenl au fioint E. 

ExeMPic scutaioeE. — I.'équalion (éch. n* 2) : 25y* — ^Tg 1 89x* — 300jf — 980x -f- 5700 = 0 , est celle de l'el- 
lipse MNM'N' [lig. 2IH); donc : rt=:a5, 4 = — 50, c= 89, e = — 300, d — — 980, f — 6700, puis, pour E : 

x=a=l3, y = ^=l6; 

nii aura donc par l'équation [4] : [50/ — 50x' — 98üjf -t- [478x' — 50jf' — 30û)r — 980x' — 300j' + 1 1400 = 0 [j]; 

4036 5100 

»(!>»<■(»]: » = “7*0“’' 


i^juation de la droite I. LII. Preniins sur celle droite deux points L et L’, dont les coordonnées soient : 

_ < 53«0 

x=iîO, » = 


,» 2Ô9Î0 

.30, 11 = -™ 


780 ’ ' “ 780 ‘ 

Par chacun de ces points, menons deux tangentes à Peltipse. Pour cela, il faut déterminer les points de tangence 
h'* 543] ; substituons successivement les coordoimécs cMmus dans [y], nous aurons : 


236000ÿ' — 4234400x' + 4 4036800 « 0, 4080DOy' -4- 2404800x' — 23329600 « 0, 
i|iii représentent deux sécantes RN, QMS, dont on calculera les coordonnées des points N, N', M, M' d’iiiicrsociions 
a>ec l'ellipse, en coiiibinant (n^ 4 40) leurs équations avec celle de cette courbe; puis, par les poiuts N, N', L; 31, M', L', 
«n tirera les droites !-N, 4/N'; L'M, I/M', tangentes demandées. 

Mais pour que le problème soit exact, il faut que les sécantes P.V, QMS se coupent en un point E, pour lequel on 
ail ; x = 12, y = 46; c’csl ce que Ton trouve en combinant leurs équations {n“ 62'. 

663 . — Le ihénrèftie réciproque : si l'on cireooscril à une ligne du second degré une suite d'angles dont les sommets 
soient sur une même droite située, comme on voudra, sur le plan delà courbe, les sécantes, qui joindront les points de 
eontacls des <*ôlés de ecs angles avec la courbe, concourront, toutes en un meme point, se démontrerait de la même 
manière; seulement, pour lui, les inconnues à déterminer serai^U a et et les variables x, y seraient les coordonnées 
connues des points L, I/, de. Nous laissons au lecteur à s'exercer sur cette matière. 


L'elhysc riayonée à lea éimétres conjayiéi. 

66S. — Il a été enseigné (n” 486}, ce que c'étaient que des diamètres conjugués, et Ton sait (n” 488] que réqualioa 
de l'ellipse no change (nts de forme lorsqu'on rapporte cette courbe à ces diamètres. Reprenons les expressions : 

A'.= i’»’, B'.= 

A’sin.*«-hft’co6.*« * A’sin.’ a-+- B’cos.*« ' 

et concevons qu'on demande que les conjugués soient égaux. Or, ces expressions sont celtes de ces diamètres A'*, B'*; 
égalonsdcs, et nous salisferons à la demande ; ,V* sin.’a-f-B* cos.’aa* A’sin.’a' -i-B*cos.*«'. Remplaçant cos.* a 
par 4 —siii.* a, cl cos.’. a’ par I — sin.’a', on a : (A’ — B’) ;sin.’a — siu.’ a') ^ 0 ; et, coruséquemment : 

Sin.’a' s siii.’a; cos.’ a' == cos.’ a; tang.’a'^tang.’a; lang. a’ ^ tang. a (D). 

Cela fiosé, on a vu {n** 488) que pour faire disparaître le rectangle x'y', il fallait faire : 

A’sin.asin. a' -L B’ cos. aeos.a' = 0; 
si on la di>tse |Wir A* cos. a cos. a', elle devient : 

B* 

Tang. a lang. ^ [E]* 

On SC rappelle ( 526 ) les conséquences que nous avons tirées de ce résultat ; U montre aussi que l'expression [D] 
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ne |«!Ut »%oir lieu que lorsque tang. % esl positive; il faut donc qu'on ait : lang. «' » — lang. *; ce qui dortiKN en for- 
mant celte hypothèse dans [K] : 

Taiig.* a = d'où l’on tire : Tang. « = + . 

Le signe iiirérieur est relatif à l'uji dos diamètres et l’autre à son conjugué; doue, si Ton mène (lig 2Ci les «-ordes 
KD et GD par les extrémités des axes, on a .* 

Tang. DGx « ^ » tang. DRr = — . 

Ainsi, pour a>oir des diamètres conjugués égaux, il faut les mener luirallèlement à ces cordes. Si rellipse était ra|»- 
porlé*e ù ces deux diaroèlrcs. son équation serait : g'* H- x'* = A'*, laquelle est analogue h celle du cercle, roriginc d<‘s 
('oordonnées étant au centre de retic courbe et les ax^ rectangulaires. 

664 . — Dans relli|>se, il y a une inBiuté de diamètres conjugués, et parmi les diR'érent-K systèmes qu’ils ft»rment , il 
n'en est qu'un ;>our lequel les diamètres sont perpendiculaires entre eux. 

B* 

En effet , en premier lieu , réquatmn : tang. a tang. <' = ^ , fais^mt dépendre long. « de tang. a', et réripn»> 

queinent; si Ion sc donne arbitraircmenl t'un des diamètres, on déterminera facilement l'angle que doit faire l’aulre 
|H)Ur qu’il soit son conjugué ,526;. Ainsi, il résulte de ce qu'on peut se donner è volonté un diamètre de l'ellipse, qu’il 
en existe une iridnilé de systèmes de conjugués. 

En second lieu, pour que deux diamètres soient ;>erpendirulaîres. il faut que [n*^ 66) : tang. «tang. a' ^ > I ; et ds 

H* 

ne sauraient être conjugués sans que : tang. v tang. ^ . il est évident que ces deux relations ne (teuveiil , cm 

H* 

général, exister simullanémcnt que dari.s le cas de ; = 4 ; d'où : A B, condilion qui convient au rcrclu. 


i )p 

Que « s 0 dans le.s formulas précédentes, on trouve : laug. «' sk — — , tang s' = — . Le premier résultat «•si 

évident; le second l est aus.si, si l’on remarque que la comlition de x s= 0 fait coïncider le diamètre A' avec Taxe A ou 
l'axe des x; et tang. a' étant Inlinie. U s’ensuit que B\ conjugué de A\ se confond avec l’axe B ou l’axe d<^ g. Ikmc. 
ce dernier système est le seul des diamètres conjugués qui se coupeut à angle droit. 

Dans le cas tout particulier de A = H. la redation : tang. statig.a' — — t, est satisfaite, quel que soit le sys- 
lètiie de diamètres coujugués; cela prouve que dans le cercle il existe une lutinîté de systèmes de diamètres ninjugués 
pcrpendiculairv'S entre eux. En effet , l'équation du cercle, rapportée ù un système quelconque d'axes reclangulain*.** 
passant par le centre est toujours du la forme : g* 1- x* BL 

666. — Nexvièm£ HioraU-Tf. •— Dans rellj(ise, le |»aralléiogramme construit sur deux diamètres conjugués i*sl équi- 
valent au rectangle construit sur les axes. 

L'équation de l’ellipse rapportée à s«*r diamètres conjugués est (n* IHH) : A'*g'* + B'V* = A'*B'* [1]. SI l’oti re- 
passe des axes obliques 2.\'. 2B' aux axes rectangulaires 2A, 2B, on aura deux équations identiques propres à faire 
découvrir la propriété énoncée. 

Pour effectuer la transfonuulion indiquée, on substituera dans [4], à la place de g' et x' leurs valeurs fournies (Mi- 
les formules n* 19 : 


9 ~ 


.ycos.x — xsiii. t 


xsin. » —g cos. s 


; ce qui donnera : 


«} * sin. («' - 

lA'* cos.*»-l-B'* cos.*«’ g* 2 A'*sin. «eos. * — 2 B'’ sin. a' cos.a'lxy -H (A'* sin.* a l-B * sin.’ 

— (sin.* 


équation qui doit être identique avec celle de rellipse rap{M}iiée au centre et aux axes fii* loi) : A*g* 4- D*x* s A*H*. 
Ainsi, on a ces relations 


A'* cos.* a 4* B'* cos.* a’ =s A* [2], 2 A'* sin. a cos. a -L B'* sin. a' cos. a’ () [.1], A’*siii.*af B'* sin.* a =? B» 

A'*B'*sin.’{a' — a) = A*B’ [5]. 

Prenant In racine carrée des deux membres de la dernière, il vioril : A'B’ sin. (a' — a) AB ; donc , le paralléb*- 
granmic construit sur deux diamètres conjugués, est équivalent au rectangle construit snr les axes, en observant que 

32 
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ciA l’anplc coinprU (n* 19) entre A' et D'; qu'ainsi, b' sin. («' — «) est la hauteur du paralUMogrammc lorsque le 
demi diajoèlrc A' est pris pour base. 

Si 2 A" et 2 B ' est un autre syst6mc de dianiMres conjugués, on a aussi : 

A^B^^sin. («"' — «")} =5 AB, donc : A"B" «n. (a"' — = A’B'am. (»' — a); 

on dWuil de là que tous les parallélogramuies circonscrits à reUipse, de manière que leurs cAl& soient parallèles à 
deU 3 t diamètres conjugués, sont équivalents entre eux et au rectangle construit sur deux axes; mais il ne faut pas 
(ouclure que tous les parallélogrammes cin'onM;rits à une même ellipse sont équivalents. 

666. Disièue raomÊTt. — Dams l'ellipse, la somme des carrés de deux diauièlrescoiijugués est cortstantc et égale 
à la somme des (^n^és de deux axes. 

En effet, les équations [2] et [4] ajoutées donnent : A'*cos.*« -h B’*cos.'* A'* sin.* » H- B'* sin.’aéss A* 4- B’, 

ou: isin.*«-f'Cos.*«'A’*4- ;sin.’a'4-C05.*a')B'* = A* ! B*; donc: A'* 4- B'* = A* B*. 

Pour un autre sy.stèmc de diamètres conjugués, un aura également : 

A’" 4 'B"*s=s A* 4 -B*; et, conséquemment ' A** 4- B"* sr^ A'* 4- B’*, 
c'est-4t-4lirG que, dans l'ellipee, la M>mmc des carrés de deux diamètres conjugués est encore égale à la somme des carrés 
de deux autres diamètres conjugués quelconques. 


CHAPITRE 111. 


Del proynéUs 4e l'by^rkok. 


667. — Nous avons trouvé (n** 154} pour équation de riiyperbole rapportée à l'un des sommets : 
J’ = -^ (* Ax + J>), (j-> — 2 Ax; , 


et pour équation de celle même courbe rap|>orlée à son centre et à scs axes [n*^ 155) : 

AV — B’j-’== — H’A’ [I], ou: B*jr' — A*ÿ* = B»A’ [2]. 

Ces équations peuvent indifféremment être employées i^our découvrir les propriétés de Hiyperbole. On a vu (n"» 160 
et 202) que Péquation de cette courbe est de la forme : 


-TT- 


A» 4- B* 


[3]. 


lorsqu'elle est rapportée à scs asymptotes. En déllnitive, une hyperbole étant située dans un plan d'une manière quel- 
ronque par rapport à des axes rectangulaires entre eux , celle courbe |>eut être représentée par une équation de la 
forme ;n“ 305) : A»ÿ* 4* Bjit 4 - Or* 4 - l»y 4 - Er f- F = 0 [4]. 

S66. — Abri de nous conformer à la méthode que nous avons observée pour l'ellipse, nous montrerons que l’équa- 
tion [4] est susceptible de se ramener à l'une des formes [1] et [3]. 

Soit donc : 225ÿ*”'300Jif — 44 j'* — 1800y {-4080^— 7200 = 0, l'équation d’une h\|>erl»ole qui a été discutée 
[»• 307). 

L'origine des coordonnées devant être au centre de la courbe, il faut que dans son équation (n** 519 : j* =<i 4 > j-', 
jf =s à ce qui donne : 

22ÜJ* — 300ry — 44x* 4 - '450^ — 300« — 1800 g 4-f4080 — 300è — 88u j 4- 225è* — 300«t — 44/i’ — IHOOè 

4^10800 — 7200 = 0 [A]; 

mais celte équation ne doit plus renfermer les termes linéaires en jt et y ; donc : 

i50^ — 300a — (800 = 0 ; 4080 — 300» — 88a = 0, d'où; a = )0, »= -A; 

et l’équaliop [AJ devient : 225jf'* — SOOx'j/’ — 44 ji'* 4* F' — 0, dans laquelle : 

F' = 225fc* — .300flà — 44a» — 1800è 4- 40H0rt — 7200. 
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Siih^Liluant, dans wMlc égalité, à )n place de a et é leurs valeurs, on a : F' = 3600; et pour première, réduite de 
I équation proposée : 225ÿ'* — SOOj^V — 44x'» -i- 3600 = 0 (I j. Il reste à faire évanouir le terme en x'ÿ'. 

I^reiious les foriiiuJos (n® 48] : ^ x" cos. « — y" sîii. «, y' = x" sin. « -h y” *» ^ l'aide desquelles on passe d’un 
système d'axes roc'tangulaires à un système de même cspiM:c, rorigiiic restant la même. L’angle «t est une indé(ermim'<‘ 
qu'il s’agit de calculer d'après la condition que l'équation ti'ansfonuée soit privée d'uu rectangle xy, c’est-à-<lire que 
le coefficient de ce terme soit nul. Siiksiiluant les valeurs de x' et y' dans [4], ou obtient : 

‘;ï'25 sin.'ct — 44 cos.* a — 300 sin. «vos. «]jr"* -p (225 cos .* 2 — 44 sin.* s Hj- 300 cos. 2 sin. aiy"* -t- 3600 = 0 [2]; 
el |M3ur équation de condition : 538sin.«coa. 2 300 sm .*2 — 300cos.* 1 1 = 0. Le premier membre étant le coeflî- 

cient de y"x^, U reviont à ; 260 sin. 22 — 300 cos. 22ss0, è cause de : 2 sin. 2 cos. « = sin. 2»; cos.* 2 — sin.* ss cos. 22 : 


t»u en lire : tang. 22 = cl l’équation [ 2 ] est la mcine que : 

(225 sin.* 2 — 44 cos.* 2 — 430 sin.’ 2 'x''* -f- (225 cas.* 2 — 44 sin.* 2 -f- 150 sin. 22 ]y"’ -f- 3600 = 0 [3]. 
l’rolitons de la valeur de tang. 2i pour détenuiner les coefficients niiinériques des variables x’**, y"* et nous aurotth 


n®3!9] : 


sin. 22 s: 


300 

l/îÏÏi361 


301) 

462361 


sin.* 2 = — 


462361 — 269 462364 . 


^ 269 

17T623Sr = 


269 4 / 452:161 
<62:104 


324722 
462364 -4-269 V IMaeî" 


324722 

Metlaiit ces valeurs dans [3], on a ; 

(29:18734 4 — 462364 V'TG^IGIV* 4 - .99387344 -H 40236! V/<6^)y"* -4- 3600 X 324722 =0, ou bien î 
{ 484 — (481 l- -Î-.3600 X 2 = 0, 


équation de l'hyperbole proposée rapportée à son centre et à ses axes. On construira les nouveaux axes rectangulaires 
|iar les principes énoncés ;»ur re]li|nu' [n® 549). 

658. — Passer de l’équation d'une liypertiolc, rapportée à des axes rectangulaires quelconques, à l’équation de cette 
courbe rapportée & ses asymptotes. 

Nous avons déjà montré (ii® 160) commcrit on ramenait l'éfjuation d’une hyperbole rapportée à son ceutre et à scs 
axes, à représenter cette courbe rapportée à scs asymptotes. Ici, nous considérerons l'bypcrbole, située d’une roanién- 
quelconque dans un plan, les axes coordonnés étant toujours reetaugulaires. 

Nous supposerons que l’équation : Ay’ + Uj‘y - { - Cx* + Dy Ex -j- F = 0 , qui appartient à une hyperbole , a été 
réduite, comme dessus, à la forme : Ay'* H- Dx'y' ■+■ Cx'* -J- F' = 0 [A], dans laquelle 00 sait que : 

F' =s A4* t- Bflà 4 - -r En -t- F. 

Pour le nouveau système d'axes, soit celui des asymptotes, l'équation [A] doit (n® 460) être débarra.Hsée des termes 
en x'*cty'*, et il faut revenir desaxes i‘cctangulaires à des obliques. Cette dernière comlilion .sera remplie {Mir l'emplMî 
des formules (n® 46) : x' = x" eo*. 2 -}- y" cos. 2 ', y' = x" sin. 2 l-y ' sin. 2 '. 

Remplaçant donc x^ et y’ par leurs valeurs dans [A], el annulant les cœffideuts de x^’, y"*, on trouve : 

Asin.**' ‘ Bsin. 2 'cos. «’ 4 -Ccos.* 2 ' = 0 [4]; A sin.* 2 4 -Bsin. 2 Cos. 24 - C cos.*« = 0 [2]; 

2 A sin. 2 sin. 2 ' I B (sin. 2 C(». 2 ' 4 siii. «'cos. 2 ] 4-2 C cos. 2 cos. a' ^ L [3] ; 
ce qui donne la transformée : Ixy 4- F' = 0. Afin de déterminer l'angle 2 , divisons les deux membres de (2] p 8 rci>.'t.* 2 . 
il vient : Tang.* 2 4 - i tang. « 4 - -J =0 [4]; d'où; Ung. 2 = — ^ 

Ce sont, en apparence, deux valeurs (mur tang. 2 ; mois l'équation [4] étant contpo&ée en 2 ' comme [2J en 2 , elle don- 
nerait te même nombre de valeurs; donc, si la première des deux valeurs ci^essns représente celte de long. 2 , la se- 
conde appartiendra à tang. 2 ' et réciproquement ; ainsi : 


Tang. î 


— B4-V/B* — 4AC 


...... . -B— \/B» — 4AC 

ung. 2 = [oj. 


fX ’ 2 A 

tt reste à déterminer la valeur correspondante du cm’fficicnl L; or, l’équation [3] se transforme en celle-ci : 
Cos. 2 CQ5. 2 ' (2 A tang. 2 tang. a' -f- B (tang. 2 4 - tang. 2 '! 4 - 2 C] xs L [ 6 ], en oteservanl d’ailleurs que : 

4 

V^{4 -^Ung^* 2 ) (4 4- tang.* 2 ^ ’ 


Cor, 2 cos. 2' = 
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mais les formules [5] donnent en lus ajoutant et eu les niuUipliatit : 

B . C . 

Taiif?. * -h laiig. »' = ç- , long. * tang. ; puis on a ; 

Taiig.’ s 4-l«ng.* »' = î lang. » tang. %* = 

sutisiituant ccft diverses valeurs dans (6], on trouve, toute rtMuctioii faite : 

4 AC — B» , . F' 

cl pour équation transformée : xg = — 1^, ^ ^ ^ . 

Kxrmfle aaneri^/Me. — Reprenons l’iiqualion : âîog* — 300/ÿ — 44x* — ISOOÿ -|-4080x — TiOO = 0, déjà traitée 


.V 558;. 

Ou sait que : o 10, b= , F' = .3000; et que la première transformée est : , 


225ÿ’* — 300x>' — 4 Ix^* 3000 = 0 ; 

66 . , 60 , U0600 I , , 1-». t.1 

m» trouve que : laiig. « s= ; long. « = ; I- — — ‘Ç^ïriiiV ' * ^‘*‘*^’*'” * hyperbole rap- 

\ZÏ62364 

|M»rlée à RCS asymptotes : xy = - • 

560 . . pRr.MiÊin: rnorai^Tlt. — I/équatinu île l’hyperbole rapportée à son centre et à se» axes étant : 

AV — U*x'= — A'B*, 

M on les résout par rapport à y, on obtient î y = ih “a~ — A% et pour tome abseis&c x, plus grande que A. 

demi grand atc de la courlte, on a deux ordonnées égale» et de signes contraire.», et x cl y peuvent devenir inllnis en- 
semble; nous l'avons démontré [ii* t74). 

561. — UiiCxiÈVE pRormitTÉ. — Dan.» rhy|»erbole, les carrés des ordonnées sont comme les produit» de leurs distaii- 

B* 

lam'cs aux deux .sommets (lig. 263'. De réquation de rhyperbob% ou déduit ; y* — ’x* — A*'; pour une aliMosse 

B* B* 

f' ou CB : i'* = jf*’ — A*) = (x* d- A .a' — A); pour une autre alisdsse ,t ' ou CP' : 

B* B* 

»■” == -A*- - 'V : 

d oil l'on lire : y'* ) y"’ ! I ix* A] V — A) ; (x" -h A) (x^ — A) ; ; A'P X AP ; A'P" X AP'; ce qu’il fallait iléiuoiilrer. 

563 . — TitoiMÊii»; mopRièTÊ.— C’est un raractère analytique de rhvpcrbolc que. pour un point pris sur cette courbe, 
ou a : AV"" I' P^*'**' P****'^ pfis en dedans : .VV“B*x* | A*B’<0; fiour un |»oint pris en 

dehors : A’y» — B'x* A*B* >0. 

tes deux inégalités sont évidentes pour des point» tels «lue N et N' (Hg. 263), pour lesquels on a : NP<.MP, et : 
N'P > MP. Quant au {mini N"', dont l'ordonnée lonibi? entre U^s sommets A et A', ronimc on a QC < CA ou le demi 
graiHl axe, il en résulte (n* 474) : A*B* — B*x* > 6 ; d*où , à plus forte raison : A*y* — B’x* -i- A*B* > 0. 

568 . — QiATKiÊMb pRopaifTt. — Dans Hiypcrbolc ordinaire, le produit des tangentes irigonoinétHques des angle» 
faits avec lu grand axe et dans le mémo sens, par le» cordes menées des deux extrémités de eet axe i tout point de 
B* 

I byiierbole, est constant cl égal à . 

On ttjipcllc cordes supplémentaires de riiyperlmle celles i{ui sont menées de» extrémités d'un diamètre qui rencontre 
l'hyperbole à un point quelconque de celte courbe. 

I.a démonstration de la propriété énoncée étant uxactciiieiil la incmi? que pour l'ellipse, nous nous dis|»enseron» de 

U* 

la rcprwluire; mais nous ferons observer que la propriété analogue de l'ellipse étant : «9= — . il ne faut que 

! lianger B en B — 1 pour pa&scr à celle de l’hy iterltole. 

664 . — Cette pi'Opriété existe encore lorsque d'un |>oint de l’hyperbole on mène deux cordes à rexlrétuilé d'un dia- 
mètre quelconque qui rencontre la courl»e. Ceia.»e démontrerait de la même manière que |M)ur Fellipse (n“ 524). 

666 . — L’équation de Pliypcrbolc étant de même foriiie lorsqu'on rapimrle celle courbe à deux de ses diaiiièire» 
conjugués ^n” 206) que loi'siju’oii la rapporte à ses axes principaux, on Hur.i cuUc propriété analogue, trouvée plus 
B* 

imul : yv =a eu tenant compte de ce qui a été dit pour l'ellipse iC 52.» . 
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56«. — Pour rtivi^rbolü i^uilati-TO (n® I .‘>8 H = A « üt la profwkHé •lovienl : w' = I ; ainsi , les angles formés |*ar 
k's cordes »U|>|iiémen(aircs, k rexlréiiiilé d'un diatiicirc, vaUmt, en soiiimc, un angle droit. 

— I .es diamètres conjugués, ayant la propriété =: l’umiiiuiie a\ec les cordes suppiéineiitaircs, il s'en- 

suit (|ue deux diaiiièln<’S conjugués sont parallèles h des cordes snppléiiumtain's; et, réeipr04|uement, deux diamèlres 
parallèles à des cordes supplémeiitaii'cs sont conjugués. 

On peut appliquer k riiypcrbole le moyeu que nous a\oiis donné n® pour résoudre les deux problèmes sui* 
> aiUs : 

I® Étant donnés les axes de l'hyperbole, trouver un système de dutnièircs conjugnés faisant entre eux un angle 
donné; 

2*’ Trouver un système de diamètres eoiijugués capables d’un angle donné saïui cuimaJtre les axes et en ne supimsanl 
que le reiiti'c de l'hyperbole. 

Mais il n'arrive pas ici, comme pour rellitwe. que les angles donnés doivent être compris entre certaine» limites; car 
r.itigle aigu des cord«rs supplémentaires |>cut passer ]iar tons les états do grandeur, depuis l'angle droit jus^^u'à zéro. 

LVspreMiou ;n- 3i8 : T.ng. y = f 

le confirme, puisque plus ÿ augmente, plus laiig. y diminue. Lorsque enlln on suppose ÿ — riiifini, cette tangente de- 
vieiit nulle. 

<;cU est encore prouvé par la relation : «' = - ; car te prwiuil des deux laiigeiite» * et n' étant positif, il s'eii- 

.suil que ces tangentes sont de même signe; doue, les angle» correspondants I.Ax. LA'x (flg. 26.1} ou L'Ax, L'A'x 54iiit 
aigus ou obtus; leur dilTérencc A'LA ou A'L'A est alors néeessaircütOMt un angle aigu. 

Soit a = ~ . il en résulte aussi >’= les deux cordes supplémriitaires devenant à la fois parallèles è rasyini»- 
tôle CQ", font entre elle» un angle nul. 

6€8. — Ct5QuiK»E raopRi^.T^. — Trouver le lieu des points dont la différence des distances à deux points fixes soit 
toujours égale à î A. Nous avons démontré celle propriété ;ii« 1.74), cl nous avons trouvé pi* 155 ; 

C ^ A* ; c = — 

formule» propres k déterminer les foyers. L'un portera à droite et è gauche du centre, et sur le grand axe, ces valeurs; 
elles feront comialtrc les imints dont il s’agit. 

Autrement, en ayant égard à l'expression : (' » d- A* -b Ü* , de rextremite du axe comme centre, et d’une 
ouverture de rom|xis égale au demi grand axe. on décrira un arc de cercle qui rmi|»cra le grand axe en deux points, 
qui seront les foyers. 


De la (aifeolc i t'byp.rècle 


M9. — f.’équalioii de l'Iiyperbotc étant ; » HV* == — A*li* ; caleiilani comme |Mmr l'ellipse, on trouvera pour 

expression de la tangente à l'iiy |>erlM)le : — B*xx' = — A’B*, érjuation qui ne diffère de celle de l’ellipse qu’en ce 

qu’on a changé dans celle de la dcniicre B* eu W \/ — I. 

On {H'ouverail, de la même manière que pour rdlipse, qne tous les points de hi laiigenle, excepté le point de laiigciicc. 
sont hors de l’Iiyperbolc. 

^STO. — Si l'on fait g = 0 dans l'équation de la tangente, on a : 

A* j'» — A* 

.r= donc .rig. 2C4_;, LP — CB, ou : PB est l'exprcssdonde l« sous-langcnleàrbyperbok*. 


671. — Si dans : « = 


BV 

AV 


y , qui représente la tangente Irigouomclriquc de l'angle de la tangente h l'hyperbole 


avec l'axe des x, on change les signes de x' et y', la valeur de s reste la même ; on en conclut que, si une droite menée 
par le centre de l'hyperbole rencontre celte courbe en deux points , les tangentes en ces points seront parallèles, (kda 
résulte aussi de la symétrie de la tourbe relativement à ses axes. 
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ATS. — Si dans ccUc môme formule « l'on admet que ^ s= A et ji' ^ 0 , on a : <x = rîtifini ; donc » la tangente nu 
Miinmel A (fig. 264) est perpendirutaire à Taxe. La mi^me rbose arrive au sommet A'. 

Supposons que le point de conlarl prenne toutes les positions possibles dans l'angle jpCr, l'abscisse ^ croîtra et jf' 
aussi; rnnis on ne se rend {>as immédiatement coiupte di's valeurs de si l'on n'attribue pas à l'une de ces variables 
des vaJeors propres à faire changer le point de contact de position. 


Remplaçons dans : en' 



, x' par sa valeur tirée de l'équation de la courbe, il viendra : 


b 1/ B-" 

— 57 X V * ^7.-* 

n est évident maintenant qiren faisant croître f \ depuis zéro Jusqu'à rinfîni positif^ 3 diminue depnis rinfliii Jusqu'à 
donc, la tangente MH va toujours en s'încUnatit daxaiilagc jusqu'à cette limite. 


Pour savoir ce qu'e*t alors la tangente MR, cherctions ce <|ne devicul la dwtaiice CR (n« 570}, ou î x= . 

Or, cette valeur est positive quand x’ est positif; elle diminue et tend vers zéro quand x' augmente. Donc, à tncsnrt* 
que le |>oint de tangence s'éloigne sur l'hyperlmle, le ]K)int R se rapproche du centre sans jamais pa.sserde l'autye cOté, 
et même il ne sc confond avec lui que lorsqu'on suppose que le contact «»l à l'intini. 

Ainsi , à cette limite, la tangente passe au centre, cl l’angle qu’elle fait avee l’axe a pour tangente trigonométrique 

^ . D’après cela, sa construction est facile; il suffit de former le rectangle ONDE sur les axe.s 2 A, 2 B, et de tirer 

la diagonale indéfinie LL', car on aura : lang. EGA = . 


Comme l'hyperbole est symétrique par rapport à chacun des axes, celte diagonale est aussi la limite des taiigemes 
que l'on peut mener à la courbe dans l’anelc opposé y'Cy. Scmblablemciit, l'autre diagonale DO sert de limite aux tan* 

génies des deux autres parties de l'hypcrlmlc. Onîtot aux équations de ces droites, elles sont ; y = 4- x, et nous 

A 

verrons que ces droites sont tes asymptotes de l'hypcrlmlc. 

Dans le cas de rhypcrlvole équilatèrc R = A , alors ces droites divisent en parties égales tes angles des axes, et sont 
perpendiculaires entre elles. 

STS. — L'équation de l'hyperbole étant de meme forme (n* 206), par rapimrt à ses diamètres conjugués que par 

B'x' 

rap|vnrt à ses axes, il s'ensuit qu'on aura pour a, dans réqnation de la tangente : x = ; mais ici x est le rapport 

du sinus, égal au c(vcfficient de x. dans l'équation générale de la ligne droite (ii*** 42 et 45). 

On démontrerait donc, de la même manière que pour l'Iiypeiiiole rapportée à scs axes et à son centre, que cette 
courlve étant rapportée à ses diamètres conjugués, l'équalicm de sa tangente est : A'*|i 5 '— B'*xx' — A'*B'*, cl ainsi 
itu reste. 


674 . — rnoat.i;at.. — Mener une tangente à rhyperboie en un point «lonné sur cette courive. * 

La solution de ce problème étant exaclenient la même que celle que nous avons donnée |Mmr rellipse 533), nous 
ne nous y arrêterons pas. 

976. — BnoRiiar.. — Par un }Kiiut donné hors de l’hyperbole, mener une tangente à cette courbe. 

Soient x^’, g" les eoordomiées de ce point, et comme l'équation de la tangente doit avoir lieu |>ourcc point, il s'eit- 
Miil qu’on aura : A Vlf*^ “* B*x'x" =* — A*B*. 

Le |H)înl de tangence devant être sur la courbe, on aura ; A*y'* — BV* = — A*B*. On trouvera, en o|>éranl comme 
pour reltipse (n* 539) : 

_ A^B’x" + y" — B' .;A’s ' + x" 1/ ÂV ' — BV* + A'B« ) 

“ AV’ — B’J^"* ’ ’ AV’ — B’-r"' 

De ces résultats, on tirera les mêmes conséquctices que imur le cercle (n* 314) cl que jvour l’ellipse (n* 539) : que 
|wr un point extérieur à l’hyperbole, on peut mener deux Ungcnlcs à celte courbe; que ces tangentes se réduisent à 
une seule quand le |ioiiit donné e«t sur U courbe; et, enfin, qu'il n’est pins possible de mener deux laiigenlrs quand le 
(>oint est imérieiir. 
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S7e. — Si I 'on considère ano liyperMe, située d'une manière quelconque dans un plan^ l'équation de sa (nngentr 
wra (n* 540) : 

rx — J 




.11 . . '2 Af' -4- Bx' -I- Dy 

cl de la sous-tangrnle : x — sss ■ * . 


577. — La normale .>JS à lliypcrlioie, au point M |Qg. 204), dont les coordonnées sont x^, y', devant être perperidi- 

AV 

culairc sur la tangente, il est facile de voir que son équation est: y — y' =* — 

Pour connaître le point S oà celle normale coupe Taxe des s, il faut supposer y nul , ce qui donne : 


expression qui diminue en uiéinc temps que x'. Ainsi, quand le point M se rapproclie du sommet A, le point S se ra|H 
proche du centre C, et il ne passe jamais de l’autre côté; car CS est toujours de même signe que x'. D y a plus, il tic 

A* i-it* 

dé|»as&c pas un certain point N pour lequel ; CN = j ; car lorsqu’on donne à x' sa \aleur minimum ; 

M U» 

x' SS A =s CA, on trouve ; CS = ^ . 


sn.-» Sixième raoraiÈTÈ. — Les rayons vecteurs, menés au point de tangence, font avec la tangente, et de di^^é^elll^ 
côtés de rette ligne, des angles égaux. 

C'est-^-dire que les angles FMT, F'.^IT (Gg. 265‘, sont égaux. I.a démonstration de cette propriété est la même que 
l>our l'ellipse (n* 546 . 

On doit conclure de celte propriété quo la taiigciUc divise en deux parties égales l’angle formé par les deux rayons 
vecteurs eux-^êmes. 

679. — Celle propriété fournit un moyen de mener une tangente à l’hyperbole, |»ar un point pris sur cette courhe , 
et par un point prU en dehors. ■ 

Considérons, d'abord, un point M donné sur l'hyperbole, tirons les rayons vecteurs FM, F'.M {6g. 26G), prenons une 
quantité GM FM sar la droite F'M, joignous F et G, puis abaissons du point M, sur F(i, une pcrpemliciilairc, nous 
aurons la tangente. 

En cflTct, d’après la construction, le triangle MGF est isocèle et la perpendiculaire Ml divise l'angle F'MF en deux 
parties égales. 

On peut démontrer synthétiquement que la ligne MR, qui divise l’angle FMG en deux parties égales, n’a que le point 
M de commun avec la courbe, et est par conséquent tangente. 

Soit un point N de cette ligne autre que M, joigiioiis-lc aux points F, F', G, le triangle F'NG donne F'N + XG > F'G ; 
mais d'après la con^ruction, NG « puisque tous les points de .MR sont également distants des points F et G. Ile 
plus, MG = MF, d’où F’G = F'M - 1 - MF = 2 A ; donc, l'inégalité préc&lenlc devient : F’N 4- NP > 2 A. ce qui prouve 
[m* 568) que le point N est hors de la courbe. 

Soit actuellement proposé de mener une tangente par un point N donné hors de la courbe. 

Pour cela, il suffirait évidemment de coniiaitrc le point G; car ce point étant déterminé, il en serait de même de F'G 
et par suite du point de contact .M. 

Or, ce point G jouit de la propriété d'être & une distance du point F' égale à 2 A. et à une distance du point X’ égale 
à la distance NF qui est connue. D’après cette observation, il faut, pour rubleiiir, décrire des points F', .N, comme 
centres, et avec des rayons rcspeclivcmciil égaux Â 2 A, NF, deux arcs do cercle qui se coupent eu G, tirer F'G qui 
rencontre la courhe en M ; la droite MX' est la tangente demandée. 

Les deux arcs de cercles se coupent en un autre point G' qui servira à «musiruire la seconde ungcnie suMcpiiblc 
d'être menée k l'hyperbole par le point X* pris hors de cette courbe. 

660 . — X'ous avons indiqué (n** 549) d’oû venaient les dénominations de foyers et de rayons vecteurs, et l’on a re- 
connu que pour reI1i{»sc, en plaçant un charlion ardent à i‘un des foyers, on nietlait en combustion un corps inflam- 
mable placé à l'autre foyer. 

Dans l'hyperbole, des rayons de chaleur partant du point F {fig. 267} et venant frapper la courbe aux pointsM, M' 
se réOéchiraient dans l’intérieur suivant les droites M/*, M'/*, qui , prolongées en sens contraire , iraient toutes nlKUitir 
au point F'; car, de l'inégalité des angles FMT, F'MT, un conclut celle des angles FMI, [Mi, etc. 
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SCI. — ScPTiKKE »opniÉTÊ. — Si des foyers du l'iiyperbolr on almi&se des pcr|»cndk'iilajres sur les tangentes à cette 
i-otirbe, lu distance des pieds de ces perpctidicuiaircs au centre est constante et ^gale au demi aie transverse; de (K>rte 
t{tic ces points ont pour lieu géométrique lu eireonrércncc dêcrilc sur ret axe romiiic diamètre. 

Cette propriété f qu’a aussi l'clIipsc. a été démontrée par l’analyse; on la démontrerait de la même manière pour 
l'hyperbole ; nous allons le faire par la synthèse. • 

Comme pour ûier la position de la tung(*iiie en un point donné M (dg. 2661, on a pris iV 579} MG ^ MP, et qu'a- 
près avoir tiré la droite FG on a abaissé du point M une perpendiculaire sur FG, il s'ensuit que celte dernière droite 
tysA divisée en deux |uirties égales au point I , qui peut être regardé comme le pied de la }HT{»endicnlairc abaissée du 
foyer F sur la tangente. On formera deux triangles semblables FOI , FF'(î , puisque OF = OF’ et FI = IG ; ainsi , ces 
triangles donnent : F'G } 01 } | FF' } ÜF ; mais OFest la moitié de FF', et, par construction, F’G « 2 A; donc, 01 = A. 
d’où suit la propriété énoncée. 

682 . ■ — IkiTiiME rnontrÉT#.. — Si iwir un point pris arliiti'airi'iiicnl sur le plan d'une hy[»crbolc, on mène une suite 
de sécantes, et si par deux points d'intersection de chacune d’elles avec la courl»c, on mène à celte même courbe deux 
tangentes terminées ù leur point de concours, les tangentes qui aboutissent à une même sécante formeront une suite 
d’angles circonscrits, dont le lieu des sommct.s est une ligne droite. 

Si l'on veut démontrer celte propriété, lorstpie l'hypcrlmle est rap^mrléc à son centre cl k ses axes, on utilisera les 
principes émis pour le cercle (n** 515} ; cl si la démonstration doit être générale, on aura re<‘Ours à ce qui a été dit 
pour l'elUpsc {n'* o5l), ainsi que pour la réciproque ii" 552 . 

L'hyperbole ripperUe é ms éi«a<tre$ coajifoéi- 

688. — On sait (a** 206} que l’équation de l'hyiierbole ne change imint de forme lorsque cette courbe est rapportée, 
.soit 5 scs axes pritieipaux, soit à deux de ses diamètres conjugués, (leu raisons nous ont portés i enseigner, dans ce 
qui précède, que certaines propriétés de riiypcrbole étaient les mêmes, quel que fût le système d’axi^s ou de diamètre^ 
auquel on rapportait les points de cette courbe. Fasson.s à l'examen d’autres pnipriélés. 

Hupreuons la relation (n® 206} : A* siii.s.Htii. *' — B’coa. a cos. a' = 0 [AJ, formée pour faire dispâralli*e le rectangle 

B’ 

.t 'jr'. I.C divisant par A* cos. « cos. a', elle donne : tang. a tang. a' s [B]. 

Cela prouve que dans l'hyiierbole, roiniiic dans rdlipse (n® 554), il existe une infinité de diamètres conjugués; mai> 
il n'y a qu’un syMètne de ces diamètres dans lequel ceux-ci sont |ier|icndicnlaire.x entre eux. 

SBi. — On demande si dans l'hyperbole il y a un système de diamètres conjugués égaux? Non. et voiri roinmem ou 
le prouve. Égalons les valeurs : 

... ami* _ _ VB' 

” A*du.»* — B*eos.>* ’ ~ A»siii.‘«— frcos.»7 

trouvées déjà (n" 206)» U vient ; A’ siii.*« — B* cos.* - A’sin.**' f-ü* cos.* a'. Hernplavaiit cos.**, cos.**' par 
leurs valeurs : I — sitt.*s, I — sin.**' : 

[A* q-B* sin.*a — B* = — ;a* t- B* sin.**'-l B>, ou: (A* H B» sin.**-| sin.»*'; =2B* [4]. 

Opérant les mêmes sulistitulions dans [A] du numéro précédent, apn'^s avoir trans|>orté le second terme dans l'autre 
membre cl élevé le tout au carré, on obtient : 

Siii.> . Mil.* --- -p^rf-BîT [*]• 

Maintenant, élevant au carré l'équaiion [4], et en retraiicbanl quatre foin [2], on trouve successiveiuem . 

(Sin.*a — sin.*a'/ = 0; siu.**' =» sin.’ *; ros.*a' = eos.*a; long. *' = h tang. *. 

Mais l'équation (B] manifeste que 1rs doux imigeiUes doivent être de même signe; donc. tang. «' » tang. «. et . par 

suite , l'équaiion citée donne : tang. i — tang. *' = . 

Ainsi, le calcul indique, pour diamèti'es conjugués égaux dans l'hyiicrbote, deux droites réunies en une seule et di- 
rigées suivant l’une ou l'autre des diagonales du rectangle construit sur les axes, e'cst-à-HÜre les asymptotes. 

Nous ilémontrerons cette proposition iFune manière plus simple dans un imstanl n® 5H7;. 
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SS6. — NtiviÈiE fRorairiT. — Dans rtiypcrholc, le parallélogramme roii&iruit sur deuK diatnlircs conjugués esl 
équiialetil au rertani^lc construit &ur les axea. 

Celte propriété se démontre comme pour reiiîpse (n*^ 555]. 

M6 — Duikme moenteTÿ. — I.a différence des carrés de deux diamètres conjugués est égale à U diffénmcc do 
carrés des axes, c’est-à-dire qu'on a : A'* — B'* = A* — B*. 

Pour la démonstration de celte propriété, voye* n* 555. 

687. — Hevenons & la question du n** 5K4. 

Dans rhyfterboie nrtiiriairc, il ne peut f avoir, avons-nous dit, de système de diamètres conjugués égaux. Kii 
effet, si dans la relation : A'* — B'* = A’ — B*, on suppose A' = B', il en résulte nécessairement A = B ; et réciîiro- 
queiiienl, A >= B donne A' = B', d'où il suit que l'hyperbole équJlalère est la seule qui puisse avoir des diamètres con> 
jugués égaux, et tous les systèmes de diamètres conjugués de cette hyperbole sont des systèmes de diamètres égaux. 

Ainsi l'équation : = *— L*, dans le cas où la courbe est rapportée à des axes obliques, représente enron* 

une hyqierbolc équiUti re. 


Des atysflalas. 


688 . Un peut avoir besoin de tracer lc.s asymptotes d'uiic hy|>erbo)c lorsipie cette courbe est située d'une ma- 
nière quelconque dans un plan [n^ 484] comme lorM]u'cllc n’esl rapportée qu'ù son centre et à scs axes. Far ces inolifs. 
nous traiterons de ces droites d'une manière générale, et ensuite nous montrerons les propriétés de l'hyperbole consi- 
dér«;c entre scs asymptotes. 

Atin de déterminer les asymptotes d'une hyperiKiIo, située coiumc on voudra dans on plan, il faut reprendre l'équa- 
tion générale du second degré entre deux variables : Aj* -h Erg -f- Cx* D| -f- Ex -}- F 0, ca|table de représenlcr 
cette rourl>e. La formule des valeurs de y sera, en supposant, pour abréger : 

B* — 4AG«ai, «lBD — 2AE) = a. D* — 4AF=g, 


sera , disons^nous ; 

Bx-i-D 




ï-À-± 


OU : y = - 


Br + I) , 

-jx~ ± 


(«x»4-#x^p)w (IJ. 


Cela |M)sé, les asymptotes (n** 154) sont définies être les tangentes aux derniers éléments de chaque branche de l'In- 
(icrbole, ou, en d'autres termes, elles ne rencontrent cette courbe qu'à rinfiiii. Ainsi, pour l(^s déterminer, il faut ral- 
cnler ce que dou’iil la formule des valeurs de y quand on attribue une valeur infiute à x. Or, dans cette hvqioilièso, 
les valeur» de y deviendront infinies en même temps que celles de x, si l'on ne considère que les points de riiv|>erl>olt* ; 
mais comme nous voulons découvrir le système de droites dans lequel la courive doit se changer quand x alteiiil le 
terme de ses accroissements, terme pour lequel les ordonnées de la courbe et celles des asymptotes sont égales, il faut 
que nous puissions déduire de la furmulc [I] dt*» éi^ualions qui soient telles que lorsque x croîtra dans ces équations, 
ainsi que dans celles de la courbe, l’onlomiée d'une quelconque des droites qu'clU'S représentent approebe de plus en 
plus de celle de rhyperbolc, et qu'elle ne puisse lui être égale qu’à l'infini. Mettons la formule [I] sou-s la forme : 


Rr + D _» / . Z + JL |V, 
* ÎA —TT \ + I ^ jW 


Si l’on roiiüidère les deux termes -^4- eomme un seul, puis que l'on développe le biudme : 



Ce développement sera propre à nous faire counoltre le système de droites que nous cherchons. £n effet, on a : 




"(■ 

I ^ I' 

JL . -i. 

X ^ X* 

1 ele. j' 



2 b'" 


d'où : 

Ta-( 

'«'"x H- 

îlü'*'+ 

■» 

“ 8«*"' 

1—4 ele. ) , 
! I ' r 

et : 


!+ 

4- * - 

*' ( T»’” 

-™|- 
/ X 

9A 



5^1 
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qu actudlemeru, x s l'infini posiüf et négatif, on obtiont, vu définiliTe (n** 447) : 

("'’*+ îîrw) PI- 

Telle est la valeur de ÿ lorsque ralMM-‘UM est au tenue de ses accroissementa; elle représente le système de deux 
droites quo mm» avons nommées asymptotes do l’hyperbole. 

Cela est évident; rar, d’après ce qae nous avons dit, il faut que, pour x as l’infini, l'équation [3], de même que l'é- 
quation [4], fourniâsent la même ordonnée; e*e»t ce qui arrive. Mettons cc« équations {tV* 4 47’ sous la forme : 


BH-i 


B-,- 4 


tA 


J + < I ■ \ ~ J + < \_/„ I * I 

ÏA l." + îm'i'x )• I - ÎA JA V ”+ 2 + 


Nous trouvons dans l’une et l'autre de ces formules la même limite pour le rappport ^ de l'abscisse à l’ordonnée, 
c'est-à-dire : 


ÎA ± iA 


Donc, il est un point |»our lequel les asymptotes et l'hyperbole ont des ordonnées égales. I>om\ l’équation [j] montrr 
j'oiniuent le» asymptotes peuvent se déduire immédiatement des valeurs générales qui expriment ronloimée de l'hy- 
(»erbole. En effet, cxlrayimt la racine carrée du trinéme : 


sur* H- nx -f-g, ou : 




ut ne tenant compte que des deux premiers tennes de la racine, on aura précisément réqnation [3J. Substituant dans 
cette équation à la place de m et a leurs valeurs , il vient : 

» = - î“l- + 

588. — Construisons les asymptotes représentées par [3]. On sait (it” 3051 que la première partie 

Bx + D 


Jf = - 


3A 


de cette formule appartient au diamètre de l’hyperbole; or, pour avoir les points où les asymptotes le reric<iiitr«‘nt , il 
faut faire : 

jrV^B»— 4AC •+* » d’où l'on lire : x = grZTVC ’ 

ce qui montre que ces droites se coupent en un point, sur le diamètre, dont rordounée est : 

BE — 3CD 

w-nc t*-' 

laquelle on détermine en mettant dans [4] à la place de x sa valeur. 

Romaj'quc/ que [5] et [6] sont les coordonnées du centre de la courbe, comme il est facile de s'en a.vviirer en faisant 
dans l’équation : Ag* 1 Hxjf Cx* H- Dg -}- Ex -f- F = 0 , de cette dernière { n® 1 2; : x — « x', y =s fr j' ; puis 

égalant à zéro les cocfficieiitadcs premières puissances des variables x et y, il résultera deux équations, entre lesquelles 
on éliminera a et b; on tronvera comme dessus : 


^ — ï. 


BD — 2AE 
B*— TÂÎ" 




UE— iCD 


B« — » AC • 

Ainsi, les asymptotes »e coupent au centre de l’hyperbok (ii® 454), et elle» sont placées symétriquement par r^qioi t 


:iii diatnèlrc : y — 


Bx 1 D 


puisque les ordounées de leim points, comptée» à partir de ce diamètre, sont égales 


et de signes contraires, c’est-à-dire : 


ît( 


xV^B'-tAC 


■2AE \ 

t:\c , 


S.^{.araiU les deux valeurs de , runfcruiJes dans [31. il vieiil : 




l£Mx+ «"-liAIL 


I) V U’— 4 AC . 


îA JAV'U- — 4AC 

^ — II — y/ B«— TTC~ BU — î AE -i- U y/B’^ 4 AX 


îA 


i A V U’ — 4 AC 
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équation» parlirulières de charuno dos asymptotes. Nous oonnaissons nn point où ces droites so coupent; üonc.poin 
tes construire, il suflii de lueucr par ce point deux droites qui fassent avec l'axe des x des angles dont les tangentes 
irignnométriqiios soient égales 5 : 

— B -i- i AC . — B— V/B^_*AC 

<A ' fÂ 

590. >— Examinons les cas où réquatiun de l’hyixirbole est privée d'un ou de plusieurs termes. Celui qui nous ne» 
l'Upera le premier est quand dans cette équation le carré d'une des variables manque, comme x* par exemple : 

Ay* 4- bxsf + l>|4-Ej'-hF='0, ou que C » 0. Késohie par rapfiort à g, elle doiiue : 

s = — ± - jx ^ + î ;bd — rAE>+ï*^:^TÂF . 

Extrayant la racine carrée (ii** &H8) du trinôme, et ne tenant compte que des deux premiers termi's de celle racine, 

B.+Ü 

on a : g = — — f- B 




“«ir 


^ . K ar EA — BD 

Séparant les valeurs de il vient : |i » ^ j ÿ si -| ; 


ainsi , pour le cas de C = 0 dans 


l'équation de l'hyperbole, l'une des asymptotes : y = y est parallMe à l’axe des x. Nous l’avons déjà dcmmiti'c 

(n® 313). 

691. — L'équation des asymptotes se refuse à l’hypothèse A = 0 ; mais alors on part de l'é^iuatkm générale résolnc 
(Mir rapport à jr, ce qui procure : 

~ ± ~îC "t CP'. 

Kl ne tenant compte que des deux premiers termes de la racine carrée du trinôme )n® 57B’, on trouve : 

»... n . RE — 2 CD 
r=-®L±ii 4-"»+ B , 


«c 


d’où l’on déduit : jr = — -« 


“sTT 


CD — BK 

”W! — • 


équations des asymptotes, dont l'une est (Miralléle è Taxe «les y )n* 3H). 

699. — Pa&s4)ns au cas où A — 0, C — 0, l’équation de riiy|>crbole est Kry -t- I)y -f Rj* -h P = 0, on en tire : 

. F>4-P 

^'“"lïx+F' 

Concevons que y «leviemie inlini . il en résulte (ii* 1 48) : llr + D = 0, cl » par suite : x = — équation de l'« 

des asymptotes {mralIMes à Taxe des y. Divisant Ex F par Rx -f- D, on trouve : 

E . DE — BF 

B +"ff(Bi + D, ’ 




U 


or, X augmentant roiitinuellcment depuis : x^s— - ~ jusqu'à rinlini, y décroît jusqu'à 

ü 


limite ; y=s— , 

équation de l'autre asymptote parallèle à l'axe des x )n® 3U). 

693. — Que C ^ 0, E ^ 0, on déiluit de l'équation : Ay* I Hxy -h Dy + F = 9 : 

Ay»-HDf-|-F A ^ D F 

Bj ~ B * B “ W 

Pour des valears de , positives et négatives décroissant indétiiiiinent. x augmente sans cesse; [wur la limite o de. 
décroiiiseraents de ». x atteint la limite infini. D oit l'on conriut que les deuv bnmi hes de la courbe se rapprochent inii- 
jours de Pave des abscisses qu’elles ne peuvent toiicbcr. lequel est une asymptote donnée par » = 0. 

Maintenant, si » augmente jnsqn'4 l’infini, le terme diminue jusqu’il léro. et roii.véqueminent la valeur de x aug- 
mente jusqu’à la limite : 


A 1) 
x = --g-p- 


B ■ 


droite qui est l’autre asymptote. 
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ftM. — Que B = 0| A = — C , hypothèse qui reod l'hyperbole équilatèrc, l'équation aut asymptotes (n* ^>8ë^ de- 
D + E 

>iMit : ÿ = — ; et comme les tangentes des angles faits par cesdroitcs a^ec l*axe des i satisfont à la re- 


lation ^ 11 “ 66] : oix' 4- 1 » 0, ou : cm' «s — 1, U s'ensuit quo Ins asymptotes sont à angles drijîts. Cela a encore lieu 
quand A sr C, comme on peut s'cii «invaincrc en faisant le produit des tangentes ti-igoitométriqucs (n* 588) ; 

/'R — l/B' — * aC >1 ^ B + \/ B' ’^rAC' 

V ÎA A i.\ y' 

(les angles des asymptotes avec l'axe des s, lequel — • C en sorte que la relation ci-dessus est encore satisfaite. 

696- <— Voyons si relllpse et la parabole roinportenl des asymptotes. Keprenons la formule qui renferme ces der- 
nières [il** 588] : 


ei rap{»elons-nou$ qne pour l'ellip-sc {n" Î93; B* — 4 AC < 0» donc : 


BQ— ^ AE 

\/B'— Tac /* 


ar4-D . { r . BD — ÎAK \ 

'=““TÏ~±TÂ-(. ^V^-,B*-*AC + ^T^TÂc; 


Apn-ssiuii ima^^inairu qui tl^nole que l'ellipse n’a pas d’asyinplotes. Pour la juirabole {«* 316^ : B* — 4 AC =- 0. d'où : 

BD — ÎAE 
V~R ' y\ 


* îA — iA 


iVR + 

résultat inlîni qui coniirmc que la parabole n'a |»as d'asymptotes. 


596. — AmjCATios de la oisgis-sion hi^cédente a QCixgtes EXEuruLs. — Soit : 


ÿ* — — 3x»— l6g4-2lfiJ' — 2336 == 0, 

ré(]nation d’une hyperbole, laquelle donne ; y =s j--f- 8 -h \/ 4 [ — 50 j: -pCÔôy. Prenant la racine earrét* du trinôme 
et n'ayant ^ard qu’aux deux premiers termes de celte racine, on a : ji ss jr-|- 8 + {2x — 30), d'où : y = 3x— 4i, 
y =5 — X -f 58, (>((uations des asymptotes de l'Iiy |K'rtK»te proposée. Ces droites se coupent 62) en un |Miirit dont le.*i 
coordonnées : x =: 25, y = 33, sont aussi celles du centre de la courbe. 

On aurait obtenu les équations de ces asymptotes en substituant dans : 

I / ^ BD — 2 AK . 

- ^ - ( XV/B--4AC I- î/gï^,Xc ) 




î A — î A V ' ' 1/ B* - 

à la (dace de.s lettres leurs valeurs. 

fxrmpte : I6y* — 24xy — 55r* — 28Sy f- 34lx — 37104 = 0; l’iiyperbole de cette équation a pour asynq»- 
tot(■^ le svslème des deux droites : 


~ 4 ^ ^ 4U96 / 


Pour le C 1 .S où il manque quelques tenues dans l'équation de Phyperlnjle, on se servira des exenipl»** numériques 
ilnnnés depuis le n* 31 1 jusqu'au 345. 

697. — Considérons mainteiiant l'hyperbole lorsqu’elle est rnp|>ortée ù son centre et i scs aves. De son éqiiatHin . 

AV — B*x' = — B’A'. on lire: ïf = ± ^ — A* ((]. 

Sc (onfomianl aux principes établis (n* .>88), on prendra la racine carrée du sou» le radical; mais de ce 

i|ii'il n'y a qu’un tenue de variable, on s’en tiendra 4 la racine carrée de ce ternie, d’où : 

B . B . B ^ 

y = ^ ^ X, et, par suite : y = -j- x; y = — ^ x, 

équations des asymptotes de l'hyperbole rapportée 4 son centre et 4 scs axes ;n* 207; : 

696. — Noos disons que ces droites sont les seules asymptotes rectilignes dans le plan de l'hyperbole. Pour le dé- 
iiionlrcr, combinons l’équation de cette couriKs avec celle d'une droite : y = n . x 4- 4 [4], et exprimims que le point 
•riniersection de ces lignes est situé 4 rinfini, propriété caractéristique des asyiuplolea. 

Dans l'équalion de l'hyperbole : A»y* — B*x»=— A’H* [2]; mettons à la place de y sa valeur dans [I], il vient : 
AV — B*x>4 2A*fl4x4- \’4* l A*Ü*^0 [3]; 
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«r, Ia théorie des équations du second de*îré enseigne que les deut raeînes ne peuvent être inhnies à la fois qii'aiiiaiit 
qu'on a, en même temps : AM* — B* = 0, A’afr = 0. 

1-4 prenli^^e de ces é4)uatiuns doime : o = ^ (juatil à la seconde, coiimic A et ii ne sauraient être nuJs» elk* 
donne nécessairement : 0 . 

Ces valeiira de a et portées dans [t], la réduisent à : ÿ = H- J", équations des asymptotes déjà trouvées. Aîiim 

droites sont les seules asymptotes recliliitnes que puisse avoir l'hyperbolo. 

SI l’on avait .seulement : AM' — B* 5 = 0, le coeffîeieiil de jt étant différent de zéro, l'une dt»» racines de féquation 
[3] serait iidinie et l'autre ae réduirait à mie quaiiltlé tiiile. 

I.’équation [1] deviendrait alors : y = -f- ^ <r-{- b; b restant arbitraire, elle représenterait une droite parnliHe à 

l'une des asymptotes : ÿ — — \ ^ ~ démontre que les parallèles aux asymptotes jouissent de la 

propriété de rencorilrer l'hypi'rbole en deux points, situés Tuii à une distance dnie, l'autre à une distance inlinie. 

C’est en coupant, d’après celle propriété, uii hyperboloïdc (n** 4H4) par un plan parallèle à une arête du cône asynitH 
loliquc, que nous avons tjxmvé pour section une paratmle. 

609 . — Nous avons dit {n® 595) que la paralmlc n'a pas d’asymptotes; lions allons le prouver pour le cas où celle 
courbe (%l rapportée à son centre et à ses axes. 

Aûn de savoir si la parabole a des asymptotes, combinons l'équation [n® IGlj : y* = '2px. de cette courbe avec l'é- 
quation d’uno droite : s=.ax 1 à ; cette (x^mbimitson donne: o's' -H ü(oà — à*:s0 [Ij. Il faut, (tour que la 
droite soit asymptote, que les deux valeurs de x, tirées de [ 4 ], soient infinies, et par conséquent que ; 

0 = 0 , ab — p=0. d'où : b = ; 

donc, si la paralwle a des asymptotes, clics ne |Hmvent qu'être paraiièlcs à l'axe et situées k une distance infinie du 
S4)iiimet de la courbe, ou , en d’autres termes, elle n’en a pas, puisque la construction de ces droites sur le plan de la 
parabole est impossible. 

Dans le cas où l'oii aurait .seuieinent s ~ 0, le coeftident de x rt^tanl d'ailleurs quelconque dans [I], l'une des deux 
racines de cette équation serait infinie et l'autre dnie; ainsi, toutes les droites qui ont pour équation : y = à. c’csl-à- 
dire tous les diamètres, jouissent de la propriété de rencontrer la courbe en deux points, situés l’un à une distance 
finie, l'autre à une distance inlinie. 


9c l'hypcràoie riypartte É tel aiympteut. 

00t. — On a vu ^ii® I6u] comment une hyperbole éiant rapportée à son centre et à ses axes, son équation était ra- 
\* -4- B* 

menée à la forme ; xy as - — ^ , aiiid que (n® 559) l’équation : Ay’ 4- Bxy -f- Cx’ -H Dy 4 - Ex +- F = 0 , qui la 

représente dans une position quelconque sur un plan. 

A* i B' 

On sait, par la synthèse (ii® 4Di; trouver l'équation : xy = 1 de rhy|M'rbole entre se» asymptotes; il nous 

r«*ste à exposer quelques propriétés de cette courbe considérée i^r rapport à cette nouvelle équation. 

Nous en avons indiqué fn®* 301, 303 et 30G) quelques-unes, en nous occupant de la description de l'hyperbole. 

961. — Proposons-nous de mener une tangente à l'Iiyperbole. .Nommons x', y’; x”, y" les coordoimée.s de deux 
irnints pris sur ia courh«'; l'équation de la luMante passant par ce» points sera : 

!.r— y, [1], 

A* 4- B* \* 4- B* 

rt nous aurons en même temps : j^y' » ; x"'y" = — , dont la différence est : x'y' — 4r"y" 0, 

«U : x' y — Jf".4-y"(x' — x") = 0. quidomu! : = [JJ. 
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Pour que la aéeante «loieime laniientc. il faut g»ie jr" = jf' ; par cette hv[>otli^ae, le second membre de [3] 

w‘ réduit à : — , PcirUnl celte valeur dans [f] U vient : ÿ — y' = — équation de la tangente à l'Iiy- 


|H i l>olc enlre ses asymptotes. 

602. — OsziKWR raoraiÉTÉ. — Dans riiypeiiiole, rapportée aux asyinptolca, la sousdanifente C/ ifig. 26S\ complét- 
du centre sur l'asymptote CS', qui sert d’axe des abscisses, est double de rahM*l.ssc q» du point de tangence, 
l.'équnlioii de la tangente {n® r>69J an point x\ y' ou M de l'hypcrboli; rapportée à son centre et à scs axes est : 

D 

A‘yy' — B»jrjr' = — A*B*; celle de rasyiuplotc CS' est (n* 597) : y = — s [<]. 

I. 'abscisse CQ. de l'interscetion de ces deux droites, résulte de réliininatiou de y entre leurs équations. c’est-è'<lirc ; 

C0 = x= [î]- 

Comparons celte abscisse à l'abscisse CQ' de rinterNcctiOD. avec CS' d'une |»arallMc pM à CS, menée par le point de 
tangence M. L'équation de celle parallMe (a* 60) est : 

v — y'=a — *') [3], puisque CS est représentée par : y =* ^ r. On lire de [3] : y = y' — x'j. 

Meltunt cette valeur de y dans [4], on obtient : CQ' = x= — ^ [4]. Réduisant les expressions [3], [ij au 

même dénominateur, et tenant compte de l'équaliou de l'Iiyperbole qui a lieu pour le |>oiiit x', on trouve : 

ÎA*B* A'B» 

■'“ ïB Ai' + ByJ ’ TSTXf'+Bi') ■ 

donc, CQ = 2 CQ\ et conséquemment Cf =s 3 Cg. 

Cette propriété fournit un moyen bien simple de nioner une tangente en un point M donné sur l’Iiypcrbole, dont on 
:i 1rs asymptotes. 

WS. «— Douzième ntoPiuÉTé. — Tous les parnllétogrammes construits sur les coordonnées parallèles aux asynip(olc> 
Minl éqoiTalcnU entre eux. 

A* i B* 

L'équation de l'hyperbole entre ses nsyinplotes est : xy a 1 — . Ap(>elons ^ l’angle LOK’ (fig. 369i des deux 

.«.symptotes, et multiplions les deux membres de cette équation par sin. f) : 

A* -4- B» 

xysiri. 1 sin. 

Cela iM>sé, soit M un point quelconque de la courbe ; .MP, MQ les coordonnées de ce |>oiiit, parallèles aux asymptotes, 
nous formerons un parallélogramme ül'MQ, qui a pour mesure de sa surface : OP X MH » xy&in. p; or, celte exprès* 

Mon est égale à : sin. p, quantité constante et indépendante de la position du point M ; donc, etc. 


Il est aisé de rccoiinaitre que cette surface constante est égale à la moitié du rectangle 06LC construit sur le.s demi- 
axes. l'n effet, l'angle p des asymptotes est double de l'angle LOx. Faisant celni-ci ^ a', on aura donc : 

Sin. p = sin. 2sin. a'cos.a'; 

R A , b 

mais (il® 597) : lang. « = ^ , aiiiM, coe. «' ^ ^ y, ; sin. « = , et , par suite ; 

^ 3 AB A* 4- B» AB 

I* “ A’+ B> ' i ~ î ■ 


Obsenotts Fiicorc qup » l’oii joint le* poinls A et B aux pi>itits C , D, cxtr6tiiités du second axe, la figure ainsi for- 
iiific est mi losange, dont les cfitds sont |«rallHc5 aux asj mptoles, et qui est quadruple du losangc'OIBT, construit siir 
les roordonndes du point B. 

Or, le premier se compose dvideinincnl de quatre triangles BOC, COA, AOI), DOB, moitiés, re.spccti»emcnt , des 
quatre rectangle» OBKC, OArC, OAr'D, OUK'I); ce qui prouve, d'une autre mainère, que le grand losange est la moitié 
du rectangle eonstruil sur les axes, ou que le petit losange est moitié du rectangle construit sur les demi-axes. 

I.a figure ABDC, qui a pour ciprcssimi ;A* + B’ sin. <1, ou i AB s'appelle la puissance de l'hyperbole. 


Digitized by Google 



— i63 — 


Lorsque l'hyperbole est équilaliirc, l’angle des asymptotes est droit, sin. ^ a et le losange ADBC devient un carré, 
lequel est toujours égal au rectangle des coordonuées. 

iM. — Tbejziùe paoNüÊTÊ. — Ayant de longueur et de [losition celui des diainltres conjugués qui aboutit à l'hy- 
(•erbole en passant par le centre, son conjugué sera, en longueur, la tangente menée par l’une de ses extrémités et 
prolongée jusqu’aux asymptotes. 

Cette propriété a déjà été démontK*e (n** 207) ; mais pour montrer les ressources de l’analyse , nous allons doniu'i 
une autre démonstration. 

Si Ton nomme toujours ^ l’angle entre les asymptotes OX, OY [Üg. 270], x^, y' les coordonuées OP, PM du point M, 
les triangles OMP, PMR donnent : 

ÔM = x'* H- y'* + 2 x'y' CO», fs ; MH i= x** + y'* — 2 x'y' coi. p , d’où l'on déduit : OM — MH s: 4 x'y' cos. f* ( I } : 
A* -f- B* 

mais l'équation : x'/ *= ■ ■ . , donne : 4 x’y' = A* -f- B* [fl] ; d’ailleurs on a : 0 2 SOR =s 2 a, doue : 


•Cos. ^ = C 08 . 2 « = cos.* a — ain.* a, 
ou mettant pour cos.* s et siii.* « leurs \*alcurs (n** 603', U vient : 

= [*)• 


Ainsi, d'après [b] et [à], [4] devient : Om" — MR = A* — B*; iuaLs(n«SR6 on a trouvé la relation : A'* — B'* = A’ — H*, 
donc, enfin : OM — MH — A'* — B'*, 

Ainsi, en supposant que le demi-diamètre OM soit le demi-diamètre on peut conclure que MH représente le deim> 
diamètre B', c’est-à-dire que la portion de la tangente TH représente en grandeur et en direction le diamètre conjugué 
2 B' de celui qui passe f»ar le point de contact M. 

De là cette propriété : que les parallélogrammes inscrits à l'hyperbole ont leurs somn»ets placés sur les asymptotes. 


CHAPITRE IV. 

Fro^tUi U U yanboU. 

606 . — Celte propriété de la (>aralxi]u : que les distances de chacun de scs points à un poîiil lixe et à une ligne 
droite sont égales entre elles, nous a servi (n** 16l}àtrouver l'équation : y* = H- 2px de cette courbe. Le signe positif 
convient à une parabole dont les branches se dirigent dans la région des abscisses positives, et le signe négatif .vu cas 
contraire. 

La parabole étant située d’une manièn; quelconque dans un plan est représentée par une équation de U forme : 

Aff’ -Mlry Or* + Dy -f- Er 4- F = 0, 

(•ourvu qu'entre (n^ 316) les coefticients de celle-ci, la relation t B* — 4 AC = 0 existe. Mais par une transformation 
de coordonnées qui comdsie à transporter l'origine au sommet de la courbe et à changer la direction des axes, on t>euf 
ramener cette équation à la forme de la première. La méthode diffère de celle obsenéc pour l'eltipse (n° 519), et |>onr 
l'hyperbole (n* 558), car la parabole n’ayant pas de centre, en remplaçant (n^ 12} x et y par leurs valeurs : 

x=sfl4-y, y=sà-f-y'; 

et égalant à zéro les coefficients de x' et y', on obtient pour <t et à des valeurs intiules. Le procédé le plus convenable 
est de faire évanouir d'abord le terme en xy, ce qui occasionne la disparition d'un des carrés; emsuite le terme en y ut 
la quantité toute connue ; ou bien le lertne en x et la quantité toute connue, suivant que le coefficient de x* ou y* 
«St nul. 

Nous commem-erous par la discussion générale de cette opération, puis nous rappliquerons à des exemples numér»- 
ques. Mettons dans : 

Ay*4-Bxy-rlî.i’4-Dy-}-Fjr 1 F=^ ü. 
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au lieu de X et jf leurs valeurs fournies par [n" 16) les foniiules 

X sï: yrôs. a — jf'sin. a, y = x’ sin. a -H y' cos. a, 

qui servent & passer d'un système d'axes rcctan^laires h un autre système de mêmes axes rctlanyulaires sans déplacer 
Poriitinc des coordonnées, nous aurons : 

{A cos.* a — Bsin. aeos. a H- C sin.* ay* -1- ;î(A — Ci sin. acos.a-f- B (ros.*a — sin.’ajjx'y' 

1 (Abin.*a-i- Bsin. a cos. a + Ccos.* a)x'*-{- D isin. a-f- K cos. aV -f* i.B cos. a — Esin. a)y' + F = 0. 

Pour que le rectangle disparaisse, il faut faire : 2(A — Cj sin. aeos. a + B [cos.’a — sin.’a)»©; mais (n** SI9) : 
2sin. aeos. asssin. 2a; cos.*a — sin.* a ^ cos. 2 a; donc: )A — C' sin. 2 a + B m. 2 a = 0. 
d'où l'on tire : 

B A— C —B 

Tang. 2 a = — » et par suite ; cos. 2 a = * 

or, |>our la parabole : B* >— 4 AC — 0; ainsi. B* = i AC, et conséquemment : 

A — C ^ _ — B 

■H (A 


sin. 2a;=£ 


\/(A-C,«-f B*' 


Cos. 2 a — • 


sin. 2a = 


-h A 4- C' 


[Ll- 


, 1 — cœi. ia 

bubslituani ces valeurs dans : sin.*a = » — -- , 


. 1-1- cos. 2 a . . . J . 

cos.*a= 5 , en II avant égard quaii signe (k>- 


C A 

silif de (A -h C) , il vient : sin.* a = ^ î vos.* a = , d'uù ; 


Sin. a = ^/ 


A 1 C 


, / 

«. à — ^ 


mr 


Mettant CCS valeurs dans ; 


(A CW.* a — B * -I- C sin.* a)y + (A HU-* a + B C co$.> a)x'» 


-4- (Dcos. a — E«n. a'y' -1- (Dsin. a H-Ecos.aV -4- F c= 0,' 


011 trouve : 
A» 


( A* O* C* J „ / Al^ 15' 

A + C S(A +cy A+C \ A-t C (A -i- C) î 

VA- 

Remplaçant B* i«ar la valeur 4 AC, on a, toute réduction faite : 


AC 


■ AC 

A+c r 


Ül/ A — EV^C’ , 

~ VA i-fi » 


* 




;A + Ci»'M 


D\/T— El/C ,, Dl/r+El/T . 


V/A+C »■ 
ns les fort 

Cos. 2 a =5 


V/ÂTc 

Si nous avions pris [A 1* G) négatif dans les formules [L], nous aurions eu : 

A — C 3 B 

sm. 2 a B= • 


x'i-F = 0 [ 3 i;. 


et une suite d'opérations semblables aux précédentes auraient donné pour résultat i 


,A + cy.+ 


JM/A + E\/C 


^x'+FraO [N], 


telles i>cuveDt être les premières transformées de l’équation de la parabole, et cela dé|)ciid du signe qu’aura H dans 
celte équation ; s’il est négatif, on obtiendra la formule [M]; s'il est pointif, ce sera la fonuule (N). 

Il nous nxvtc à transporter l’origine des coordonnées au sommet de la cour)>c. 

Nous considérerons la transformée [.M], et ce que nous dirons pour elle sera applicable k [NJ. Substituons dans [M; 
I*our x' cl y' leurs valeurs : x' = x" F ff, y' s= y" -4- 4, nous aunms : 


-C),'- 
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Nous ne <U'lcnninerons a el h qu’avec ia coruJilion que k rocfficienl de jf" cl les termes tous connus soient nuis. Kn 
l 'adiiieltaiit, nous aurons : 


d'où : 




D y/X — K V/E 

A -f - C 

ïiA+C;" 


— {A + C>’ — 


DKT— El/C 


1/A4-C 


k — F 


» = — 


Dl/A — El/C 

a;A+c; v/X+T;) ■ 


.J 


Dl/C+El/X 
l/T+C 
Dl/A — El/C 


l/T 

» 'A -4- Cj 




4F(A + C 


DI/C-4 El/ A 


l/A + C 

valeurs dos caoolflmii'es du soiumcl; c’esl-i-dire que l'on Iransporlora l'orifnne des coordonnées en un jjoinl i»iiir le- 
quel les valeurs de j cl ^ seront égales 4 celles de a et b, et la dernière transformée sera : 

Si nous avions cnnaJdtVé la formule [N]» nous aurions eu pour dernière transformée : 




WX+'C 


et |Kiur coordonnées du soimnci : 


D l/A i -Ë l / 'C 
i A4 C 1/a‘Tc 


l« = 


/_ü_l/A4 KVC \* 

\ V'A+^i: I ■ 


I [A 4- C; F 


t(A | C 


. D i/ ç— EyX ' 
VA4-C 


À^plicilioo de U discossioa. 


Soit ; iÿ* — iTg i- jr* — 32y — 264 =0, l’équation d’une parabole, nomjiliiçani x et jr par leurs valeurs : 

éT = x'cos. «•'^f'sin. », if = x'sm.» f- 9 ' cos. », U v ient : 

(4 cos.*» -f- _}_ * sin.* »>'• - 4 - [4 siii.* » cos.* »>'* H- f— ,32 sin. a — 4 cos. «Vr' 

-k 32 cos. a 4 4 sin. a)jf'+ 264 =0 [1] ; 

puis. ;4 — I) sin. 2 a — 4cos. 2«; = 0; lanp. 2 a ~ ; d’où : 

3 4 4 4 1 /~r" 1 /”4~ 

Cos. 2 a = -jT ; sin. 2 a =i y ; sin.»a = ; cos.*a ~ ; sin. asss ^ -g- ; cos. %=z y . 

tes valeurs portées dans [ 1 ]. on trouve pour premicre transformée : 

5|r * — 60 y' — 40 j-'+ 264= 0. 

Faisant : s’ — x" -+- 0 . |' = y" 4- *. la réduite de l'équation proposée est : Sy"* — 40 x" — 0 . et ks coor- 

• ^ 228 1/5" 

données du sommet : b = ; u= — — . 

.4«trc cxciRpk. — Une parabole esl représentée par ; y* f 2 xy 4 x* — Gy 4 - 0 = 0, équation qu'une iransforma- 

3 _ 3-9 

lion de coordonnées réduit à : x* — 2 . y = 0 , cl on trouve ; a = -^- 2 , 4 = 2 . 

6 M. — ParairaR rftomiéTt.. — l.a parabole n'csl qn'nne ellipse dont le gratid a\c c-St inOni. ICn etfet, l'équation ilc 

B* 

rcili|««!, l’origine de* coordonnées étant à l'un des .sommets, est ( 11 * '">0 : y* = -^ (2 Ax — x*;. On |ieiit la mettre 

34 
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B* H* B* jv 

NOUS la : ÿ» = i s — x*, «u eu notant par p : j* = î/jx — x* [1]. Or» si l’on supimsc qut- 

B* 

U'K iku\ quanlitt'S A el B croissent imléluiimoiU, du manière ce|>ciulaiU que U quantité p ou reste constante, ciiost* 
R* 

qui est tM^rmisu d'a(U>ès réqualion « p, dans laquelle, apres avoir pris pour p une valeur fiae et déiermiii<'*e» ou 
l>eut doniici' à A dilTérentes valeurs et calculer ensuite pour R les vaiciirs corresponUanles» il est clair que, dans cette 
liy|Mllièsc. plus A augmente, plus le terme diminue; el lorsqu'un sup)>ose A =nnOni, U en résulte ^ = 0; donc 

l'équation [1] se rétluil à : g* = 3px, qui n'est autre chose que l'équation de la parahole. 

S07. — l,e même rappro<‘hemcnt peut être fait entre la [varahole ci riiypcrbolc. I.'équalion de l'hyperbole, l’origine 

H* 

des coortlonnécs étant h l’un d**s sommets, est ( n® I o* ) : A»y* — B*x> — 2 AB»x « 0, d'oit j f * = ^ 2 Ax -1- x» î 

B* 

posant = Pi on aura eomnic dessus : ÿ» = 2 px-f- x*; que A el B augmentent el que p reste oonsiaiil. A étant 

infini, ^ *'* dcniièrc équation sc i wluil à : ÿ* =: 2 jw. 

Dans ce cas» le sc(*ond sommet» la seconde bronche» le eeiilre de l'hyperbole» dis|>araisscnl ou sont i l'infini. 

609. — Dei'xùms — Le seul foyer qui reste en pns.saiit de relltpse k la parabole est sur l'ave symétrique 

de cette courbe k une distance du sommet égale au quart du parainèlrc. 

Nous avons trouvé (n® 154' celle exptt'ssion de l’excenlricité de l'ellipse : C = A* f- B*. 

Si C doit être cotuptô de l’onginc de l’ellipse la plus voisine du foyer que l’on consulèrc» il faut écrire : 

B R* 

A — C SS A — V^A* 1- B* ; mais j»® 606 , comme dans l'ellipse \ ^ 'l**c , conséqucmmciil : B» — p\ , ou 

aura» en désignant par C' la distance de l'origine A au foyer F : C' = A — 1/ A A — p\ Développant le radical .sui- 
vant les puissances décroissantes de A, on trouve : 

V'A tA — p' = A — -î- p >1 ) -~ 4- etc.; ahiM : C'= -^p — { ] + etc.; 

iiinis twur A =rinfini, hypothèse sous laquelle l’ellipse dcTiciil une fh'trabule» l'cxpri^ioii de C devient : </= p. 

609. — TnuisiÈME raomt#.Tic.. — L’équation de la parabole étant généralemeiu p* = -H 2 px » lorsque le üeuvièiiie 
membre de celle équation sera positif» toutes les valeurs positives de x donneront pour y dt>s valeurs réelles. 

Quand le deuxième membre sera négatif, il faudra que les valcui's de xsoient iiégalive.<v jumr que lesrorrcspoiidnnlcs 
de p soient réelles n* 476,. 

On voit que dans l'un el l’autre cas, les valeurs de x duivent être de même signe que celui du second membre dans 
b><)ucl cette variable se trouve. Dans le cas contraire, les valeurs de p étant imaginaires, ne répondraient à aucun 
de la (tarabolc . 

610. QrATRiÈME Muii'iUfcTÉ. Dahs la paralHile, les carrés des urdoniiées sont cumiiie les abseisM’s rorrcsjiou- 

daiilcs. Pour deux nliscisses x', x" auxquelles ré|Mn]deiit les ordonnées p'» p", un a : 

p'* s; 2px', p"“ = 2px'; donc : p'* 1 p"* !! 2px | 2py', ou : p'* * p'* * | x’ * y\ 

611. riiMji'icvic PfiopftiéTÉ. — CoTMeférc rttui/plt^Rtf dcH porafs prit ictr ta rourbf, au Hfilnaa et ntt dekmn. — Pour un 

point de la parabole ou a cvidcmmeiil : p*~ 2px =: 0; donc» pour un point au dedans : p*— 2px < 0; et pour un 
point extérieur : p’ — ^x > 0. 

PAucLiuE. — l.’ne parabole étant tracée: sur un plnii avec son axe, délerminer d'abord sou paramètre, puis ensuite 
sim foyer. 

L’équation de la parabole est : p* ss 2px, on sait ,n® 164 ) que 2p représente le paramètre; ainsi» à l'aide de celle 
équation et de la deuxième propriété, nous ré-soudrons le problème. 

Soit X = a une abscisse quelconque, on mesurera la longueur de l'ordonnée correspondanle, ou oi) la calculera» puis 

è* 

ou l'élèvera au carré. Admettons que è soit cette ordonnée, noua aurons : è* = 2pa, d'ou : 2p => — . 
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donc; 11 — *■= (j— yj H). 


f.c paramètre éuiH connu, il c&i facile de déterminer la ftosilion du foyer; car si Toi) fait altciuion que sa disiauiec 
du sommet, cuinplée sur Taxe, doit être égale au quart du paramètre, on aura, en Représentant par x* ra)>s4.‘tsse de ce 
b* 

foyer : x' — . Voyea un autre procédé (n®*618ei6î8’. 

Be la taageau â la paraBola 

€13. — Soit proposé de mener une tangente à la parabole en un point x*, y’ donné sur cette courbe. 

Pour nous conforiiier h la métliode que nous avons adoptée, concevons que la tangente cherchée pas.se |Mir un autre 
point x", f" de la parabole, elle sera sécante et représentée par une équation de la forme : 

»— »'= [']; 

d puisque les }>oints x', y' ; x", y" sont & la parabole : y'* = 2^' [2] ; y"' = 2px" [3]. Afin de déturmiiier la valeur 
de , retranchons [3] de [2] : y'* — y"* = 2p(x* — x"), ou: y' t y", V — y";=2p(x' — x” , qui donne : 

j' — r __ i p 

x^ÿ* 7^4- y" 

Pour que la sécante dev ienne tangente, il faut que y' *s y'^ ; x' x" ; dans celte hypothèse ; 

T") 15). 

équation de la tangente. Faisant disparaître le déiiüininatcur, et tenant compte de l’équation [2] : yy' ^ P t-*- — x'/ [6J. 

€18. — Faisant y = 0 dans [6], il résulte (fig. 271) : x = — x*. C’est le i»oiul R où la tangente rencontre l’ave des 
abscisses et de la parolmle ; et ce {Kiint est du cété des ahscisscs négatives, üt une distance AR = AP. 

Ainsi, |»our mener une tangente à la paralmlc en un point .M, il suBîl de prendre une distance AR égale à i’abscis.v 
AP de ce point et de joindre M et R. 

Ajoutant x' à .\R, ou a la sous-tongente : RP = 2x'. 

On aurait trouvé le même résultat en faisant y ss 0 dans [3] ; car il vient, en prenant la valeur de x — x' : 

laquellis abstraction faite du signe, montre encore que dans la parabole la sous-tangcnlc est double de l'aliscis.>e du 
point de tangence. Nous ferons oliserver que le signe négatif convient & la positidii actuelle de la sousHangenic. puis- 
qu’on la compte à gauche de PM. 

€14. — Comme l'expression : [1] est susceptible de pas.scr juir tous les états de grondeur à cause de lu 

variable y', il s’ensuit que la tangente à la parabole peut prendre toutes les iMxsitimis |Hvssiblcs par rapport b l’ave de 
cette courbe. 

Si y 0 dans [1], a devient infini et la tangente est jKJrpeiidicuIairc à l’axe ; clic touche la (uirabole à son w»mmet A. 
Tandis que y' croit jusqu'à riiiüih positif, n décroît jusqu’à léro, cl lorsque celle dcniièrc circonstance a lieu, la tan- 
gente est {uirallèle à l’axe Ax. 

Pour connailre le point où la tangente fait avec l'ave de la parabole uu angle de 43**, il faut (Miser : 

J, = I, ccquidoimo: y' = p- 

Portant celle valeur dans : y'* = 2px', on a : x' = , abscisse qui est celle du foyer. Donc, les coordon- 


nées du point de tangetKe cherché sont : y' s p, x' ^ 


€16. — L'équation de la tangente eti un point M de la parabole (n® fil 2 est : y — y' = x — j' . La normale de. 
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vaut lui élrfi perpendiculaire, rétjuatiou de celle-ci sera (n^GC) : y — ÿ' — y (J — Fiiîsanl y =: 0, cl prenant 

la <t aleur de j — x', on irouve pour la sous-norniale PS : x — x' = PS = = p ; donc, dans la parabole, la sous- 

laiipeiiic est constante et égale à la nioilié du paramètre. 

6X6. — Soit proposé de mener une tangente à la paralwle par un point extérieur à eetle courbe. 

SI les coonloimées de ce point sont .r", la tangente, dont réqualion est ; ify' = p ;x-h [1] , pas^ajil f»ar u- 

{Mjinl, sera représentée par : f"ji' (x" -t» x^, cl la parabole par : y"* •= îpx". 

Retranchant le double de la première de la seconde : 

y'’* — ».r" -f- l/ ir"> îax" 

y' =y" + \/ y"» — Spx", Cl par suite : x'= — 

Subslitaaiil ces videurs dans [(], on aura ré<|uation de la tangente demandée. 

Il y aura deux valeurs réelles pour x' et y' si la quantité : y”* — 3px'" est positive. Cotte condition sera satisfaite 
(ir* 6H; tout(^ les fois que le t)oinl donné .sera extérieur k la paralmle; on pourra alors mener deux tangente.'i è cette 
courbe; il n'y en aura qu'une .si le point est sur la courbe; s'il est intérieur, le problètnc sera impossible. 

617. — Quand une parabole rapportée i des axes reetangiitaires est située d'une manière quelconque dans un plan, 
réqiiatioii de sa tangente (n** b40) est : 

* * *" 2 Ây’H-B^-t- D ^ ■" 

laquelle il est facile do ranjoner k la forme ; (2 Ay’ lix' 4- D^y -|- (2 Cx' 4- Hy' 4- K,x 4- Uy' 4- Ex' 4- if=0. cl le» 
quation de sa normale 54i) : 

a A,' + b j’ + 1) , .. 

' *“ B,' I t ‘ '• 

618. — PaiiBiiME. — Une parabole étant tracée sur un pian, avec son axe, déleriniiier d'abord son paramètre, puis 
après son foyer. 

Pour déterminer le (taramètro, on prendra un point quelconque sur la courbe, dont on chen liera les coordonnées. 
Parce point x', y' on mènera une tangente, dont l'équation sera: y — y' y (x — x' ; puis ayant mené (n** iîl5 

une iiormaJe par le point de tangence, son équation sera : y — y' = y fx — x', ; on en déduira la valeur de la sous- 

normale, qu’on sait devoir être (ii* 615ÿ la moitié du paramètre; prenant la moitié du résultat, ou connaîtra rabscis.s<.’ 
du foyer (ii®* 61 1 et 6i^). 

619. — SixiKMF. raoraiÊTic. — * Dans la paralmle, la tangente fait de» rnigles égaux avec l’axe et avec le rayon vecteur 
mené au point de contact. Soit F le foyer de la parabole (fig. 27i;. Qii sait 161. que . 

I 


AF = -J- P ; FM = GM = BA 4- AP = V,y f x. 

I.a langente au point M étant KM, on a vu ^n® 6IUj que : AP = x « RA ; doue : 

1 


! 


RF « RA 4- AF = x 4 y p, et par suite ; FM ^ RF s= x 4- -j- y ; 

donc, le triangle RP.M est i.socèle; donc, l'angle RMF s= FIlM. 

690. <— Ski'Tièhf raoraiÉTE. — Dans la {Karobole, la tangente fuit des angles ég.vti\ avec le rayon veeleur et avec la 
{laraUèlc à Taxe menée par le point de contact. 

Cela est évident d'après la propriété précédente; car l'angle MRF est égal aux deux angles HMF, NM/’. 

On démontre cette propriété de cette autre manière : sr du foyer F, dont les 4'oorilumtées sont : y" = 0, x" == y , 

«iri mène une droite FM au point de x', y’ de tangence, on aura [>our la tangente ti-igonométriquc (n® o8) de l’angle 
qu'elle fait avec l’axe des abscissi^ : 




Digitized by Google 


— 269 — 


i'an^lc F.MH, que fait fette droite avec la taiiKcnle >IR. a (n" 65’ pour taii^'oiite triitoiioiiiéirique : 


V* 


a — fl 
I H afl ' 


a étant la taiigeiue trigononiétriquc üc l'angle MHF. Hempiavant a et <i par leurs valeurs (n'' 6I2> : V:= ^ sr rt. w 
qu'il fallait dénionlrcr. 

621. •— Cette propriété fournit un moyen üe mener une tanpentc! {lar un point de la courbe ou (uir un poiui pn«^ 
hors de la «H)urbe. 

Tour mener une ungente (lar le point >1 |lig. 271 }, tirez la ligne IIM parallèle à Aa*, joignez le |>oint F au point (t. 
où cette i>araltèle rencontre la directrice, pui» nbaissez MK [^erpemlieulaire sur F(i , vous aurez la Uingeiile dcmamlée; 
car le triangle FM(î étant isocèle, la ligne MU divise la base FG et l'angle au somuici en deuv partie» é^les. 

Il est facile de s'assurer que la ligne qui divise l’angle FMG en üeu\ parties égales ri’a que le point M de coiniiiiin 
avec* la courbe. 

En effet, soit N un autre (M>inl, et (irons les lignes FN et GN, puis abaissons la perpeudieuluire KN sur GG'. 

On a, d'aprt>fi la construction , NF = NG ; mais l'oblique NG est (dus grande que la perpendiculaire NK; donc, NF 
est plus grami que NK , cl, par conséquent , le {mini N c«t situé liors de la courbe. 

Il est à nniiarquer que cette cotistniction déimiul uniquement de la déftnilion de la courbe. 

Four mener la tangente par le point N, donné hors de l.i couiiie, décrivez de ce point, conime centre, avec un ravun 
égal à la distance NF. une circonférence de cercle qui coupe la directrice au point G , menez Gf |tarallMe à \x, et le 
point d'interseetiun M est le point de contact. 

Par construction, vous avez : NG « NF; MG = MF ; donc, la ligne N.M est pcr{»cndiculaire sur le milieu de la corde 
FG et divise l'angle FMG en deux parties égaies. 

La même ciiTOiiférence rencontre la directrice en un second point G', tel que si {uir lui on mène une ligne |karailèh> 
à Ax, le point où cette parallèle rciironire la cnnidjc est le point de contac t de la seconde tangente qu'on peut mener 
par le point N. 

63H. — Les remarques faites (ii*^ 546 et 580^ sur le.s propriétés des rayons vecteurs et des fovers de rdlipAC et dc 
riiyperbole s'appliquent à la parabole au sujet des rayons sonores, lumineux ou calorifiques qui viendraient frap{H*r 
celte courbe ; suivant des directions parallèles à l'axe, ils iraient se réunirau foyer F, et la propriété aurait citcore lien 
dans le paraholoïde de révolution. 

69S. — llnnÈME pnoriuETE. — Si du foyer de la paralmle on abaisse des perpendiculaires sur le» tangentes à celle 
courbe, le lieu géométrique des pieds de toutes ces per|>cndinilaircs n'est autre chose que le second axe principal. Oti 
immme second axe |»rinei|»al de la p.irabulv la |KTpenüiculaire élevée à Taxe transverse par le sommet de tacniirb . 

On a reconnu par la septième propriété (n*» 62u; que si l’on joint le point F au point G ,lîg. 37H, la ligne de joiiclion 
FG est perpendiculaire sur la tangente cl est divisée en deux {larties égales par celle langciilc. D'un autre cété , Taxe 
des jf étant iiieiié par le point A, mUieu de BF, |Ui»se aussi nécessairement par le milieu de FG ; doue , le pied I de In 
perpendiculaire, abaissée du point F sur la tangente, se trouve sur l’axe des y. 

€24. — Nevvième PRurtuÉTE. — Les tangentes menées à la {Mirabole, par un point de la directrice, fout entre clics un 
angle droit, et la droite qui unit les points de contact passe au foyer et est perpendiculaire sur celle qui joint le fover 
avec le {mint d'où partent les tangentes. 

Nous démontrerons cette propriété de deux manières : la première, par l'analyse ; la deuxième, par la sy iillim'. 

I.a droite U.' étant ta directrice de (a {larabole (lig. 272’, soit pris un point T sur celle dirccirûc, ses coordonnées 


seront : Jc'* = p ; y" = d. Nous aurous pour équations des taugcnles iiiences de ce ]{oint à la {tarulmle ; 

I±\7W^ 

En sulistituaul daus 616) : yy'^^p x-i j' à la place de x' et yi' leurs valeur» : 


i/« L P» -i-d]/ d» -4- j>» , 

x’= ^ ; ï'=dl-i/d»+p', 

P 
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dans lesquelles x'\ y" ont ri*mplacé& par les leurs. Cela posé« de réqualioii [I] un tire les deux suivantes : 




d -h d» { P» 


P* -1- 1/ \/on~^ 


d— V^+P' 


d' + ■^p'—d^d'+p' 


[ 3 ], 


d^Vd‘ + p' v’-rr 

Nous iHtUYons supposer que la première sert lï-quation de la droite TM, et la deuxième celle de TM’. Pour que res 
•leux tangentes se coupent à angle droit, il faut que dans l'expression (n« 66' : 

Tang. V = [4], on ail : I 4- xi' — 0- 

C’esl ce qui a lieu efTeclivement; car si l'on substitue dans [4], & la place de s el leui^ valeurs : 

P . . P — 9a \/ —«a 

tf4-vd*4-p* d— -\/d*4-p* d*— iP — p*-fp* 0 

laiigenlc Irigoncmiétrique de l’angle droit. 

Passons ü la seconde partie de la pro{tositioii, qui cunsute k {>ronver que la droite qui joint les points de contact de» 
tangentes avec la courbe |Ntsse |»ar le foyer de cette dernière. 

Pour cela» U faut avoir l’équation de cette droite; nous l’ohticîMlrons en déterminant les coordonnées du point de 
contact de chaque tangente avec la courlic et en faisant passer une droite par ces points. 

Combinons Téqualion [2] avec celle de lu rourbe ; jf* = ipx [5]. .Nous avons pour eoordormées du point de contact 
de la tangente T.M : 


.^1 _ +>' -I - 93 V d' H- y» . jiV/3* ( p> . 

* + ’ ip 

cffcctuanl les mfmos opérations [tour les étjnations [3] et [5], il vient, pour coordonnées du poiiil >1' rte eoiitacl de la 
tangente TM' : 

a» — îd* 4- P* — 3d }/ P _ 2,/» p* _ 2d^\/ d* + p* . 

d — V/ d* 4- P* * ifi ' 

donc (n^ 58) la droite MF.M'» assujélic k {»o^r |iar M et -M', aiirn {>oiir équation, toute réduction faite : 

I6]i 


p«d4-p»y /d» IV 
' d fd + id i/ d* + P* 


y SS 0 donne ; ‘P*^ nous voulions démontrer. 


.Nous disons, en dernier lieu, que TF est perpendiculaire sur .M.M . En effet, cette droite pusse jiar T et F, dont les 
roordoimées sont : x'* ^p, = d ; J'= p. ÿ' = 0, el est représentée par n* 58) : 



La condition d’être perpeudiculairc exige que : I 4-«:x' = 0 [8]; c’est ce qui a lieu. pui.s<|ue les valeurs : 

«' = ^ , sulndituées dans f8], donnent : 1 — • — =0. 

d P ^ ‘ dp 

DiuoNSTavTKuv smuETittca. — Soit T [fig. 272 un point de la directrice. TM, T.M' deux taitgente.s, cl F le fover de 

la par.vbole; joiguez TF, MF, M'F el menez .MK, M'K' porpemliriilain^s sur la dircclriee; le triangle TKM est égal à 

TFM, à cause de .MT commun, de K.M j= .MF et de l’angle KMT =s FMT ; donc , l'angle TFM est droit , puisqu'il est égal 

à l’angle K; el, de plus, l'angle KT.M sr^ FTM. 

Les triangles T.M'K', T.M'F sont aussi égaux et prouvent que l'angle TF.M' est droit , et que l’angle K’TM' est égal h 
FTM', 

Puisque les angles TFM, TF'M' sont droits, il s’ensuit que la ligne MF.M' est droite; el puiwiue les angles FTM, FTM 
sont égaux aux angles KTM cl K'T.M', il s’ensuit que leur somme est égale à un droit; donc, l'angle .MTM' est droit. 

Cette propriété peut être mise à prolil i>our déterminer le foyer et l'axe principal de la [larabole lorsqu'on connaît 
1a directrice. 

626 . L’équation SI7) de la parabole ne change pas de forme lorsc|u’on rapiKvrte cette courbe à ses diamètres 

conjugués. Les propriétés indépcndimtes (n** 610 cl 6H ) de i’inclinaisoit des coordoitnées .seront communes dans les 
«Hffércuts systèmo-x de diamètres. 
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On aura toujours (tour équation de lu tangente (n®fî1î) : y — y' = — j'*, et désigne le ra|>)}urt du sinus 

égal au coefliriciit de x dans réquuliuii générale de la ligne droite (ii** iî). 

696. •— Dixième prü»riétl.. — Si de chaque point d'une droite donnée on mène deux tangentes à une {mrahole. cl 
que l’on lire une droite [»ar les deux {mlnts de eoiitai'l , on nurn des sécantes qui viendront toutes se rencontrer en un 
même point situé sur le diamètre qui divise en deux |>artics égales les cordes panillèles ü la droite donnée. 

Si la parabole était rapportée à .son sommet et à scs axes, on démonlrÊrait cette propriété comme (mur les autre» 
<-uurbes [h** 515). Si la paralmlc était placée d'une manière quelconque dans un plan, on recourrait à ce qui a été dit 
n» .551). 

Nous ferons ot^rver ; que si la courbe donnée était la directrice, touttrs les sécantes (ii** 624) se couperaient au 
füvcr de la courbe; 

t* Si la droite donnée était une |uirallèlc LV (Ag. 273/ à Taxe principal de la parabole, c’csl~À*>dire un diamètre, les 
ligues de jonction des points de contact M et m , M' cl w' ne concourraient plus au même point ; mais elles seraient 
toutes parallèles entre elles, ou se rencontreraient toutes & riiifini en un point situé sur t’axe conjugué de ce diamètre. 

Kn effet, l'éqiiatioii de la sécante qui doit déicriiiiuer {n** 543) les points de contact des tangentes menées d'un |H>inl 
donné à la courbe est 616 de la forme ; y'i" — //{x'’ '\rx*j. 

Les coordonnées du point de contact étant x\ y', on les calculera à l’aide de ré<|ualion (orn''4ip<mdante de la para- 
bole : y'* = faisant y^ =c0. r" -= 0 ilaiis la première; pour la construire, il vient : 

x" = -x-. ,”= [4 

truand la (Mtrabolc est rapimrlée à moi axe priiici|ial, rexpression x" = — x’ prouve» comme fMmr le cercle, que 
toute» les sécantes se coupent en un même |»oint sur cet axe, puis(|u'i] est indépendant de y'. 

Si l'on conçoit que la imrabole soit rapportée au diamètre LL' et à son conjugué .\y, comme au point N du diaiiièln’ 

LL', s quelconque et y’ nul, il s'ensuit que les équations [fl] se réduisent à i x" = — x', y" = , d’où I on 

euuclut que la ligne de jonction de.s deux immiiIs de contact M et m ne i*ei]eorilre Taxe des y qu'à rinbiiî. 

AutremcJil , l'équation de la ligne de jonction . qui géiiéralciucnt est de la forme : y'y” = p [x" -H x';» se eonvciiil 
IMir riiypotbèse de y’ =: 0, à : p (x" -f x’j = 0, d’où : x” = — x*, équation d’une parallèle à l'axe des y. 

637. — PnoBLHM»: pREMirH. — Une (Uirabolc étant située d’une manière queleoiiqiie sur un (dan, et coiiiiaisvaiit son 
équation, déterminer son sommet , son axe principal et son foyer. Soit : y* — Ixy 1- Ix* — îùy — .5Rx -| lOHO =;:0. 
iV>quation de la parabole proposée [lig. 274). 

Késolvons celte équation |>nr rapiwrt à y ut par rapport à x , nous aurons : 

J io t — 

y = 2x-| 16 j^V^SHlx— 10..; x=-^ÿ-h-^-:t-J-V' *96y — 3479. 

I 29 

Les parties rationnelles de ces formules : y == 2x ! 10. x = V ~l' i les éqiiation.s des diamètre» «A. 
cK de la courbe; et les partie» irralionuellcs : 

\/98 x— il») =0. I V 196, — 3479 = b, 

font connaître : la preuiièrc, la liiiiite B'A de la parakmie dans le sens des x ; et la deuxième, la limite dans le scusdrs y. 
t^tte limite est C'O. Les droites n\, cK et les tangentes B’A, C'D étant construites, voici comment on résoudn le pi-o- 
blême proposé. 

Du point A de contact de la tangente B'A avec la courbe, on abaiMiera une perpendiculaire au diamètre cK. ou jom* 
«Ira le pied E de cette perpendiculaire au point U; puis, par le milieu M de BK cl .\, on tirera AM. 

Du point D de contact de la tangente U’D, on almisscra une perpendiculaire sur le diamètre aA , on joindra son pud 
/'et C; puis par D, et le milieu m de Cf, on mènera Dm. 

Nous disons que le point de contact S, des droites AM , Dm , est le sommet cherché de la paralmie. En effet . mmi 
menée, par S, la imrallêle LS aux dianièlres aA, cE, laquelle rencontre en T et ( les tangentes B'A, C'D, comme on a 
pris BE =5 2 EM, on aura Tl’ = 2SP, c’est-à-dire la sous-tangente double de l’abscisse du point \ (n*’ 613 ; et «'omiiM*. 
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ti ailkurs. les coordoiiiiée.s SP, PA du point A de oniitAct sont rectangulaires, le point S est le sommet de la |>arabole. 
Piireillemenl. à eausc âe fV = ifm, on aura : a< = 3 m. 

Cotiuaissaut ainsi le sommet, et ronséqueiiimem la dirirtkm de Taxe prtiici[»al SL parallèle aux diamètres aA, rE, 
••Il {K)urra facilement trouver le foyer de la eourlie, d'après ce qui a été enseigné In** 018; , ou bien il suffira de mener 
le rayon vecteur AP du point A, U;([ucl doit faire avec AT un angle égal à celui de An avec cette droite (n® 6i0); le 
point F sera le foyer cliercbé. 

08. PiiooiisE OECXtcvr.. — l'ne paralmie étant tracée sur un plan, déterminer : ses axes principaux; 3* un 

sNstèiue de diamètres conjugués faisant entre eux un angle donné; 3® le paramètre à Taxe prinri|ia] ou à un diamètre 
quelconque. 

Tracez d’abord deux coi*des |viraJièlcs ïam’. an' et prenez les milieux de ces cordes; la ligne nè ;fig. 3*5) qui joint ers 
milieux est un diaiuèlre [n® 319). 

Cela posé, coiniiic tout diamètre est parallèle è l’axe principal iii* il7^ et que celuH«i divise en deux parties égales 
imites les cordes de U courbe qui lui sont perpendiculaires, il s’ensuit que si l’oii tire une corde quelconque }ter|>emli> 
culaire à nè, et que l'on mène par le inilJcu P de eoUo corde une paralUdc à la même droite sè, on obtiendra AH |i>onr 
le premier axe principal; AC, perpendiculaire h AB, sera le second axe. 

Pour résoudre la seconde question, faites en un point quelconque G de AB, un angle NGB égal h celui des deux axes 
conjugué.^; puis par le point Q, milieu de NV, iiienez A'B' parallèle h AB. et au point A’ tracez A'C^ parallèle h N.N', 
vous aurez le système d’axe conjngué demandé. 

Quant à la troisième question, comme d’apri'S les constructions précédentes on connaît les grandeurs des lignes AP. 
\tP on A'Q, NQ. les deux paramètres 3g. 3/ s’obtiendront par le nto)en des relations: 

3 >ü” a r 

*/> - Xf ■ ~ A'Q • 

Le paramètre à Taxe principal éunt connu, on en déduira fiicilement la {losition du fojer et celle de la directrice. 
|Vo>ez u®* 611 et 631.) 


ClIAPlTltE V. 


D« qaclfws profriélCt les sarfaces la teceid lefrd. 

629. — C'est à l'aide des propriété*» qii'oiil les .surfaces du second degré de pouvoir être engendrées par le mou- 
vement du plan d’une courbe du second degré que nous somme» arrivés à découvrir leurs i^uations (n® 331 ), et ces 
équations sont les pins simples dont on puisse se servir {mur les représenter. 

A6ii de nous conformer à la mélliode que nou.s avons observée à l’égard des courbes du second degré, nous ferons 
V oir que l'équation : Az* Bÿ* + C;* + Dzg K;g ■+• Fiz i Gx Ily + I; 4 - L = 0 , qui appartient à toutes las 
Nurfaces du second degré, ;K*ut être ramenée à l'une des formes suivantes : è*c*x* aV’f’ -f- = rt*è»c* , pour l'el- 

lipsonle (n® 347) ; èV*x* -t- a*c*jf* — a*b*i* = «*fr*f* . pour rUyjHrrboloîde à une napt»e (n* 354) ; 

— fl»*» J» = fl'è'c», 

|HMir riivperholoide à deux nappes n® 263 ; py* + P;’= 3xPp. pour le paraboloide elliptique (n® 370); 

Pi* — PU* = 3pPx, 

pour le paraboloide hv|>ei-lK)lique 373). 

«36. — Ainsi une équalioiUelle que : Ax* t Bg* ( C;* 1 -f- Ei» -f- èix + Gx-( Hg p I.* -| L=sO [Ij, étant 

donnée, on transportera l’origine de» coordonnée.s que nous supjioserons toujours rectangulaires entre elles an centre 
de la surface, en remplavanl x. ji, s par leur» valeurs n®33: : x=sx'-i-o, y s» f' -h è. ; = i' *+-c; et comme IVqu»- 
lion d'une surface du second degré rapportée à son ceiilre ne reiifenne jtoint les premières puissances de» variables 
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jc\ y\ oii égalera à zéro Ie« cocftieients <le (C$ variahlea. et l'on aura troi» équations : 

iCr f I = O; 2 4- Do + Er -Ml = 0 [*]; 2 A<i-4-Fr4- G = 0, 

propres à déterminer les eoordoimées n. b, c du centre de la surface, cl ces valeurs seront finies si, loulcfois, la sur- 
face est susceptible d'avoir un centre. c'est-A-dire que l’on aura : 

, G ,BC — E*i 4 II [EF — CD; ; I ED — BF) . , g[EF — rDH- Il AC — F»: 4-1 (FD — AEj r^i. 

" r.D'+ BV’ j: AT-y-^-nJEF— 4ABC ’ t;ü*-VSp5“i-AË’ — DEK — rSaC ^ 

_ G mi) — BK +11 ;FD — AE' +t'AB — D») 

*' ~ CÜ’ + BF’ H ÂE’ — DEF — 4 ABC 

La première transformée sera : Aj'* 4- Bir’* -ï-Ci'*4 Dj^V' f EiV 4 - Fj V 4-' L' = 0 [4], en représentant par 1/ 
la quantité ; Aa* t Bè* 4- Ce* 4* Ibtfr 4- Eér 4- F«c I ■ Ga 4 Hè h le 4- L- 

Celte équation sera satisfaite en prenant x, f, |K>silivcment ou iiégatiM'ment; ee qui prouve que st. par Torigiiir 
des coordonnées, on mène une ligne droite dont les équations soient ; x* = «V, ÿ* = b's\ les points où elle rencon- 
trera la surface, et dont on dt^erininera les ruonlonné*^, en combinant (n** 459] ses «Rations avec celle do la surface, 
auront leurs coordonnées égales et de signes contraires; i»ar conséquent, ta portion de cette droite, interceptée par la 
surface, se trouvera divisée en deuv parties égales à l'origine des coordonnées; cette origine sera donc le centre de U 
surface. 

Il est essentiel de remarquer que l’équatioit [4] sera toujours celle d'une siirfacc qui. aura un centre, tant que la di- 
mension de chaque (enne, c'csl-à-iiire la somme des exposants des trois variables dans ces tenues, de même rang que 
le degré de cette éqnation , de manière que dans une équation de degré pair, la dinienston de chaque terme doit être 
paire, et que dans une équation de degré impair, tous les termtts doivent être de dimension impaire. Cela est dît en 
parlant généralement pour les équations d'un degré supérieur au deuxième. 

Admettons que les numérateurs des valeurs a, 4, r soient des quantités finies, il peut arriver que les coefHeleiils de 
réquation [4] soient tels que les dénominateurs des fractions [3] soient nuis, c'est-ù-dirc que : 

CD* ( BF*4-AE' — DEF — 4 ABC==0. 

Alors les valeurs de 0 . 4 , c deviennent infinies , et le centre de la surface sera infiniment éloigné , ce qui veut dire 
qu'elle n'en aura point. 

Si la condition ci-dessus ébàit salisfaili: et qu’un eût en même temps : G = 0; 11 s= 0; 1 = 0, les valeurs de 0, 4. r 
ne seraient plus infinies. Il est facile de voir qu’alors une quelconque des trois équations : 

2Cc HË44-Fr' = 0; 2 B44- Dn4-Ef = 0: î Ao4- Fc4- D4 = 0. 

.serait comimrtée |»ar les autres; elles ne suftiraient donc plus pour déterminer les trois coordonnées a. 4, c ; par con- 
■séquent, il y aurait une infinité de centres tous situés sur une même ligne droite, qui serait l'intersection de deux plans 
ayant pour équations : 

2 Cf 4- E4 4- Fa = 0 ; 2 Bd Da 4- Er = 0, ou ; 2 Bd 4- Ihi 4- Er = 0 ; 2 Au 4 Fc 4- D4 == 0. 

Dans ce cas, la surface est un cylindre droit 4 base elliptique ou hyperbolique, comme nous le verrons, et l'axe du 
cylindre est le lieu de tous les centres. 

631. — Changeons mnintenant la direction des axes dans l'équalton ; 

Ax’* 4* Bÿ'* 4“ Cj'* -t- Dx>' 4 - EsV 4 Fj'x' 4- E = 0 [1]. 

En remplaçant f', i' {mr leurs valeurs fournies par les équations (n^ 35) : 

X* SS x" cos. « 4- 4 ’ eos. ^4- i'* cos. y' == x" eos.a l 4" eos. p'H- i' ros. 5.'; * = ^0^ »"4-4 ’ cos. 4- i" cos. ÿ*. 

auxquelles on devra Joindre les suivontes : 

co8.*a 4- cos.*«' 4- co8.*«" ï= { ; cos.* P 4- cos.* y 4- cos.* P" = I ; cos.*ç4* cos.*o'4- cos.^ç" = I; 
iros. Ÿ cos. P 4 - cos. ç' cos. P' 4- Ci», cos. P" SS 0 ; cos. a cos. p 4- cos. «' cos. p' 4- cos. «" cos. p" = 0 ; 
cos. « cos. f 4- cos. «' cos. ç' 4- cüs. «" cos. is 0 ; 
mais pour opérer cette transformation avec plus de commodité, concevons que : 

eo«.«=îin, cos.a'sn. cos.c^=ap, cos. p = m', cos.p'sn', C05. p" =: p', cos.ÿ = «''» cos.y.'ssa", C06 ÿ''«K- 
et alors nous devrons employer les formules : 

x' = y'm4-4''>B'4’-"»'', 4' = r"a 4- 4"»' 4-4 V "I- 
»*4-b* + p* — 1. w'* 4- 4- g'* = E »"* -f-«"»4-p"» = l [21; 
mm' -f «a' j- PP* =0, ww" 4 - an" 4 - PP ’ = 0» m'«" 4- «*»** = ® 

35 
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!.<>?• Mihstitulioiis failcs* oa ti*ouve, apri-s a\oir réduit : 

(Am’ Un’ -f-C/»* Dinn-i^ Knp Fwp‘-r"* + 'A«'* -i~ B»'* + Cp'* Dm'ii' -f- Eny i FM'p'jr"* 

J- Cp"’ 4- En'p" ï (2 Cp'p" H- i lUV 4- î Am'm’' f- F («'p" 

F (ni'jcr" D n’«")'|f''s"' 4- (2 Cpp" 2 Ban" 4- î Amin" 4-E'np"’ -hpi")4 F [mp" -i- pm"'i 

-t-l» imn" -h ni'’n))j‘'y' H- ï Qpp' 2 Bnti 4- 2 Aaim' -(- K [np' + p«', 4* Ff«p' 4 p«’) 4- B (ma' Mim'j.j’"»" 

4L*^0[II]. 

Four que \v» terme» en ■r^y", disparaissent de celte Tormulef ü faut que l’on ait : 

2 Cpp* - i- 2 Bitn* 4- 2 Amni' ■( E [ap' 4- pn') 4- F (wp' -j- pat') 4 - Ü («a' 4- «m'I — 0 ; 

2Cpp"4 2Baa"4 2 Aww" 4- F >p" 4 pa") 4- F [mp' 4-p*") 4- l) (»n" 4- m"hÎ = 0 [4]; 
i Cp'p" 2 Ba'n" 4- 2 Am'm" 4- E [a'p*’ 4- p'a") 4- H (m'p ' h p'm"î 4- Ü (m'»" a'in ') = 0. 

I.e» neuf équations [3], [3]» (4] servent ii déterminer les neuf quanlilùs m. a, p; m\ n\ p'; a'', p'\ desquelles dé- 

pend la position des troia axes. 

Multiplions la seconde des équations [4] i>ar m', et la première par m"’, et retranchons les produits; U vient : 

(2 Cp 4 Ea 4 " Fai) (m>" — p’ai")4- [2 Ba 4 Ep 4- Bm (atV' — bV')=0 [5]. 

Multipliant de nouveau la seromle des équations (4] |uir a\ et U premiè'rr |uir a”; pois retranchant le second prt>- 
dnit du premier, on a : 

(îCp f- Kn. I Fm) ^’a" — a'p")4- 2 Aia 4 Fp 4- 1>«; ,«V — a'ia") = 0 (6J. 

Actuellement, si l’on multiplie les deux premières éi]uations du groupe [3], d'ahord par m" et «\ puis |«r a" et a', 
H qu'on ndranche le second produit do premier, on trouvera : 

a (»'a" — aV') 4-p («'p ' — p'm ') =* 0; m (ja'a" — a'w") 4P p'*" — «'p"l ~ d ; 

d’où l’on tire : 

m'p" — p'ai'' ' a . p^a' " — a *p" «a 

la'a"’ — a'«'^ p * la'a" — B'ia" p 

Snlistituant ces valeurs dans les équations [5] et I6], qui sont la même ehose que ; 

ai’p’ * — p’ia" _ 2 Ba 4 Ep 1 - Du» ^ n ’p” 2 Am 4 Fp 4 D* 

mV' — am’ “ 2Cp l-Ea t'Fm * ai'a^'”^ »'«" *" 2 Cp 4£a 4 

Il vient, toute réduction faite : 

2(C — Bpp 4 E (a* — p*) 4- Fwa — iJnp ^ 0 [7]; 2 ^C — A>p t F w* — p *‘ 4 Ema — Uap = 0 [8]. 

I)u produit de la seconde de ces équations a, retranchant celui de la première jmr m, il résulte : 

2lB— A, ma4B ai* — a’j4 Emp — Fap = 0 [8], 
que l'un pourra siilkstituer à i'uiiu d’elles. 

Deux quelconques des équations [7], [8], [9], combinées avec la prcmièi’i^ des éqiiatiutis [2j, m’ j a* t p = 1 [lOJ, 
donneront hrs valeurs de m, a, p. > 


A ect effet, jmur abréger, posons 

I 

v/r4i'+'»’’ 


- = M. d'où : 


V 1 4 1*4 a» 


= ip. n SS pM, l’équation (lu] donnera : 

a 


portant ces valeurs dans [7], [9], on a : 

Ea’ t-Fat t 2 iC — B a — !)l — E == 0 [I2J; Ft«4Ea( 1 2(C — A)( — Da — F = 0 [I3l; 

Di’ — Dr’ 42 ,B — A’a/ i El — Fa^O 1.14], 
dont la dernière est comprise dans tes deux autres. 

Prenant dans la pmuière la valeur de I, et la substituant dans la seconde, le terme affecté du a* disparaît, et il reste. 
l*our déterminer a. une équation du troisième degré : 

:i EF A — B) 4 D E* — Plia' 4 12 F .2 B’ 4 D*: — F ;E* 4 F'; 4 2 ED 2 C — B — A , — 4 EFB )- 4 AF i€ — B a’ 
f-(4 AUB — 4CU A +-B — DE’- 4C* 4-0’ — 2 F») — 2EF;C4 A — 2B;a4 F,E*— D* 4 2 DK (A— C =«. 
qui aura an moins une racine réelle ; d'où il suit que chacune des quantités 1 , m, a. p aura aussi une valeur réelle. 

Obsenons inaimcnaiii que si l’existence simultanée des équation» [5J, [6] et des deux premières équations du groupe 
[3J entraîne celle des deux équations [7] et [8], rériproqueineul, l’existence simultanée de» équations [7], [8j cl dc.s 
deux première» du groupe [3] eiilrnlne celle de» (*r<|uations J5], [8], et, par conséquent, ties deux premières équa- 
tions [4]. 
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Il résoUc d« que si l'on rapporte la surface à trois nouveaux ax<» m'Utigulaires. en prenant pour axe dt» x la 
ligne qui répond aux valeurs réclle-s de m. a, g, Irouvées ci-clessu», comme ce» valeurs vérilieiU deux QUClcoiique.H des 
trois équation.s (7). [8]» [9], en même temps que les deux dcrnM'*rej5 du uroupe [3] , elles vérifieront , en même temps . 
le» deux premières éqiiatiim» du groupe [4], c’est-à-dire que l’équation proposée sera privée de» rectangles en ; » ' 
et x"y", et qo’ainsi, après la suppression des accent», elle prendra la forme : 

^A«* f- B m* C/i* -J- D m» 1 Enp i Fmg;jr* + (A»'* B**’’ i p'*C -F Dm'a' -f- KiiV+ >* 

-f- (Am"* -i B»”' 4-Cp"’ + Dm''»" -h Ea'>" h F*'>’'U*-4- L' = 0, 

-M tenant lien du coefficient de dans résiliation [II]. 

Nous avons vu dans le» chapitres précédents qu'on pouvait passer de celle transformée à une autre déliarrassée iln 
rectangle. 

I.CS équations [9], [3], [4] étant symétrique» par rapimn k m, n, p ; «a', a’, g' ; a", g", si l’on élimine m\ n\ p' ou 

m", a", g", par une méthotle analogue à la précédente, ou parviendra à trois équations emume [7], [8], [9], en y chan- 
geant «a, a, g en m\ a\ g' ou ai", a", g". 

Il résulte de lè, que réquntion dn troisième degré en a ne doit pas plutôt donner la racine d’où dépendent le» quan- 
tités M, B, g que les deux racines d’où dépendent le» quanlilévS ia\ a', g'; n", a", g" ; donc, elle doit les donner iouto 
trois; et comme nous venons de démontrer rexistcnce des trois axes dilférents, par rapiKirt auxquels l’équatiuii de la 
surface p<^rd le» termes des trois rerlarigles, il s’ensuit : 4^ que les trois racines de réquatlun en a doivent être réelles ; 
i" que chacune d’elles, substituée en même temps que la valeur correspoiHlaiitc de f dan» les expressions ( 1 1], donne- 
rait : la première, les valeurs de m, a. g qui réi>ondcnt à l’axe; la seconde, celles de ai’, a', p' qui réikondent à Taxe 
des g ; el , enfin , La troisième , celles de a»'^, a", p” qui ûxent l'axe îles » , et tels sont les trois axe» principaux de la 
surface. 

6M. — Arruc.\Ti(Wi. — L'équation : 6x* -4- 3g* 4- i* — 2 jï— iig — îir— I64x— 52g h 20; 4- I3C4 as 0. est 
celle d’un ellipsoide. Transportons l'origiiie des coordonnées au centre de la surface, nous devons faire ; x = x’4-o. 
ÿ = y' 4- 4, ; =s i' 4- f, ce qui donne : 

fix'*-h5y'*4- J’*— îx*»' — 2;y — 2iV4-lfii'4-54»— — 24r — 2t«— iôln— 524 ^20c f- 1364) == 0; 

I2«— 24 — 2c— 164 = 0, 104 — 2c— 2n — 52 = 0. 2r — 24 — 2o 4- 20 0. 

Les trois dernières équations sont les coefficients de x’, y', Éliminant a, 4,c entre ces trot» équations, ou trouve : 
a = 20, 4=14, c = 24 , coordonnées du centre de la surface , d’où U suit que la première transformée de l'équation 
proposée est ; 6x'*4-5y'* )- s'* — 2x'y' — Î;V — — 400 = 0; et on a, dan.» cette équation : 

A = G. n = 5, C = l. n = — 2. E = — 2, F = — 2, L' = — 400. 

Ain», sans répéter ce qui a été dit [n** 631 , on voit que pour rapporter rellipsoîdc à ses axe» principaux , on ilcvra 
faire : 

6ia* 4* 5»M- g* — iau — 2ag— 2»ig x"* 4- (6ia‘* 4- ôa'* + g'*— ' 2m’a’ — inVy"* 

-h (6*"’ 4- 5a"* 4 g'*— 2«''a'' — 28>" — 28t>");"' — 400 = 0 [A]; 
f2at'pa" l- fOa'a" 4- 2g'g” — 2 a'g" 4- g'n") — 2(«’g’' 4- g'»''! — 2 H" —0 ; 

12»»»'^ -f- lOaa” |-2gg" —• 2 tag" -f ga") — 2 («g" | g»"') — 2 (wa" 4- — 0 [B]; 
f 2aiai' 4- lOaa' 4* 2gg’ — 2 [ag’ 4 g**' — 2 [aig' put') — 2 (wa' -4 b«’) = 0. 

Les trois dcrnicres équations [B] sont les coefficients des rectangles 5"y", x^a", r"y". Substituant dan» réquaium 
en a (n® 631) pour A, B. C, D, etc., leurs valeurs on trouve, toute réduction faite : a* — 5a* — (7a 4-5 = 0. 

Aucune des racines de cette équation n'est rommenàurablc. La résolvant, on trouve que ces racine» sont ; 

«=0.2732 [I], « = 7,2498 [3], «=—2,3230 [5j. 

Substituant successivement ces valeurs de « et de A, B, C, D, etc., dans la formule [42] du numéro précédent, ou 
a pour I les valeurs suivante» : 

I = 0,Î3«S (i], I = — (Î,8HG6 [4], I = — t,3ll« [6]. ' 

CoDsidéron.» , en premier lieu . les valeurs [V, [2]. Les formule.» [4 1] du n® 6.31 nous donneront : 
ai s 0,2169 SS cos. s, a =s 0,2373 = cos. a', g = 0,9417 4= cos. x" [C i, 
valeurs qui fixent la position de l’axe des x el qui vérifient la première des équation.» [2] du n® 631 el Puno des équa- 
tions [7], [8], [9] du raéine numéro, en n’ayant égard qu'aux deux premières décimales. 
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Kii second lieu, prenons tes valeurs [3], [4], il vient : 

m' = — 0,8fi98 = ros. p, «' = 0,4893 = cos. p', |i' ^ 0,0674 ^ ra>». S" [Ü], 

Nalüurs qui ôxent la position de Taie des k. Enfin, les valeurs [5], [6] pruenrent ; 

= — 0,4431 =cos.Ÿ» — — 0.H333 = cos. y, p" =0,3303 =t 08 . o" [E]. 

Cea valeurs de m, m", n, etc., substituées dans les équations [Dj, U» vérifient, et réqualion [A) sc réduit à : 
0.93Ô4J''* i-6,637ff"»-|- 4,8633^» — 400 = 0. 

II nous reste à construire les axes principaux de cet ellipsoïde. 

llapp<‘!oiis-nous \iV* 90) qu‘on peut déloriiiiner les équations d'une droite de Tcspace lorsqu’on comialt U^s angles 
qu'elle fait avec les aves coordonnés; ainsi, pour Taxe des nous conclurons, par les formules [C], que ses équa- 
tions sont : 


x' = - 


-J 


Î373 


cos. a" ' 9417 ' ' * coe. «" ” 9417 

Pour équations de l’aie des y", avec le secours dt^s fo^^lu]4^s [D] : 

* — * — ' SSÈl}' ■ ***?? 

cos. P" ^ ~ 074 ’ “ cos.p'^ "674 

Pour équations de l’axe des a", avec le secours des formules [E] : 


ou : x* = 0,i303«'; y' = 0,î73îi‘. 


4'; ou ; x' Œ — I2,9050*'; y' = 7,î596;’. 


-4'; ou: x' = — 1,3415;^; y' = — 9,32*84'*. 

d’autant qu’ils doivent pasi^r par 


, cos. y '• ' cûs.y ,, R33.3 

^ C06. y' * “ 3303 * * *^ côs^t"' * ^ 3-*ï03 

Avec ces équations, il u’y a plus de difficulté pour construire les axes x*", y". 4" 
l’oripine des coordonnée». 

Voici romiiient on vérifiera les résultats précédents : les axes x", y ”, 4 devant être iKjrpcndicuIsjres entre eux, il 
faut que la coudition (n* 101} : on' -f- 44' 1-1 = 0 soit satisfaite. C’est ce qui a lieu efTccti veinent; car, considérant les 
équations des axes x^ et y^, on trouve : — 2,97+ 1,98 + I = 0, à un cciilifeme près. Cette exactitude aurait pu être 
[Haussée plus loin en calculant les racines plus approchées de l'équation «. 

Les équations de» axe» y" et ï' rouriiissent : 17,312 — 18, 3U 1 1 = 0. & un millicnie près; ainsi, U«s axes prinen 
paux de l'ellipsoïde sont perpendiculaires entre eux. 

Il serait facile d’appliquer cette discussion à l'équation d'une hv(»erboloîde quelconque. 

639. — On conclut de la disi'ussion précédente : que toute équation du .second dc)n‘é entre trois variables est sus- 
ceptible d’élre ramenée à la forme : Mi* + .M'y* + M 'x* + 1/ = 0 [K], toutes les foisqu'elle ap|>artient à une surface 
qui a un centre. 

634, — On a vu (n® 630) que lors 4 (uc après la substitution des valeurs : x = x' + n. y = 4 1 y', 4 = i' + c , dans 
l'équation générale entre trois variables, l’une des coordonnées a, b, c devient Infinie, qn'alors la «rrface de cette équa- 
tion était dépourvue de centre. Dans ce cas, pour opérer la transfoniialion des roordoutiécs, il n’y a }uiis lieu à agir 
comme pour les .Mirfaccs qui ont un centre. On coniraenccra, d'abord, par former les roeffieiciil» de x'y', ;'y', i'x’, en 
.substituait dans l’équation pro|>u»é4% à la place de x, y, 4 , leiii*» valeurs : 

x' = x"i« |-y''«' + 4"ai", y' = x'’a + y"n' + 4"a", i' = x> y>’+ 
puis les égalant à zéro, on aura : 

■Am’ I Un* + Cf>* + Dwa + E«p+ Fwp'x"* + {Am'*+ Ba'* +- Cp'* + Dm’a'+ ICa'p’ + Fm'p' y"’ 

+ (A»"* + Ba"* + Cp"* + Dm"#" + Ea'>" + Fm"y")4"'* + ^G» \ Ma +lp’'X +((’■«' lia’ hlp' y" 

+ + Ha" '!■ Ip"j4" \- L = 0 [Oj; 

aCp'p" + 2B»'a” +2 A«'m" + E{a'p''+;/8"j + F,«y’ -I m'y, 1 D («’a" + «"a" = 0; 

2 Gpy ;-2 Bna" 'T 2 Amm" H- E (ap" +pa") + F (mp" -1 pm" -i- Diaia" 4 m"s', = 0 [I*]; 

2Cpp'4-2HB8'-^2Am«' l-E>p' + pa', F (»y*’ + p»‘, + D ma' 4 «'») — 0. 

On déterminera les valeurs de m, a, p; m', p', etc., cniiime U a été enseigné ^ii® 631 , cl ces valeurs, en vériliam 

les trois dcrnièn's équations et substituées dans la première , feront disparaître l'un des carré'» x"*, y 4"*. 'Si l’on 


aupposc que ce soit x"*, alors la première, réduite de la pmposée, sera : 

.Mi"* + M'y"* + NV' I Vy"-:-N"V4 L = 0 [Q]. 

Actuellement, j»our faire évanouir les termes en 4 " et y" et les quantités connues, on reniplscera dan»[Q] les varia- 
bles par leurs valeurs : 

x" = x"'-I fl, y" = y'" + 4, ;" = 4'"-Lr, 
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et trgniera à léro les coeffieicnu de n"' et les quantités indépendantes de x"', on trouvera . 

2 Mr -l-N = 0; 2 + N' = 0; Mr* + M't'-f- NV + N'* -| N"« -f- 1- = O4 w qui donne : 

N . V Mc»+ 4-N'é-t-L 

c = _-_, i = --5ji, . « = 

valeurs réelles et inîes tant que N" n’est pas nul. Elles sont les coordonnées de la nouvelle origine, et l'équatioij itjj 
se réduit à : Mi* -h .M'ÿ’ -h - 0, en siippriiuant les accents des variables. 

ArmcATioN. — L'équation : -t- I6ijf* 25i* -+-36jr|f — <00iii — "lOix — 464 j — I3l2ji 4- 400; -k- 5824 = O, 

représente un t>araboluîde elliptique. 

Pour faire évanouir les termes en ij, xy, nous pouvons nous servir des formules déjà trouvée.^, et réquation en 
N (il” 631) étant la tuénic pour les surfaces qui ont mt centre comme |K>ur celles qui n'en ont pas, remplaçons y, les 
lettres A, H, C, etc., j»ar leurs valeurs : 41, 164, 25, etc., nous aurons : 

9600u' i 18080a* — 27136a 4- 5504 =«0, ou : 300a* 4- 363a*— 818a 4 172 = 0. 

Kaincnoiis cette équation à une autre dont le eocfficîenl du premier terme soit égal à l'unité, en faisant : 

““■3^ [ni, il vient: ;>4- 365;* — 254400; -f 15480000 = 0. 

Résolvant celle équation par la inétlMule t\m racines cummeiisuraliles, nous trouverons qu'elle n’en a qu'une de celte 
nature, laquelle est : s— 75 = 0. 

I.a divisant par ce InnOme, le qiiotieiu end om* équation du .second degré, dont Ica racines sont : ; = —875,7841, 
; = 235,7841 ; lesquelles, portées dans [R], donnent : m=£ 0,25, ■ = — 2,91928, ■ = 0,78594, racines fort appro- 
t-liéea de l'équation en u. Substituant .surecasiveraent les valeurs de ■ daas [12] du n” 631, on trouve : 

/ = 0,3, /= — 0,5396, l= — 2,3010; 

d’où l’on conclut, d’après [1 1] du n” 631 : que la position de Taxe r' est âxéc par : 

■I = cos. « = 0,4364, » = cos. »' = 0.2182, p = co«. ■"= 0,8729 ; 
celle de l'axe y' j»ar : «' = cos.? = — 0.1722, ■’ = cos. ^' = — 0,9319, p' = cos. =0,3192; celle de J'axe i' par : 

m" =C08. ^ = — 0,8751. b" =ï cos. = 0,2989, p" = eos. o" = 0,3803. 

Si l’on voulait construire ces nouveaux a\tt, l'origine devant être pour eux la même que celle des anciens, on cher- 

chera leurs équations (n* 6321. 

Les valeurs de ai, w', «a"; a, a', etc., mises à leurs places dans les équations [O] et [P], vériOenl les dernières, et h- 
carré de x'* disparaît dans la première, en sorte que l’équation proposée se réduit, à un dix millième près, à : 
184,4578ÿ'»4- 45J218;’*— I39,6080 j"’ 4 U 50,2336y' H- 166,0096;' -f-3824 = 0, 
dans laquelle ü ne reste plus qu'à déplacer l'origine en remplaçant x', y', par leurs valeurs : 
x' = 4^4-û, y' = y*'4-à, j'=;"4-c; 

puis égalant à aéro les coefficients de y", •" et te terme tout connu, on obtiendra la dernière réduite. 

636. — Quand dans une équation complète du deuxième degré entre trois variabUts, on fait évanouir les rectar^lc.s, 
il peut arriver que le carré d’nne des variables x. y. ; dis|>araisftc en même temps que le terme qui appartient à sa pre- 
mière puissance, que ce soit x* et x par exemple: alors, pour les autres variables, la transformation est impossible, 
puisque la valeur de <1 (n* 634) est inlinie; mais dans ce cas particulier, l'équation [Q] (n* 634) devenant : 

M;* 4‘ M’y* -l-.N; 4- N'y -H L = 0. 

ne renferme plus que deux variables, et représente évulemment une surface cylindrique, dont les arèles sont pei*peii- 
dirulaires au plan des ;y, et qui a pour base , soit une ellipse, soit une hyp<*rholc , suivant que, dans l'équation ci-des-' 
sus, les coefficicitia M, M' sont de mêmes signes ou de signes contraires ’n” 28ti'. 

636. — Supposons encore que deux des Ciirrés y* et x* aient disparu en même temps que les trois rectangles, c’esi- 
â-dirc que. par la première iran>fornialion des cuordoiméea, l’équation se soit réduite à la forme : 

M;' 4- N; 4- Xy 4- X"x 4- L = 0. 

On pourrait, dans ce cas, cheirher à opérer révaiiouissenicnl de quelques tenues; mais cela est inutile pour la dé» 
terminalion de la surface représentée par cette équation. 

En effet, posons successivement : ; = K. ; = K', ; = K**, ce qui revient à coui>cr la surface par une suite de plati.s 
parallèles au plan des xy, féqualion devient, par ces différentes hypothèses : 

N'y 4- N"x =3 0. N'y 4- N"x = D', N'y 4“ N"x = D" ; 
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d'où il suil que les inter!»eclicvns de Ut surface, par des plaus horizontaux, sont des drqilcs |>arallèl«5 entre elles; ainsi, 
la surfuce est encore de la nature des surfaces cylimlriqucs; et si Ton %eui connaître une directrice de cette surface, il 
miAU de |H>$cr y » 0, |>ar exentpic, dans cette équation. H vient, par cette hypothèse : 

.M.:M N; + N"x4-L = 0, 

é'qualioii qui exprime une parabole située dans le plan des *s. Dmic. enfin, la surface n'est antre chose qu’une surfat-c 
rylindriquc à base parabolique. 

837. ~ En réfléchissant sur la discussion précédente, on doit en conclure que toutes les surfaces du second degré 
trouvent iinpliciteineut rciifermèes dans deux cla.ssc& d'é'^iuatioiis : 

M;> H- M'j» M' X» 1/ = 0 ; M;* 4- + N"x = 0. 

— Cherchons à énoncer l'équation des surfaces à centre au moyeu des carrés des demn-axes principaux ou 
i'cctanguiaii*es. A cet effet, supposons successivement ysOel s=:0;xs=0ct2 = 0;xs0elsr = 0 dans t 

Mi’ 4- 4 M >’ 4- V— 0. 

i*t désignons par «, &, r les valeurs correspoiulames de x, y, i. nous aurons, en sup|)Osant, a > > c. et I. =s I : 


.M = 


I 


a’ 


M' E3 


I 

bf ♦ 



eu sorte que l’équation de la surface sera ; ^*c*x* 4- n’cV -è- a*4»*i* = a’ftV* ; mai» il y aura iro» cas & distinguer re- 
lativement aux signes des termes qui ne dépendent plus des (itefQcieiUs eMciitielleinent positifs; donc : 

ftVx» 4“ «V’y* 4- *V’x* 4- «V*y* — = fl't’r» ; fr’r’x» — oV*y* — a*b*z* = fl’tV», 

équations de reili|>soîdc, de riiyperboloïdc à une nappe, de l'hyperboloüle h deux nappes, qui ont été discutées (n* 231]. 
Nous complélcroiis ces discussions par de nouveaux détails. 

639 — Considérons, d’abord, l'équation : ^*r’x* 4 - fl*c*y* \ a*b*i* = b’ 6V*. On nomme sections principales d'une 
surface celles faites dans les plan.v coordonnés ; on les obtient successivement par : z = 0, y » 0, x = 0, dans l'équa- 
tion de la surface, hypothèses qui donnent : 



équations de trois ellipses, dont les axes princii>aax sont en même temps ceux de la surface. Les pinnts où ces axe.*» 
rencontrent la surface en sont dit.» les sommets; elle en a six et se uomme ellipsoïde. 

640 . — Pour avoir les intersections de la surface par dos plan.s respectivement parallèles aux plans coordonnés, il 
faut faire successivement dans son éijuation : x ^ a, y « ^ = Y, ce qui donne : 

flV’y» 4- = (l’è V — * W ; &V»x» 4 ■ fl*è*j* — n’frV* — fl'c’fl’ ; frV *x> 4- aV*y» = — n*fry , 

d'où l'on reconnut que les intcncctions de la surface, j^r des plans parallèles aux trois plans coordonnés, sont des 
ellipses rét'lles, tant qu'un a : a < a, ^ r < y; et elles sont imagiiuiircs lorsqu'on suppose : 

“ > ‘»v* ■ ' ^ ^ oV* ’ ^ ^ n’^’ • 


c'est-^-HÜre «, y positifs ou n^atifs, mais numériquement plus graiKls que : u*, V è*, ï/ c*. 

Ces mémos ellipses se réduisent i un |H>int par les hypothèses : a s n, pss b, y s; r, pui.H<|ue alors les équation» 
des intersections sc réduisent h : 


aV’y’ 4- a*b*J* = 0, *V»x» f- fl’è’i» = 0, *V*x* a*c*y* — 0. 

La surface que nous considérons est donc limitée daits tons les sens; de plus, elle c&l inscrite au parallétipipèdu qui 
a pour face les plans : x = u. y = è. a = r. caractère, comuie nous l'avuns déjè dit , de relll(^kle. 

641. — Supposons que r= b, l’équation : è*c*x* 4 - a*c*y* 4 -a*y*;* « u’fr*c*, devient : è* x* 4 - o’è’ + o*è*.** — «*** , 
ou divisant par b* ; è*x*4- a*y*4-«»i» = a’fp», équation d'une ellipsoïde de révolution (n® 248) allongée; car, si l’on 
.vdmcl que successivement ; x = a = *' = «", etc., on aura : 

fl V 4- a*i’ = «’6' — è*«* : fl*y* -h a*:* = a’è’ — etc. . 
équations de deux cercles, dont les centres sont sur l'axe des x et les plans perpendiculaires à ce même axe. Quand le 
plan sécant, en étant parallèle à celui des :y a pour équation : z ss a . le cercle se réduit ù un point qui est exprimé 
Itfir : y* 4-5* = 0. 

l.orsquc l'équation du plan sécant est : x = 0, on a : y* 4 - ss équation du plus grand cercle de U surface , et 
dont le plan est perpendiculaire à l'axe des x. en même temps qu’il y a son centre. 


Digitized by Google 



— m — 

Si l’oii avait r = o. ou <r s j., on reconnaîtrait, de nit-ine, quo l'ellipsoïde serait de révotuiion autour de Taxe d*?s y. 
ou bien autour de Taxe des i, et qu'elle serait aplatie ilans les deux cas {n" 24H . 

8*3 — Si l'oii conçoit que dans l'équation : t*c*x* -f- u V’y* -î- = on ail : a=s i = c, elle se réduit à 

In suivante : x* + y* j* s=: a’, équation d'une splièi-c (n"* 232 et 236) dont le centre est à l'origine des coordonnées. 

8*J. — Les coefficients des variables x, y, dans l’équalion qui nous occupe, étant toujours les mémos, on peut 
avoir ; «**V* = 0, ou bien a*frV* négatif dans le second membre. 

î)ans le premier cas, l'équation devient : i*r*x* -}- nV’y* -i- o*fr*i* 0, et n’admet qu'un s>'slème de valeurs réelles, 
savoir : x=f>, y=^0, s — 0; donc, In surface se réduit & un |K»iiit. 

Dans le seeorvd, r6]ualioii j nV’y’ É'V’x’ = 0 ii'admel aucun système de valeurs réelles; anisj. 

la surfa<x^ est imaginaire. 

Ooneluons de là , que toute équation de la forme : >*c*x* -+• -f- a*fr*a* = com-S[»ond à un seul genre de 

surface : rdii^oïde, comprenaut comme variété : l'ellipsoïde de révolution, allongée ou aplatie, la sphère, uii point el 
une surface imaginaire, 

644 A mesure que les axes 2a , 2i^ , 2c nugmenlenl, les coeffideiils de x*, y*, i* diminuent. Si devient ititini, 
le coefficient de x* est nul (n" Ii7); alors relHpsoïde se change en un cylindre dont Taxe est celui des x. 

c* 

La base de ce cylindre est I'elii|i6e : ;• = (è» — y* , .simée dans le plan des :y. Observons que l’équation de cc 

cylindre, |>cr]>endicu]airc au plan des .‘y, n'est que celle de sa trace sur ce pUin, ainsi qu'il arrive par rapport à un piau 
perpendiculaire à l'un des plans coonlounés. Si, de plus, c = è, le cylindre est représenté par : y* è*, dont la 

Itase est le cercle : «* = M — y’ ; c'est enfin le cylindre droit à base circulaire ou le cylindre de la géomélne. Quatnl 
on a le& coefficients de x* el de y* nuis, réqttaüon de l'eUipsoïde devient : .;=:-^c,et elle représente deux plan.«> 
parallèles à celui des xy, situés, l'uii au-dessus, l'autre au-de.ssoiis de ce plan, à des distances égales. 

646. — Passons à la diseusiUon de l’équation : Mt*x* | oV’y» — fl*t*4* = Les trois sections priiiei|ialcs de 

cette surface, par les plans coordonnés, sont : 

a* a* a* 

In première repitSienle une ellipse el les deux autres des hyperboles. 

646. — En ehci'Cliant les iiilerse«niûn.s de eette surface par tes trois axes, pnr les hyperimics suixessives de x .= U, 
y^0;x^0, «s:0;y = 0, ; — 0, on trouve c imaginaire, et les axes a el è réels, ce qui prouve que l'axe des a est 
dans l’e&pace vide de la surface, qui n'a que quatn; sommets réels aux exlrémilés des axes 2a, 2è. 

647. — Si l’on fait succcssiveinent, dans l'équation pro|>osée : x =: a, y = |l, • — T, l'on en déduit : 

aV»y*— fl*è*i* SS o»èV’ — èW; bV*x* — fl*i>*i* = a*frV* — «VjP; -4- «*t*y* = <i*fr*r» 4- a*èV- 

La dcniicre équation représente une ellipse, et toutes les sections, faites dans la surface par des ploiui pjirallclcs au 
plan de^ xy. sont aussi des ellipses, l.es deux autres équations sont des )iy)»ci'bolcs rapportées h l’axe des i comme axe 
Iraiisvcrsc ou non transverse, suivant que : 

«• < «*, ti* < fr*, ou : ^ «*, fr* < 

Ainsi, dons le cas actuel, il ii'exlste aucune discontinuité dans la surface, laquelle, (»ar cette raison , porte le iimn 
iriiy{ierboloïde à une nappe (n" 2o4| : 

646. — Lot'Mjuc è=:«, l’équation ; à*r*x* -|-n»<*y* — aH'i* = devient : r*x* 4- c’y* — a*;* — «V. Coiii-e- 

vanl que i = *, «'', etc., il résulte : r*j* 4- c’y’ = aV* 4- r*J*4*c’y* = o*<^ 4- flV*, etc. ; donc . les aerlimis 

faites dons la surface par des pians parallèles au plan des xy sont des cercles. CeUcs qui proviennent des ptsui.s metit'S 
l»ar t'axe des z sont toujoun» des hy|>erbo]cs égales; donc, riiyperboioîde à une nappe est alorsde révobUiuri autour de 
Taxe des 1 (n<* 256). • 

648. — Lorsque a est infini, auquel ras le coefficient de x* est nui )n** 447), la pro|K)sée se réduit h : 

cY — fc*;i = yv*. ou : t>*z* — c’y* = — 

et elle représente un cylindre perpt^ndiciilaifc au plan des «y, dont la base ou la section, {>ar le pbt» des «y, est une 
hyperbole. 

650. — Soit fl*t*i* = 0, OH il : è’c’x* 4 «’c’y* — «*&*;* = 0 [«fl , d'où : •— = , ~ . Faisant x = 
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*lans ceue dernière : 


b* b b 

ÿ’* el parnuiu*! y= - i, y = — — 

Ainsi, le plan des sy cou {>0 la surface suivant deux lignes droites qui passent ]>ar l'origine. Que g s= o, on a : 

, a* . . . ‘ A a 

T» = —y. 4*. qui donne : x ss — i, x= i. 

c* ^ c c 

•'quations de deux lignes droites suivant lesquelles le plan des ix coupe la surface. AdrneUant que ; = {1, on n : 

èV »x» -f- flVÿ* is. 

équation d'une elli|tsc’. 

On reconnaît au caractère (n® i82; de ces sections que ta surface, représentée j*ar l’équation [a], est conique et 
asymptotique de riiyperboioîdc k une nappe. 

66X. — Examinons l’équation : é’r*x* — oV*g* — a*fr*4* = l.cs sections prind|»ales de la surface que repré- 

sente celte équation sont exprimées j^ar : 

ï’ = — ***) î ^ — fl*) î fr’-* 4- c’y* -f b\* = 0; 

les deux premières, faîtes f»ar les plans des xy et des 4X, sont des liyjiertmles ; U iroisUmie , par le plan des sy, est 
imaginaire, ce qui indique que la surface a des nappes infinies dans le sens des plans des sy et des sx, entre lesquels il 
rt'sle un espace vide dans lequel est situé le plan des :y. 

663. — Si l'on fait successivement : x = «, y s 4 =. Y. dans i'd|uatimi qui nous occupe, il vient ; 

a*cVH- = tW— a’èV*; èV’x* — o*i»*i* = A*èV* -l-aV*îî»; 6V»x* —cVV = «*>*<■* 4- 

Les deux dernières équations prouvent que toute section faite dans la surface [»ai*alIMemenl au plan des ix ou au 
plan des .rg, est une h)qH'H)ole dont l'axe transversc est dirigé suivant une parallèle à l’axe des x. 

Quant k l'équation première, elle représente évidemment une ellipse réelle tant que l’on donne à s une valeur posi- 
tive ou négative, numériquement plus grande que a. Ce qui veut dire que si aux denx distances x =: + «, on imagine 
deux plans parallèles au plan des 4g, la surface ii'a aucun point compris entre ces plans, mais elle s’étend indétiniment 
à droite el à gauche de ces deux plans, dans le sens des x positifs et des x négatifs; d'où il suit que cette surface se . 
compose de deux parties distinctes égales et opposées; ou l'appelle, pour cette raison, et à cau.se de la nature de ses 
intersections par des plans parallèles è deux des plans coordonnés, hyperboloïdc à deux nappes (n® 262). 

663 . — Concevons que dans l’équation : è*c*x* — aVj* — n*è»4* *= «*èV*, ou ait è = c, elle devient : 

f*x* — o*ÿ* — =5 A*e*. 

Supposant ilmis celle-ci : x « «, «', etc., > o, on trouve ; 

a*y* 'H =» *V* — aV*; n*jf* 4- = c*«'* — a*c*, etc., 

équations d'autant de cercles qui manifestent qu'aJors rhypcrboloide à deux nap{N>s est de révolution niitour de l'axe 
des X (n® 262!. 

064. — Si Ton avait n*(l»*r* = 0, et mettant l’équation : èVx* — aV g* — — 0. sous la .'orme : 

^ b* X* 

i» ^ fl» ' 4»" c» ' 

Mil reconnaît, comme au n® 650, qu’elle appartient à un céiic dont le sommet est à l'origine des coordonnées, et qui 
est l'asymptote de l'hyperboloîde dont il s’agit. 

666. — Venons aux surfaces dé;n)iirvucs de centre (n® 636) n'prétiCtUtVs par l'équation : Mi* + M'y* L N"x = 0. 
laquelle, par celle raison, fournil trois combinaisons de signe : 

M-i_{_M'y* — N"x=0[<], +N"x=^0, [ï], M;' — M'y* — N 'x = 0 [3], Mi* — M'y* N"x = 0 [4], 

666. — Considérons, en premier lieu, l'équation [4] : M:* •} M'y* = N"x; si l'on fait successivement, dans celle 
équation : x = 0, y = 0. s sa 0. les trois sections princi|ntlcs de la surface sont : 

Mi* i-M'y* = 0, Mi* — N"x = 0, M'y* — N"x=0. 

première de ces équations donne l’origine, les deux autres représentent des paraboles dont le grand axe est celui 
des X. 

669. — Posüus : X s a, y s )t, 2 = y, nous aurons : 

M;* 4-M’ÿ»= N"»*, Mi* — NV=;— M>», My*- ^ — My*. 

lui première équation est évidemment celle d'une ellipse toujours réelle tant que s est positif, el de plus en plus 
grande è mesure que a augmente. Si l’on sup|>ose a — 0, rclli{»se sc réfluit à un point, comme on l'a vu {dus haut, et 
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die devient imaginaire dës qu’on fait « ni'gatif. Ainu, la aurfacc s'dend indéflnimciit dans le sens des x positifs, et n'a 
aucun point à la gauche du plan des sy, auquel elle est tangente à l'origine même des coordonnées. 

I^s deux autres é<|ualions représentent des paraboles dont Taxe principal est dirigé parallèlement à l'axe de.s a et 
dans le sens des x positifs. 

D'après ces diverses propriétés , U est facile de se former une idée nette du nouveau genre de surface, auqurl on a 
donné le nom de paraboloïdc elliptique 270). 

G6S. — Si l’on avait l’équation (9) : Mi* hMV4-N"x= 0» en changeant x eti — x, on la ramène à la forme : 
Mi* - 1 - M'y* as N"x, qui est la luétue que la précédente; mais ici, le paraboloîde s'étend du côté des x négatifs. 

N" N" 

6M, — Que M =? M', on a : a* -f-y* = x, s* -i- y* = — x; coupant les surfaces de ces équations par des 

{dans pai’alièlcs au plan des «y, il résultera des cercles dont les rayons seront d’autant plus grands que les plans sécants 
.seront plus éloignés dn plan des iy.^Donc, dmis ce cas, les paraboloîdcs sont de révolution (n* 271). 

660. — Soit donnée l'équation [3] : Mi* — M'y* = N"x les sections principales de la surface à laquelle elle appar- 
lieiil sont ; M;* — M'y* = 0, .Mi*=N"x, M'y* = — N"x, La première, qui est la même chose que ; 



représente le système de deux droites qui se coupent à l'origine d«^ coonlonnée.s; les deux autres apiuirlienncnl à deux 
paraltoles construites dans les plans des ix et des iy sur Taxe de.s x et son prolongement. 

681. — Pour ! x = «, y=p,i=Y, on obtient les trois sections : Mi*— M'y* s= X"a; Mi* — >"x= 

M'y* — My* = — N"x. La première annonce une hyperbole ayant [mur axe transverse une parallèle à l’axe des ; tant 
que s est positif; et une parallèle à l'axe des y }mur toute valeur négative de a; la secomie, une parabole dirigée dans 
le sens des x positifs, et la dernière, une parabole dirigée dans le sens des x négatifs. 

Il est è remarquer que pour les hyperboles de l’équation : Mi*— M'y* N"«, les deux droites renfenm^ dans 
( B? 660 ) : .Mi* — M'y* =s 0, sont leurs asymptotes ; d'où il suit que les plans menés par ees droites et |mr Taxe x 
déterminent, au-dessus et au-dessous du plan des xyi deux angles dièdres qui compreuueut la surface tout entière, et 
on peut considérer ces deux pians comme des plans asvmptoics par rapport à la surface. 

Le nouveau genre de surface étant caractérisé par des sections paraboliques et hyperboliques, se nomme pf*raboloî(k 
hyperbolique 272). 

663. — Il est évident que si l’équation à discuter eût été : Mx* — M'y* = — N"x, en changeant x en — x, ou l'eùt 
ramenée k la forme : Mi* — .M'y* = N"x.' ce qui manifeste que la nature de la surface ne change point, mais si sa si- 
tuation. 


De U taifeate et da ylu Uageit à aie tarfict la tecoad degré. 


663. — La déOniiion que nous avons donnée de la tangente à une courbe (n* 311) s'applique aux surfaces; donc, 
pour déterminer l'équation d’une tangente k une surface, on peut se servir de cette propriété qu'a la sécante de deve- 
nir tangente lorsqu'elle cei«e d'avoir deux points de communs avec la surface. 

Pour le montrer, soit : Ax* By* -f- Ci* Dxy Esy -f- FjJ + Gx + lly -|~ I; -j~ L r= 0, l’équation d’une surfare; 
prenons deux points sur cette surface dont les coordonnées soient : x', y', t’; x", y", Les équations (n® 92) d’une 
droite assujétïc à passer |>ar ces points sont : 

V Zy J— «•'== W: 


Cl comme l’équalion proposée doit être satisfaite lorsqu’on y remplace x, y, i par x', y', i'; x", y" 
Ax'* -4 ■ Bÿ'* -f- Ci'* 4- Dx'y' Ei'y' 4* FiV 4- Gx' 4- Hy' -f h' 4- L = 0 ; 

* 4- By’'* 4 - Ci-^* 4- Ux"y" 4- Ej"y" 4- Fi^x" 4- Gx" 4- lly" 4 - U" 4- L = ( 
Retranchant la seconde de la prtmûère : 

A {x-* — x"*; -h B ;y' — y"*] 4- G (*'• — a"*) 4- D (x'y' — x"y") 4- E [l'y' — i^y", 4- F (i'x' — i" 
4-Hy-y'')4-I[4'-i'') = 0 [91. 


, i", on aura : 


’x"] 4* G (x' — a 
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Mais ; 


I- - X"* = (i’ + X") (y - y ) = .y + y ) ; 

»') = -T“/- 

f ■«' - y ," = x-j' - y," - x'," + y," = X- + »" y- y) = (:' 

jV— yy =xv— sYH-yy =x’ ir'— y;+yy— x”)= y— y; 

;v — yx" - ;V— yx" — yy + ;'x' = ;'(y— x'’;+y {y— y) = 4^^ y— y)y+y y- 

subâtitaniit ces valeurs dans [2;, rcm]da^-ant : î _j^ 7 - » |«r leurs valeurs Urées des équations [4] 


; 


x' — x" 

.» ~z;r ; 


divisant par — *\ et ordouuaiit, on trouve : 

;B y -h ÿ"' 4- Dx* + Kj' 4- Hi »- [x\ (x' + X") -f IJj' ^ Fj' + O) 

C(i' + :")4Eif"4-Fx" + I = 0 [3]. 

Cette équation et le* éi^uations [I] sont celles de la sécante cUcrehéc. Four qu'elle devienne tangente, ü faut qu’on 
ail, dans ses équations : x' = x’', g' ==f'\ i’ = i“. Formant ces liypollU^s dans [I] et [3], on a : 

. ^ r 0 . fS 

ï“Sf =-ÿ- (j — O; x-x=-^ 

-g- (J B,' +ï)y +■ Ej’ + II) + — iî Ax' + D,' -H K;' H- G) + 2 C;' -t- E,' -| ■ Fi' H 1 = 0, 

résultats iiidélerininés qui manifestent que par le point x', g\ * donné sur la surface, on peut immer une îiifînlté de 
tangentes. Ainsi, quand on voudra mener une tangente à une surface du second degré par un point donné sur cette 
liurfacG, on devra désigner sa direction coniine. par exemple, d'être parallèle à une droite donnée, de lui être perpcn> 
dieulaire. ou de faire un angle avec elle. 

664. — l'n plan langent à une surface est un plan qui, en n'ayant qu'un (lojnt de commun avec elle, contient toutes 
les tangentes qu'on peut mener par le point de contact à la surface. Ainsi, roiinaissant les équations de deux taJigeiilcs 
en un point donné sur une surface, si l'on fait passer un plan par ces deux droites, il sera langent & la surface. 

D'après cette défmilion du plan langent, on conçoit que si |nir le point de tangence on conduit tant de plans qu'on 
voudra, ik coup<rruiil le plan tangent suivant des droites qui seront les tangentes des courbe» d’inlersccliuii de la sur- 
face par ces niénu» plans. 

La per|)cndiculaire au plan tangent se nomme normale lorsqu'elle 1c touche au point de tangence. Si les plan» sécant» 
dont nous venons de parler passent par la normale, les se<‘tions qu'ils fcroiit dam la surface seront des sections nor- 
males. I.es sct'tions nornialcH peuvent, selon la nature de la surface, être placées, soit d’un seul côté du plan lanpem. 
»oil de <félé» difTérents de ce plan. De là résultent deux espèces de plans tangents : la première est celle des plans tnm- 
gents à rellipsoidc . à t'hypcrboloide à deux nappes, au paraboioïde elliptique on de révolution, puisque les sccttoii» 
normales faites dans ces surfaces sont toutes d'tin même côté du pian tangent; la seconde est (xdle de plans langent.» 
il rhyperboloïde à une nappe cl au paraboioïde hypi>rboliquc, puisque le» sections normales sont de part et d’autre de 
ces plans. 

6^. — Procédons à la rccbcr(,'ho de l'équation d'iin plan langent & une surface du second degK*. Nous considére- 
rons d’abord ce.s surfaces placées d’une manière quelconque dans l’espace, puis ensuite étant rapportées à leurs cen- 
tres et à leurs axes. 

Soit ; Ax» f- Hÿ* -f C;* f- Dxy 4- Kiji 4- F;x q- Gx -| Hy -h I^H- 1 .= 0 [4], réqualion d'une surface. Les cour- 
ilminêes d'un point pris sur celle surfaire sont : x', x'; c'est par ce point qu'on veut lui mener un plan tangent; son 

équation sera satisfaite en y remplaçant x, g, |Mir x^, jr'. » ; 

Ax''-t-Bÿ'»4-Ci'»4-DjV4-E;'g' I FjV t Gy4-H»'4-l-' ) L = 0 [2]. 

Cela posé, coupons lu surface par des plans qui passent par le |H>inl doimé, les sections seront des courbes plane» 
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(loni noos coririaitrmis U'A projections. Menant des tangentes à rcs projet’tîoiis aux points qui sont les projections do 
point ilomii^ de la surface, les ^Njuations de ces tangentes, avec celles des plans sérants, seront tes équations des tan- 
gentes à la surface qui passent par le point de contact donné. 

Le moyen le plus simple qui se présente pour efTeeUier ces opérations, c’est de eoaper la surface par des [dans pas- 
sant {Mir le point donné et parallèles aux plans de projei'tions. 

Ainsi, les coordonnées du (loiiU du tangeiu*o étant x\ 9', il est évident que si l’ou coupe la surface de réqualion 
par un plan parallèle au plan des et iin autre au plan des :y, leurs équations seront : x = s’ ; et celles des 

intersections : Ax* Cj’ -f- J>y' 4- f»Ix’ + !Ky' + I;: -f- 1'*^ -f- Ht/'* + 4* I- = 0 ; 

Bÿ* -i C2' M- K:j 4- ;i)x’ 4 - H> + ;Fx’ 4 I ; 4 Gx' 1. = 0. 

I.es équations des tangentes à ces courbes sont (n* 540) : 

F;' 4 2 Ax^ 4- IV 4 g: _ E:' d 2 By' i- Ti x' Y~}\] 


îCi'4Fx'4>V4l) 


■(•T— ■t'i; 


2 Cj* 4 4 iFx’ 4 f) 


r = X* a - y' - - . * ^ _ .'1 

X, y y- Kx -f 2Bÿ'4ju'4 Hi ■' " ^ 


qui, avec : y ~ y', x szx*, sont les équations de deux tangentes k la surface au point donné. On en lire : 

x-x'- *Cj'+Fx' + (K,'+I: 

» ï. X -t - F;'-|- JAx' + (üV-| üp" '> 

[<1- 

Aeiui’lleincnt, si nous faisons passer un plan par ces deux droites, il sera tangent à la surface; et comme ü doit la 
toucher au point x', g\ i\ son équation sera de la forme : A' (x — y, 4 B' y — y'; 4 C' [2 — 2 ') s= 0 ; de plus, il n cc 
point de commun avec la tangente; ainsi, pour qu'il les renferme, il suffit d’exprimer qu'il leur est parallHe; les con- 
ditions propices à cela sont (n“ 137) : A'o4 B'è 4 C’ ss Q [5]; B'fr'4C' = 0 [6]. Ixs équations [3] doimciit : 

2 C2'4 Fx' 4 Ey' 4 1 la . i t .• ru * « lj 2 C 2 * 4 Ey' 4 Fx'i I 

* = -T-v+ïAi^Ti4+e’ ‘ = ®' «=o. ‘=- Ej'+âB,’+w+ii 

On aura donc, en sulislituant ces valeurs dans [5] et [6] : 

A* — ^ H' — **»' ± P j' 4- H 

iCj' + Fxp-EfPFl ’ — 4Cj'+>V + tV+l ' 

et |»oui‘ équation du ptnn tangent : 

[F 2 ' 4 â Ax'-l- l>ÿ' 4G, (x — x') 4(E2' 4 iBy' t Dx' q ir !y — y'H ^2C2' -i Fx ' 4 Ky’ 4 1) (2 — 2 ' =B. 

Développant et réduisant, il vient : 

2 Axx' -i- 2 Bÿÿ' -f-2Ci'2 4- D (y'x4-r» 4 E 4'y 4y'2] 4 F iX'i 4 2 'x) 4Gx4 Hy i - 12 
— 2 Ax'*— 2 Bÿ * — 2 Ci * — 2 Ux'y' — 2 E;'y' — 2 F 2 'x' — Gx' — Hy' — I;' = 0 [7]. 

Multipliant l'équation [2] par 2, on en déduit : 

— 2 Ax'* — 2 By * — 2 Cx'* — 2 Dx'y* — 2 £ 2 * 9 ' — 2 Fx^i* == 2 Gx' 4 2 Hÿ' + 2 12 ’ t- 2 1. 

Rempiavani le premier luenibre par sa valeur dans [7], on trouve pour équation simplifiée du plan : 

2 Axx' 4 2 Bÿÿ ' 4 2 C 22' 4 I) iyx4x'yl 4 E (x'y 4 y' 2 ) 4F ,x'j 4- *x, 4 -G )x 4 y 4 - H (y 4 y' 

4 1(2 4 2'i 4 2I.= 0. 

G66. — PrcH'édant de la même manière, on trouvera pour équaUon des plans tangents aux surfaces rapportées à 
leur centre et à leurs axes, et représentées par (n® B.16) : .Mx* f- My*4 ^'^-2* 4 F* = 0» on trouvera, disons-nous : 
M"xx' 4 M'yy' i Mxx' 4 L' = 0. Ix*s {dans tangents aux surfaces de l'équation : .M.:* 4 M'y* 4- N"-* = 0, sont repré- 
Mmlés par : 2 M«' 4 2 M’yy ' 4 N" (x H-x*) = 0. 

667. — .Mener une iionnale à une surface du second degré située d’une manière quelconque dans l’espace. 

Les équations de cette droite «Tont de la forme : x — y =3 a {2 — 2 '), y — y' = è (2 — i';, puisqu'elle doit lasser 
l»ar le point de tangence x', y', 2 '. L'équation du plan tangent à une surface est (n® 665) : 

2 Ax' 4 Dy' 1 F:' 4 G)x 4 (2 By' 4 2 Dx' 4 E;* |- U y 4 (2 Ci' 4- Ey' 4 Fx' 41x4 Gx' 4 Hy' 4 2 I- 4 I 2 = ». 

Pour qu'une droite soit jKT[M:ridie»laire à un plan , il faut que ; u = , b= ; donc, les équations cherchées de 

la normale k une sujfaee seront 

, 2Ay4Dy'-t Fî' 4-G , 2By’ I 2 Dx' 4 - K ;’ 4 H ,, 

^ ” 2 Ci’ 4 Ey' 4 Fx^ 4 f ** " ' ' “ 2 G;' 4 Ëÿ' 4-Fx' 4 1 

668 . — Si la surface dont on cherche la normale était représentée par : Mi* 4 M'y* 4 M 'x* 4 1/ = 0. l'équation de 
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- M'iry' -f- Mii’ -f- L* = 
M V 


0, il s'ensuit que celles de !■ nomuJe seront : 


son idiui taiigeul étent (ii<* 666'i : M"xx 

[«-■>"/! = 

660. » KnAn , les surfaces de l'équatioii : M;* + M'y* -f- N'^x = 0, ayant pour plans tangents : 

2 Mj i' -H 2 Myy' -f* N" IX -i- y) = 0 , 

N'* 2 Ma' 

leur normale sera représenU^ par : s — x'sa:-^ jp 7 -(j — y); jf--y'= (• — -0* 

676. — Soit proposé de mener un plan tangcnl à une surface du second degré par un point extérieur à cctle surfaiT. 
I.c« coordonnées de ce point étant y", s", puisque le plan langent cherebé doit passer par ce point et le point de 
contact que nous représenterons par y, y', i\ son équation ne changera |ms de forme lorsqu'on remplacera x, y. 
par i'\ jf'\ y, et on aura généralement : 


2 Ax'y' f- 2 Dÿ'y" -f- 2 Gi'i* - 1 - 1> (x^y H- -+- E (yy" -f- y'i") + F [s'i" -f i'y') G (x" -h.r') 

4- H ,y" + y') h I (y -*-y) + î L = 0. 

I.e point de contact devant être sur U surface, l'équation de celle-ci sera, pour ce point : 

Aj * i- By'* h Cy»+ OxY F^Y 4- FiV + 0 ^ 4 - Hy* 4 - 1 -' 4 L = 0 . 

Les inconnues à détenniner sont y, y', y, et ce sont celles du point de contact du plan tangent et de 1 a surface. 
Mais celle délerniinalion est impossible, cor nous n'avons que deux équations pour ces trois inconnues. On conclut de 
là (|ue, pur un point donné hors d'une surface, on peut mener une infinité de plans tangents à celte surface. 

Éliminant surcessivemenl x', y' entre les deux équations ci-dessus, on obtient les équations des projections sur le 
plan des zg et des ^ de la courbe, suivant lai|uelle tous les plans tangents menés par le point donné toucheraient la 
surface. Si par chacun des points de cette courbe et le point donné on tire des droites, la succession de ces droites foC' 
niera la surface d'un edne tangent à la surface. Nous verrons bientôt que la couriie suivant laquelle U la touche est une 
courbe plane. Si le |>oint donné extérieurcmeiil à la surface était lumineux, la courbe précédente de contact séparerait 
I» (larlie obscure de la partie éclairée. 

671. — > întonèvE. — > A chaque plan diamétral correspond uu diamètre conjugué {tarallMe aux conli*» que ce fdaii 
divise en parties égales. \ja plan langent à la surface du second degré mené par l'extréniité de ce diamètre est parailMc 
au plan diamétral. 

Soit : Ax* 4- By* l- Cî* i~ Dxy 4 - E.;ÿ 4 - Fix 4- Gx 4- Hy 4- U 4- L s» 0, réqualiim d'une surface que nous siippo- 
.-«erons avoir un centre, et, pour abréger les opérations, noos ramènerons l’origine des coordonnées à ce centre en 
mettant à la place de x, y, .5, leurs valeurs : x = x* 4 - y s y' 4 - a, ss -f- y ; cri sorte que l'équation de la sur- 
face proposée sera réduite à la suivante {□• 630] : Ay*4- By'* 4 -Ci’’ 4 - lJx'i' 4 -Eyy' -i F;’x' 4 L’ “ 0; ou. en sup- 
primant les accents : Ax* 4 - By» 4*Cy 4- Hxy 4-E:ji 4* Fix 4 -L* = 0 [I*. Concevons que les équations : x*= a-, 
y =s à; [2j, soient celles d'un diamètre, et : x =: a.: 4-«, y = à; 4 ^ [3], les •équations d'une corde parallèle à ce 
diamètre. 

Nous am*ons les coordonnées du point d'intersection de celle corde et de la surface représentée par [1], en comhi- 
iianl (n* 459) ses équations avec celle de la surface. i.e résultat de cette comhiiiaison est : 

(Ad* r Bfr* 4- C 4- Bflà -i- Kl- 4 Fa ;* + (2 Ao« 4 2 DW 4 D»»- 1 Bflï 4 E? 4- F*’« 

4(Aa> i BJî*4Bi?4L' =0. 

Faisons, pour abréger : Aa* 4 Bè’ 4 C i* Ddà 4 Eà 4 Fd = M ; 2 Ad» 4 2 ÏUt} 4 4 Daï 4 ES I Fa = N ; 

Aï’ 4 B4* 4- DaS 4 L' = P; nous aurons à résoudre l'équntion : .Mi* 4 N; 4 P = 0 ; on en lire : 


N 1 / N*_ L 

— 2M‘ V "4M’ ■“ M * 2M V 4M* M ' 


Mettant à la place de i ces valeurs dans [3], on aura les coordonnées des points d'intersections cherchés. Ixi lon- 
gueur de la corde dont il s'agit est comprise entre ses deux poiuts de contact avec Ia surface; ainsi, les coordormét^s 

lie son milieu sont d'abord la moitié de la somme des valeurs de i, laquelle est : i = [4], Substituant cette 

valeur dans les équations [3], 011 obtient celles de x et y. Reroplaçon.s M et F par leurs valeurs dans [4], il vient : 

2 Adï 4 2 BW 4 Da44-D«rt4 Ep 4 Fï 

■“ 2 .W + BM4- D«M Kl l-Ka+Cr"’ 
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ü'im Z î(Afl’ 4- -f- Dflt 4- E* F« -|- Cji 4- \i Aar 4- iB*fl4- D»> 4 - Da^ 4 - E? -î F« ss: 0 [5]. Le point du milîiMi 

do U cordc dev.int se trouver »ur le plan diamétral cherché, il s'cn.suit que si l'on élimine « et fi entre les équations [:i] 
et [5], le résuilnt dcrélimiiialion sera l’équation de ce plan diamétral. On trouve donc : 

Aa + I)i 4 - F'j 4- îî”Bé 4- Dfl 4~ E)y 4- E* f Fa 4 - i C’i 0 [ 6 ]. >'oti» avons désigné |wir les équations: r =sr a;, 
y = un diamètre lurallMe auv cordes que le plan diamétral, que nous venons de déterminer, coupe en deux par* 
Iles égales. SI nous désignons par x', ou — x', — jf', — s\ les coordonnées d'un des points d'intersection de c<* 
diamètre avec la surface, l’équation du plan tangent à la surface mené par le point dont les coordonnées sont x*. y\ 
wray6fi5):,îAx’4-î>ï'4 F:> H- [î Bÿ' 1 T>y 4- E:' >4* ;Ef' 4“ 2Ci'4- ;G^ 4 H/ 4 I;'42LnfT: 
mais pour le point x', f', • du diamètre, son équalion doit avoir lieu; on aura donc : 

y = as', y' — èj' ; d’où : « = è = , 

Substituant pour a et è leurs valeurs dans [ 6 ], il vient : 

[i Ax' 4 - I)j' 4* Fi’> 4 'i By' t Dx^ 4- Ei'il 4- [Ey' 4- Py 4 2 Ci') j = 0 ; 
et, SOUS celte forme, ou voit clairement que le plan diamétral est parallèle (n« 1Î5) au plan tangent de réqualioii [ 7 ], 
qui |>assc par l'exIrt'Mnité x\ y', i' du diamètre parallèle aux cordes qu'il divise en deux jmrties égales. 

67S. «— Il suit de l’article précédent, que trois plans diamétraux conjugués d'une surface du second degré sont pa* 
rallMcs aux trois plans tangents incné.v par les extrémités des diamètres, tnlcrscctioiis des plans diamétraux conjugués. 

678. — TiiÉonÈuF. — Dans les .surfaces qui ont un centre : 1** somme des carrés des denii*diamètres conjugués 
est égale H lu Mitume des carrés des demi-axes princi|kaiix; 2 ** le parallélipjpèdc des demi-diamètres conjugués est égal 
h celui des demi-axes. Considéron-s un ellipsoïde rapporté à son centre et k ses axes principaux; son cqunlion est : 

6 »c*x* I- flV*y' 4«*è*s'=fl’èV' [I]. 

Ce que nous démontrons pour cette surface le sera aussi pour les hypcrboloîdcs. U serait aussi facile de proiivci- 
qne, pour rellipsc ’n" 188], l'équation de rcllipsoïde (Ij ne change |uis de forme lorsqu’on rapporte cette surfbce k utn 
cefilrc et à ses axt^s ohli(|ues ; ainsi, si nous notons par in\ ib\ 2 r' ces axes obliques, c'esl-ù-dirc leur longueur, tioii.s 
aurons : c'*è‘*x* 4 a'V*y* 4 = «'*è' V*. Cela posé, imaginons une sphère d’un rayon R, coneetiirique k la sur- 

face du second degré qui nous o<xu|m*, et tangente k celle surface en un point y, y', i'. Pour avoir l’équation de celte 
sphère rapportée aux axes obliques, il siiflil de détemiiner la longueur de la distance du cajlre de rellipsoîde au point 
* P*!* rapIHfrt à des axes obliques. 

<>r (u« 28 . la distance d'un point à l’origiiic des coordonnées rectangulaires est exprimée par : Ü = V^^x* 4 - y* 4 - 
Sultsliluons à la place de x, y, 1 , «Ums celle formule, leurs valeurs ( 11 ® 34) : x = x'cos. «4- y'cos. J4-i' cos. 
y SS y cos. »' 4 y' cos. 4 l' cos. ^ ; i = y co». y' cos. -l- 1 ' cos. au moyen desquelles on [tasse de <•••» 
coordonnées nTtaiigulaire» à des coordounct» obliques, nous trouvons : 

D*s=sy*(co 8 .** 4 co 6 .*y 4cos.’*")-4-f'*îcos.»^4 co«.*J;'-+-eos.*Jl'') 4 - 1 '* ;cos .»^4 cos.*ÿ'4- cos.» 

4 2x'y' 'C05. icos. 3 4 - cos. *’ cos- y t- cos. «" CO». 3” 4 - Si'y' ^co». pcos. ![» 4- cos. s'eos. y cos. ç" cos, 3 ^) 

-t- y*' ,eos. s cos. » l- cos. a' cos, 4- cos. «" cos. ç") ; 

maison a ;U*34; : ros.» * 4- cos.»*’ -l- cos.» a" =s | ; cos.» 3 4- cos.» 3' 4 cos.» 3” = ^ i cos.’ç 4 cos.» 4*cos.» I; 
ros. V =: cos. a COS. 3 4" COS. a' COS. 3' 4 *'OS. a" COS. 3*^ ; cos. Il =S5 cos, a COS. Ÿ -4 CO», a' COS. 4 cos. «" CO». ; 
co.s. T = COS. SCO». 34- eos. ^'cos. 3' 4- cos. cos. S". B est utile de foire observer qu’ici l'angle V est l’angle des 
axes a' et b' ; l'angle U celui des axes a' et c' ; euHn. l’angle T, celui de.v axes b' et r' ; ainsi , l'expres»on de la distance 
d’un point à l'origine des co<»rdonnées obliques sera : D* « x'» | y'* -h i*» 4 îyy' cos. V !• Si'y'cos. T 4 2*'x' cos. 1’; 
d'où U suit que l'équation de In ^dière rapportée k des axes obliques est : i'» 4 y'» 4 1'» 4 co». V 4 2;y' cos. T 
4 2i'x'co». C = H». Far le point x\ y', 1', cuiimiuii à U sphère et à la surface proposée, menons des plans tangent» 
à ces surfaces; le.» équations de ce» plans seront (ii®* G60, 606] : 

)y 4 - y' cos. V 4 - x' cos. l’'x 4 (y’ 4 y cos. V 4 1 ' cos. T]y 4 {x' 4 y' cos, T 4 y cos. U); = R» ; 

4'»c'»xx' 4 fl'*c'»yy' 4 o'*y*a' = a»è*t;*. 

Mettons-les sous la forme : 

{x' 4 y' cos. y 4 - y cos. r 4 y' t x'co*. V 4 l' cos. Tjy 4 y'co»- T 4-x'cqs. L')i ^ 


J 

I?'»* 


xx'4- 
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Siipp(^ii5 que le |>oii)t y, y', i* soit reilréiuité de Tnn des trois diamètres principaux rcetaii^mlaires, les plans tan- 
gents nu'iiés |>ar ce point rouicideront, et leurs équations seront identiques. Égalant les cocfflcienls de x, y, s dans 
ces deux équations^ ou aura : 

• y -l- ÿ'cos V 4- î'eos. r x* y' + ycos. V-t- ;'co8. T y 

• H* — g., ; — ; 

•' f- y' cos. T 4- y cos l’ i* 

■ H> yf* 

Les équations du diamètre principal, qui passe par lo point i\ sont (ii* 92) : ' 

x' y' . .. X y y f' 

X = y as -5- • ^ ; on €ii tire : js . 

"TT — Ips ‘^' qwations précédentes deviendront : 

o'* (w n cos. V ros. l') = ll’in, I»'» («la cos. V -f- cos. 1\ = R’a, c'< (1 -f- n cos. T -|- « co«, V] = R* ; 
d'où l’on tirera les valeurs de H’« m. n, quantité qui déterminent la lonpneur des trois diamètres princi(iaux reclanpii* 
iaires et U direction de ces diamètres par rapfwrt aux trois diamètres conjuntués a', è' y. Kliminant m et a. on obtient ; 
K* — RMfl'» -L è'M- y* I H’ («'**'’«»■' V è'V*sm.*T + aV'sin.»ü] 

— o'*yV’ (I — *-co5.*C — cos.’ T— cos.* V — 2 cm. V cos. T cos. U} = 0. 

Les racines de cette é<|uuUon, qui sont égales deux à deux et de signes contraires, sont les six demi-diamèlres prin- 
i-i|kaux de reUi{»soide. 

On conclut de rela, d'après la (‘oiupositioii connue des coefficients en racine» de rétiuation et en désignant par a , 
è, e CCS racines : 

I® Que la somme : a'* -h è'* H • c* =s «* f- è* -f- c* des carrés des demi-diamètres conjugués est égale ù la soiiiine des 
carrés des demi-axes principaux ; 

2" rt'*y* sin.* Y - j- è'V* sin.* T a'V'* sin.* U = a’fr* a*r» è*c*, que la somme des carrés des faces de» paraiTc- 

lipipède» construils sur les demi-diamètres conjugués et sur les demi-axes principaux est constante ; 

3" fl'»y*y* (i — cos.* V — cos.* T — eus.* l’ — 2 <* 08 . V cos. T cos. l’} « fl*è*c’, que le parallépipèdc de» derai-dia- 
inètrcs conjugué» est égal à celui des demi-axe». 

074 . — TuÉuasME. — Lorsqu'un cène est circonscrit à une surface du second degré, la courbe de contact est plane, 
quelle que soit la position du sommet du cène {»ar rapport à la surface. 

Soit : Ax* -1- By* 4-Ci* Dxÿ -j-E»y I- Fif-i-Gx -V lly -f-Ii -i L = 0 [I], l’équation générale de la surface du 
sci-oml degré. Le plan qui touche eette surface au point x', y', a pour équation : 

2 Axj' 4-2Bÿir' )- 2Ci;’ • D[x'y f-y'x) -4- K [;'y -+-y'j)H- F (i'x-t- yj) -4- G (x H- y] -L H :y -4- y') 
i l[=-4-y,--f 21=0 [2]. 

Soient S, L V, le» coordonnées du .sommet du cène, et supposons que le plan tangent passe par ce sommet, son 
équaliott devient : 

2.W-L- 2 Bty' hh2Cpj'*+- I> (»y'-hlx'} H- E F i*^ + y») H G {» -4- y' 4- H (f (-y') 

I I[r I y)-t 2L = 0 [31. 

Getlc équation établit une relation entre les coordonnée» x', y', y des |>oitits de contact de la surface et des plans 
tangcjits à cette surface qu'on peut mener par le sommet du cène f, r . Or, elle est linéaire en x', y', a', d’où il suit 
({u'un cène quelconque, circonscrit è une snrface du second degré, louche celte surface suivant une courbe plane. On 
aura l'équatiou du plan de celle courbe en mettant dans [3', au lieu de y', les coordonnées de x, y. t du |dan. 
ce qui donne : 

2A*r t 2B(y4-2Cri i Ü(*y + fx) 4-E (ty -}- Jf) + F (>; -4- sr) G (»-4- x) -h H (l + y) -I- 1 (•- 4-i) 4- 2 I- = «- 

Cre. — An lien d'o&sujétir le plan tangcni à passer par le sommet du cène, on {Mourrait exprimer qo’ii est constam- 
ment parallèle à nue droite. 

Soient : x = az, y = bi, les équations de eette droite. 

L'équation de condition qui exprime que le plan langent représenté par [2;. passe jtar celle droite, est ; 
fl;2Ay f-Iiy4-Fy4-0:n è(I)y4-2Bÿ'-f-Ei' t-n -t I-y* f Fy4'2C^'^ lr=0; 
or, un jiian constamment parallèle ù une droile qui sc meut en touchant une surface du »e<Nind degré engendre une 
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surface cylindrique qui lui est circotucritc ; «loiir la courbe de contact de ces deux surfaces est {daiie. et l’équation du 
(daii qui la coiUieut est, eu reiupluçant dans lu dernière x’, jr', » (uir x, y, i : 

X ^2 Afl ~t ' Dfr 'f' F( “t" SI “1“ ^ "4“ K « (_Frt -f- Kè i- % Ci -f- Ga ■ î lll> t ■ 1 = 0. 

676. — TutoHàuK. — Si trois plans rectongulaircs touclieiit coiKStammeul une surface du second dq;ré qui a iiu 
centre, le sommet de l'angle dièdre qu'ils fonnent est truijours sur la surface d'une sphère concentrique à cet ellipsoïde, 
et dont le rayon i^t égal à ta racine carrée de la somme des ln)is carrés des trois demi<-«ixes. 1/équation générale dev 
surface» du second degré qui ont un centre c&t : 

M:* f-.My-+-M*x* 1- L' = 0, ou plus Simpleiiiciil : l*x’ H T V ï- F"-’ = *• 

I.es trois plans rectangulaires louchent Celte surface en trois points, dont les coordonnées sont : 

Pour le premier point : x', p', z* ; pour le deuxième : s'\ p", i" ; pour le tro||iètne , x"', y"', donc , on aura . 
entre ces coordonnées des points de contact, les équations : 

1’';'*= I; Px'M IV* 1 l ; Px • i py * 1 5'*’P=I [tj; 

et les équations de ces plans tangents seront (n** 6G6) : 

■ Pxx' q- Pyp' -+- P" ji' = I ; Pxx" -h P'pp" 4 P"«" = I : Pxx"' + Pgp"' i- P';i’" = I [2]. 

On exprime que ces plans sont reelajigutaires entre eux 'ii** 135] par les équations de condition : 

PVx" 4 P''ÿy + ' =» 0, PW' 4 0, P*x"x'"+ P'V'p -i = 0 (3’. 


P'i' = c, P r^e', P";"' = c". 


= ' l*J; 


Admettons que : 

Px's=a. Px" = fl', Px^'^a", PY=i». P'p" = y IV' 

I.es systèmes des équations [f], [2], [3] deviennent : 

a’ P* f» , a'* b’* r'» , a"* ft"» 

-p- 1- -pr-4- -|vr = I» “F P ■*". “ '' "T* ■ F F 

flx-f *pH-c: = (» a'x4- *'p -t-c'i = I, a"x4-t"p-|-c"î = 1 [5], 
aa' -f 4-cc' = 0, iia" h W' 4- ce" = 0, a^a" 4- b'b" 4- cV" = 0 [6]; 
et »i, pour abréger, on suppose que : 

= n''4-l»'*4-c'*=H'*, a"* 4- = R '* [7). 

On conclura que les relations [6] et [7] donnent lieu à celles-ci : 


ab a* b* 


rtc aV «"r" 

be b’r' b”&' 

K*' + ir> ^ H T 

S= 0, 

H*' H’T + "ff 

K* + ivi'+ H'. 

O' o'* «"• 


t> »'■ F' 


II' + ir* + K'* 


H? + H » ~ • 

|j. + H-. + H". 


Maintenant la question consiste h éliminer des équatioiLs [3], des plans tangents, les coordonnées des trois points de 
contact. Pour effectuer cette élimination, élevons ces équalious au carré aprH avoir divisé U première par U, la so- 
conde par R', et la troisième par R". Ajoutons ensuite ces carrés, et nous aurons, à cause des équations [8] et [9] : 

■* h> + H'»" ■ 


Ajoutons les équations [4] après avoir divisé lu première pur R', la stMxmde |>ar H'*, lu troisième s*ar R "*, nou» mi- 
rons. à cause des équations [9] : 


J_ . JL_,_ i I I 

R. -t- R't \ 9 - -p -h pr 


I 

pr ♦ 


donc : 


X' 4- P’ -4- i* = 


I I I 
■p* 4" i»x 4- -pî . 


équation d'une sphère du rayon : 



I 



liaiis le cas de rhypcrboloïdc. une ou deux des quantités P, P', P" sont iiégalivi^ et la réalité du rayon de la splièro 
dé|Kmd du signe cl du rap(»ort arithmétique de ces quantités. Si l'on avait : 



il n'y aurait qu’un seul point par lequel on piit mener trois plans tangents reciangulutres, et ce point serait le cenirv 
de la surface, puisqu'on aurait : x> 4 - y» 4 - j* = 0 , ou: xasO, y = 0 , i-= 0 . 

677. — Lorsque la surface du second degré n’a pas de centre, ou plutôt lorsque lu centre est à riniirii, ta sphère en- 
gendrée par le point d'inlersei^iion des trois plans rectangulaires tangents devient d'uu rayon infini. c’csl-à-«lire qu elle 
se réduit à un plan. 
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Pour déterminer tii position de cc|dan, sultslitiionsdansi’équAtion de ta «urfai'e : Fx* 4-F'ji* + F"«‘ = 1. À la place 
de F, P', F" leni'S valeurs : 2a, 2fr, 2c étant les demi-diamètres principaux de la surface. 


Frcnanl pour origine des coordomiéc« Textrémité de l'un des trois diamètres, par exempte le diamètre 2a . rappor- 
tons la surface à trois nouveaux axes parallèles aux diamètres principaux, tes nouvelles coordonnées d'un point quel- 
conque x'^ y\ i* de la surface seront : x‘ = x+a. v'=]r> *' = «; l’équation de ta suKaee deviendra : 

«• - 1 - 

ou, en supprimant les a<*cenla des variables : fr*c*x* — 2 n4*c*x -p -f- o*fr*i* .=• Ü. 

Nommant p et p' les distances de l'origine des coordonnées aux foyers des sections principales mesurées sur Taxe 2<i. 
on a : sa 2«p — p*, c* « 2flp' — p'*. Subsliluaiit res valeurs dans la dernière équation, elle devieni : 

(2 ap — p’' (2 ap' — p'*) [x* — 2 wx) + «’y* i* "F* — P^i 4- <**•* — F* ' — 0* 

Divisant tous les termes par 2o* : • 

Quand le centre de la surface est situé ù une distance inliuie de l'extrémité du diamètre principal 2a , ce diamètre 
principal devient inQni, et l’équation de la surface se réduit à cclle<i, qui comprend les deux paraboloîdes : 

pi* I F>* — *fp’x = 0. 

Lin rapimrtaiU la splièrc décrite par le |»oi»i d’interscelioii des trois plans rectangulaires aux nouveaux axes, Téqua- 
lioii de cette sphère devient ; x* — 2<ix-|-p’ = è* Fc» = 2flp — p* H- 2op'— p'*. 

Ixjrwiuu le diamètre ia est infini, cette équation se réduit a celle d'un plan perpendiculaire à ce diamètre : 


le signe + le paraboloide hyperbolique, le signe — pour le paratmloidc elliptique. 

678. — Théorbve. — I.e volume du parallélipipède circonscrit à une surface du second degré est constant, quelle 
que soit la direction des arêtes de ce parallélipipède. 

Soient trois diamètres conjugués 2 s', 2 è', 2 e^. Les six plans tangents è la surface du second degré , menés t»ar les 
extrémités de ces trois diamètres, sont parallèles deux à deux et comprennent le itarallélipipède circonscrit. Or, on a 
démontré (ii” 670) que le volume du |»arallélipipède oblique construit sur les trois demi-diamètres a\ b\ e' est égal au 
parallélipit»èdc rectangle construit sur les trois demi-diamètres principaux a, h»e; donc . tous les {tarallélipipèdcs cir- 
rooscrits sont égaux en volume, et l’expression de ce vuluiiie est 8 . <ièr. 


CHAPITRE VI. 

I»E LA bIHi-XTRIce DES CUIHBES IHt SECOND DEliltE, DE LEl'R EQI ATIO.N DOL.VIRE. DE LA MESl'HK DE LEl'R 
SlRFAt'.R. EQl'ATIO.N ROLAIRE DES SCRFACES DU SECOND DEGRE, DE LA SOLIIMIE DE CE.S SURFACES. 


§ — ■irsctncf des cearbei éa sKaté <«|ré. 


679. — L'ellipse, l'hyperbole et la parabole sont liées entre elles par une propriété telle que la distance d'un qucl- 
(’onqne de leurs points à un foyer est à la distance de ce même point à une droite donnée dans un rapport connu. 

La droite flxe reçoit le nom de directrice; r<dli{>M! et l’hyperbole en ont deux, et le rapport connu est celui de I'ex> 
cenlricUé (n^ 150) au dcmi-graiKl axe; la parabole n'en a qu’une (ir* 161), cl le rap;iort connu =a 4. 

Nous démontrerons cela par la synthèse et par l'analyse. 

On sait que la valeur du rayon vecteur F'M' (6g. 270) de l’ellipse (n* 154) est exprimée par ; 
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A l'cpréMiUe le demi grand axe OA, cl c rexccntricild OF de la courbe. Cette formule e&t la môme chose que : 

a — A c 
X “ A' * 

Proposons-nous de chercher ce qu'il faudra ajouter au déiioniiiiaUeair du premier nombre, son numiVatcur 
étant augmenté de A, pour que le rap|»ort — ne change pas. 


Notons par A la quantité ajoutée au dénonuiiatcitr, noos aurons : 


xH-rf X’ 


— - ç 

A =s y puis rf = — ; donc : 


Al = 


x-+-d 

Construisons géométriquemeut celte expression, elle nous fera connaître le lieu de la directrice de l’ellipse. 

A* 

La valeur de est une troisième proportionnelle à rexcentricité c et au demi grand axe A. Pour la trouver, pre- 


nons sur le petit axe I>C prolongé : 01 = OF', et 0£ OA ; tirons IA et EB qui lui soit parallèle et rencontre AA' 
en B, il s'ensuivra que ; OB ^ OE OA ; 01; ou : OB ) A X A | c; donc : 0B= . 

Menant LL' perpendiculaire en B à l'axe AA' prolongé, et de chaque point M' de relli|ksc conduisant des perpendt- 
i-ulaires M'K à LL', nous aurons : 


“fiTÎT ttM' + flÔ 

Cette per|>cndicu]aire LL' est une directrice de l'ellipse. Nous aurions déterminé l’autre directrice U\' en répétunl 
au sommet A' la construction précédente. On les nomme directrices parce qu'elles servent à diriger pour tracer la 
courbe, les axes, cl par conséquent l’excentricité étant donnés. Voici comment : aux points p de l’axe AA', on lui élè- 
vera des perpendiculaires pT qui rencontrent en T la droite BE prolongée sll est nécessaire; pois du foyer F' comme 
centre, et avec des rayons égaux à pT, on décrira des arcs qui coupent les ordonnées en M' et M; ces points apt>ar- 
tiendront & l'ellipse, car : 

F'M' _ OF _ ^ _ pT c 

inr — “ôx “ OA " "pB ' “ X • 

A* A* 

Dans le cercle, l'cxeenlricilé c n’existe pas, d'où il suit que •^devient pour lui , symbole de l'infini, qui cx- 
lu'ime que te cercle n'a pas de directrice. 

L’angle OBE est toujours moindre que 45° pour l'ellipse, puisque OE < OB. Si nous admettons que OBE 45, aloi-s 
OE = OB, et, conséquemment, 01 ou OF c= OA, c’esl-è-dire que l'excmitricité est égale au demi grand axe. Le foyer 
F, le sommet A et le point B se confondent, et l'elliiiec d«%énèrc en une ligne droite. 

Nous obtiendrons un autre résultat en laissant le foyer F' en toute autre part qu'en B, et entre A et 0 ou au-delà de 

A; il faudra nécc&saireinent ([«e le centre O soit à une distance iaâiiîe, alîn que ou = I. Dans cette circons- 

lance, nous construirons une courbe dont chaque point sera également éloigné du foyer et de la directrice; par con- 
séquent, A occupera le milieu de BF'. 

Plaçons l’orij^ne des coordonnées en un point A, et nolonspar m laligneF’A = BA, le triangle rectangle F'N> donne : 

FTd’’ = W' + TF'*- 

Faisons remarquer que d'après la construction précédente : 

F'.M’ 01 OF , F'M' , ui* 4D . An 

M K" =-î5ï= OA-î inr = '’ ='•>' = AP I - AB = x_«, 

et: (x-f »i)»=sÿ*-f-(x— qui donne : p’ « (x-l- «]• — (x — w.*.= 4 «j-, 

équation de la parabole, car m = 1 et: p* = 2pr, comme nous l’avons iodiqué (tr* ICI'. 

Le centre 0 cl Paulre foyer F étant à une distance inBnie, U n'csl plus iwssiblc d’cffcclncr une autre construction 
semblable à celle que nous venons de faire au foyer F'; ainsi, la parabole n’a qu'une directrice cl qu’un foyer. 

37 
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Il üaïucure prouvé que dans l’ellipse l’angle OBE n’atletnl jamais 45**, parce que l'cxcentrieité c est toujours 
ilre que le demi grand ave A. 

\ oyons s'il ii'cst pas une autre courbe |»our laquelle l'angle OBK est plus grand que 45*, e'cst-à-dire qui ait une pro- 
priété telle que son evecntricité r soit plus grande que son demi grand ave A. 

I.c foyer F’ (Bp. Î78) est alors placé en dehors de AO; la perpendiculaire, élevée au point P de l'axe, rencontrera 
BE prolongé, cl consirnît comme nous t'avons dit, en T. Du point F' comme centre, cl d’un rayon = HT décrivant un 
arc de cercle, il cv)upcra la courbe cherchée en deux points M, M', car : 

_ _HT _OI _ OF' _ 

M'K - PB OA “ OA" ” A ■ 

Maintciiarii. le triaugle F'M'P donne : F'3Ï'* == mT‘* + K'P* — p* i- ;|F'0 -f-OP * = j* + (f + -ri*. 

fteste à détermiffer F'M' ; or : 


rw c 
mTT 


ou 


É.M'K f OPH OB^ 
FM=— J— = ; 


S : OE; 01 :: OB ; OA, ou : A ; c” OB ; A, et 0B = 


A* 


done 




ir 


videur connue du rayon vecteur (n* 155) de l'hyperbole; ainsi : 

,. = (^A+ -H V (,. _ A.). 


t'-iluation de l’hypcrimle (n* 155). Il est visible que nous pourrions faire au sommet A' les mêmes constructions qu’au 
sommet A et tirer la droite UV. Il résulte de eda que l’hyperbole a deux directrices comme l'ellipee, U première U.' 
servant é trouver les points M, de la branche MA'M', et UV à déterminer ceux de la branche «lAm' en agissant de 
la manière que nous l'avons dit pour l’ellipse. 

E'ajigic OBE ne sau^dl égaler 90% autrement il faudrait que OF' ou c fdl infiniinont plus grand que OA ou A, et la 
roustriirtion serait impossible; mais OBE étant plus grand que 95*, on retombe en la construction précédente relative 
h la parabole, dont les branches sont tournées du cété des abscisses négatives. Nous ne répéterous pas cette constrm- 
(ioii qu'il (tsl facile d’effectuer. 

680 . — Pour traduire en langage algébrique la théorie ci-dessus, supposons l'origine des coordonnées en A (Bg. 27K 
i79), et rup}>elûns-Kmus que du point P' comme centre, et d'un rayon F'M' égal à PT et pT, nous av ons décrit un arc d« 
rerck au moyen duquel nous avons déterminé les points M, M' de la courbe; mais l’excetttrk-ilé et le demi grand ave 
«le ces courbes étaient donnés , tandis que dans le cas actuel nous savons seulement que le rapport de F’M' à M'K doit 
être égal à celui de OF' à OA, lequel doit être douné; or : 

F'M' I M'K ; ; OF' ; ÜA ) 1 oh ) OB, ou : ; | OF' ; OA " OA ; OB, puisque OE = OA, proportion qui revient à : 
F'M' : M'K ÜA : OB OF’ ; OA; d’où : " OA— OF' : OF' “ OB — OA : OA, 
pourl'ellipsc (flg. 979], et par conséquent ; * | AF' ; OF' ; ;*BA * OA, qui est la même chose que ; * * m ) OF' | | OA, 

en faisant : AF' s= m, BA = r. Donc : F'M' ) M'K * * m ; a, ainsi : F'M' ) {x 4- ») y. « | a, et : 


F'M' = 


Jt-\- a;« 


Le cercle, dont le centre est en F', qui a pour abscisse Fp = Ap — AF' = x — m, pour ordonnée y et pour rayon 
MTa représenté par : y* (ar — s», ou en mettant |H)ur i sa valeur : 

i£±i« V 


d'où : 


a*ÿ* H- a*x* — 2 aW | m*H' 


— M*x* — 2 M*ax — m’a* = 0 , qui donne : 

* ■’" J ^^0 [(]. 

équation privée du terme tout connu, parce que les courbes qu’elle renferme, l'ellipse, l'hyperbole et la parabole ont 
leur sommet à l’origine des coordonnée.^, Ie5quelie> ont pour directrice une droite LL', dont la position, pour chacune 
d'elles, sera déterminée lorsqu'on connaîtra a et a. Ces quantités varient pour eus courbes en passant de l’une à l'an- 
ire, de sorte que nous aurons h examiner les relations : a s=; w; m < a m > a. 
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La première liy|>olliî»c faite dans [4] la réduit à : y* = 4 n-r, équation ironréc déjà (n* 679Î, Uquelle apparlieiil k 
la parabole; ainsi, le sommet A de cette couHm est au iiiiliou de BF'. 

La seconde hypothèse : u < n, nous annonce que le coeficient de x* dans [4] est cssenticllcmont positif; d'un autre 
l'été, la proportion : ÜF' ' OA I* n 1 a. donnée cwlessus, nous conriniiant que rex<xmtricilé étant moindre que U* 
demi grand axe, la courbe à laquelle ces propriétés eomiennetu est l’ellipse. Voyons quelle sera Téqualion de celte 
iHiurbc déduite de [4], L'ellipse rapportée à ses axes et il son sommet a pour équation (n” 131] : 

RI H* i R* 

ï' = JîiVj— f*:, ou: »' l- jp-Jr' x = 0 [î], 

équation kleiitiquc avec [{]. Donc, pour construire Taxe AA' (bg. de cette courbe, les quantités w cl a étant don* 
uéi»ô en nombre, on prendra les poiuts B, A, F' sur une droite, et tellement disposés que BA = a et AF' =s le |>oini 
F’ sera le foyer de l’ellipse et A le sommet. On déterminera l'aulrc sommet ou la longueur de AA' par ccUe propor- 
tion : a ] A'B m\ F'A', de laquelle on lire cette autre ; » — m ] m ] ] A'B — F'A' * F'A', ou : 

a — m ‘ w * * » 4- « * F'A', puis : F'A' = . 

* * a — ai * 

On portera de F' en A' une longueur = F'A', et AA' sera la longueur chcrcliéc do Taxe, laqiiellc est : 

(«4-aiai , Sam aai 

AA ta -i — ! h « = t d ou il suit que : A s= AO *= . 

a— «a B — m ’ a — ai 


Élevant au point O, milieu de AA', une perpendiculaire CD , du point F' comme centre, et d'un rayon — • 

on décrira un arc de cercle qui coupera CD enC et D, extrémités du second diamètre DC, à l’aide duquel et du prée<t> 
dent on décrira l'ellipse; ou bien sur la perpendiculaire indéfime OF4 on prendra OE = OA , et on tirera BE. droite 
avec laquelle, et les ordomtées de la courbe, on déterminera (n* 679) les points de ccllo-ci pour la décrire. 

Ce que nous venons de dire est contirmé par l'équalioii [4]. En effet, comparons terme À terme celte équation avec 
[2], nous aurons : 


B» 

~K^' 


l.a forniule [4] donne : B* » 


a* 

|- ib’ji'i 


^ a»ia -I- »y , . 

. A. Portant cette valeur dans [3], il vient : 


in*»i 4* "»*s'A n* — m* 

«*A* ^ “ n» 


d'où l'on tire : A s 


«*(ll 4- M*ll 


W*HI I BI»W HW 

(a — Ml (a 4* ia) “ a — » 


Substituant a la place de A sa valeur dans [4], ou trouve : 

= •‘'rL±^ , d-où : B = + + . 

am a* — F » — m 

lieiiii-axc de l’eUj^Ae exprimé en fonction des quantités n et a. 


Arpuranox. — • Soit m - 


2ft 


SS AB; ni =s AF' = 2. Pour que la deinonst ration précédenle soit exacte , il faut que 


les équations [4] et [î] soient les mêmes. Remplaçons w et n par leurs valeurs dans [4], nous aurons : 

( 4 T-‘) . „ 

— ïftô — m -•*■=0- 

64 


400 

64 


Développant et réduisant : y* 4- x = 0. Maiiilcnanl : 


100 

20 


. î 




B — m 20 


— 2 


400 


= -“ =10; B= 


/ 


JL — î “ ' 


cl l'équatioii [î] donne : ÿ’ f i’ j = 0. Par U troisième liypolbèsc : « > a. d'où il suit que le coef- 

ficient de x* dans [4] est négatif; aiOM, cette équation convient à une hypcrlmlc, car 27S) la pro|»onioii : 

FM'; M'K ;:OF : OA. ou : OF ; OA M ; 
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mailife&ie que pour celte courbe rexcentricité OK' est plus grande que le (iemi grand axe AA'. On peut donc dire que 
l't^jualion [4] ou : 




[5]. 


B* i H* 

cal identique avec l’équalîün (n* 454) : ÿ»— ^ x* j- x = 0 [6] de l’hyperbole , celle courbe étant rapportée 

à ae% axex et à son sommet. Dans l'hyperbole, le soiiiinel A est ctitre R, point où la directrice coupe l'axe et le fover 
F'. Ce point A étant donné de position, ainsi que le foyer F', l'autre point B est nécessairement connu, puisque m et a 
le sont. D’après cela, on construira le grand axe AA' comme nous l’avons dit pour l'ellipse; et par la pro(N 3 rtion : 
m ; F'A' ; ; a ; B'A', ou : » — B t « ! I F' A' — RA' ; F'A\ et; — b;ipi;;wH-b; F'A'; donc Î 

81 — M 

ce qui veut dire qu’une loogucnr = FA' devra être portée de F' en A', et l'on aura : 

'Bt + B}ai îaa 


AA' = 


et: AO = A=s 


— B «—a ■ n — a 

Nous disons que tes éqoations [5) et [6] sont les mêmes. Un exemple numérique Je prou\cra. Soit ; n = AF' s=s i; 

= AB = 4^ , nous tronverons : A = — =ï 8; B = 

Substituant ces valeurs dans [6] : 


-±V^¥^-± 


6, demi-axe de riiyperbole. 


S* — 


46 


4U 

46 


x=0. 


«81. — Noos lirons de la discussion précédente celle conséquence : que l'équation d'une des courbes du second 
degré étant donnée , si Ton veut construire leur directrice , on atteindra ce but , pour la paralmle , en portent sur son 
axe, de part et d’autre du sommet, des longueurs égales au quart du paramétre; c’est ce que nous avons déjà enseigné 
(n* 464). 

Pour l’ellipse et l’hyperbole, on déduira de leurs équations la valeur de leur cxceulricité (n** 529 et 5681. 

Pour la première : c = OF' = \/ A* — B* ; pour la deuxième ; c = OF' = W' A* -f- B* , puis on déterminera AF' 
l»oj‘ ces formules t 

AF' == OA — OF' = A — V/ A» — B»; AF' = OF' — OA = f F— A. 

Il n'y a pJusqueABd’mdélerminé; on l’obtiendra par cette proportion î OF' * OA AF' ; AB, de laquelle on déduit ; 

V A*— B» ; A ; : A — VA* — B* ; ab = 

VA* — B* 

VÀ* + B*; A ;; va* + b*— a- ab= 

VThTb* 

On prendra sur Taxe de l’ellipse, A partir de ses souiraeU A cl A’ (fin. Î79), des longueurs telles que : 

ab=a'b’= a*-avA*^t 

VA* — B* 

et sur l’axe des hyperboles des longueurs comme (Ag. 278) : 

AB=A’B'= ; 

puis par les points B, B', ainsi trouvés, on élèvera des perpendiculaires : LL', IT aux axes AA', lesqueUes seront 
directrices cherchées. 


$ 11. — Inatiasi yalaim 4ei CBSiies. 

— On entend par péle un point d’où l’on compte les dwtances à tous les points d’une courbe. Cette distance, 
qu'on nomme rayon vecteur, est exprimée par une équation, dans laqudic la variable principale est l’aiigle que fait le 
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rayofl vecteur avec une droite donnée fixée de po&itionsur te plan de U courbe. Cet an^le et te rayon vecteur sont dil> 
( (K>rdonnées polaires. 

Pour rendre cette définition plus sensible, soit MM'w (6g. 276) une couibo quelconque, O le pèle, OM' te rayon vec- 
teur, ou distance de O au point et OB' la druile fixe. Désignons par u l’angle M'OB' de OM' nrec OB'. 

i/équatinri qui renferme a et « sera telle, que faisant varier k de grandeur, et que les angles qu'il représentera soient : 
liOB', M OB', MOB’, etc., etc., il résultera pour i d»*» valeurs OB, OM', OM, etc., etc., différentes, le»}ueiles indique- 
ront tes lieux des points B, M', M, etc., etc., de la courbe. 

683. — > Les courbes du second degré étant déjà connues par des équations entre des coordonnées rectilignes, «es 
équations facilitent les moyens de déterminer leurs équaiioits polaires, d’autant qu’elles ont des rayons vecteurs dont 
les expressions sont co)Uiues. Commençorus par l'ellipse. Plaçant le |mMc en F', nous avons trouvé (n* 151) ,tig. : 

F'M = J = A+-^, F'M' = s = A+~ [1], 

rayons vecteurs menés d'un même foyer à deux points M, M' du l'ellipse, situés sur une même ordonnée MP.M', l’ori- 
gine des coonlonnéc.x étant au contre C de cette courbe. II nous est facultatif de conserver celte origine. 

(’alculons, en coordonnées polaires, les valeurs de t. I.es triangles rectangles F'MP, F'.M'P' donnent : F'P ^ F'M cos. u , 
F'P' = F'M' . cos. a ; ■ tient la place des angles MF’P, M'F'P. On lire de ces formules : 

F'P = F'O >1' CP =3 c -f- J = i . cos. ■ ; F'P =sCF — CP = c + x= — j . cos. a , 
d’où; x=i.eos.a— c, x — — V . cos. a — r. On sait que c est Pexcemneité de relbpsc(n* 529 . Subslilitanl «r> 
\aleurs de x dans les formules [1], il vient : 

. . c [i . cos. a — ri . , c(— ;.cos. » — e) . , A* — c* A* — c* 

A A A — c . cos. n A H c . cos. a 

équations polaires de l’eUipse, te pèle étant en F', mais A* — c* = B*; comme nous l'avons démoatré 155); ces 
équations reviennent donc à cellesH:‘i : 


B' 


* A — cos. U À* — B* ~ A H- cos. a A* — B’ 

La première servira à déterminer les points de la portion A'BMA de l'ellipse; la deuxième, les |»oints de la pmiiun 
A'B'A, semblablement disposés. En effet, suit a s=0, alors eus. a s 1 ; la formule [2] donne : 

B* A’ — ri 

- = A — 

La formule [3] : 

B» A» — ri 


B* 


[3]. 


= A H-cas F'A. 


A V/ X' — ’b* A + c 


■ = A — c = F'A. 
B* 


Faisons a = 90®, alors cos. « =a 0, cas auf|nel [2] et [3] donnent : i = -j- = F'D F'D', puisque 1c cosinus «b* 

270“ est aussi égal à ïéro. Dans ces positions, le rayon vecteur est égal au demi-paramètre de l’cUipsc. 

Que a as 180®, cos. a = — 1, U formule [2] donne : 

SL A’-ri 

AH-KT»— B' A-hc 

et la formule [3] : 

. B* A*— ri 


.==*A — F'A'. 


A — l/À*— B* 


A -f- c 


«=: AH-C=:F'A. 

B» 


Que a = 270®, cos. asO ; les formules [2] cl [3] donnent : ; = ==F’D’ = F'D; enfin que a = 360®, cos.a xs 1, 


Ces résultats constatent que les formules [2] et [3] peuvent indifféremment être pri.ses Tune iwur l'autre pour délir- 
mim;r les points de l'eHijisc. .Maintenant, metton.s le pAle en F ; les rayons vecteurs Fm, F«' sont représentés par ; 


F» = i' = A — 


Fm' s A — - 


"ST' '-----x 

puis les triangles rectangles FaiP', Fm'P donnent . FP' = Fa» . cos. a, FP = — Fw' . cos. u, ou : x— . c = i' . cos. m -h «■ 
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‘3* . cos. «; donc 


A — 


f (f — . cos. Il ' 


A 


IP 


J — f = — . cos. ti, d'«ù : xss . cos. t^c- 

B* 

cl : 


A^-C 08 .■ V/A» — B» ’ ' “ A — cos.yV A» — B*’ 

^uicurs semblables à celles du rayon %ccleur 3 , mais dans un sens inverse; cVsi-à-dire que la première seri à déter- 
miner les points de la portion ABMA\ et la deuxième ceux de la portion A'IVA de rcUi[ise. 

68A. — L'uyrtJisoLE. — Les rayons verleiirs Fm. F.M de l'Iiypcrbote sont exprimés i.fig. Si' ainsi qu'il suit : 






A. 


I.t* triangles rectangles FiaP, FMP' donncnl ; 

FP — Fm . cos. «, FF' = FM . eos. a, ou : c - 

J- 

Mettant cea valeurs dans relies de il vient: 

f \c — 3 . cos. M 


■■ 3. COS. a. c + J = J . cos. «, et ; j- = c — i . cos. a, 
. cos. U — r. 


-A, 


- — ^ ^ 


-+- A. 


tl'où ; 


•luiM*: 


■" A 
Fw “ ; = 


— A* 

c . cos. B 


C* — A» 


— Aie. IH>S. N 


A -t-cos. « V^ A’ I B* • ro». . V'' A* 4- B* 

IMa^'Ons le (mMc en F' itig. et tirons les rayons T'in, F'm', nous aurons : 


t»— A* ^ B», et c=V A* -F B'*; 
B’ 


-T PI- 


F’fii = y=-if- + A; 




-A. 


Le» triangles rectangle» F'mP, F'w'P" donnent : F'P = F'm . cos. 11 , F'P" = F'ia' . cos. « 
— c = . cos. B, et : J = 4 ' .cos. a — c, x s= s' . cos. a -+-c; donc : 


ou : xH-essï • . cos. n. 


c '3* . CO». M — 


H-A; 4 ' = 


J 4' . cos. a -f- r 

'A'-'' 


d’oti Fon tire : 

F'm = 4 ' Si — 


B’ 


cos. U V/ A’ + B* — A cos. «Va* + B* 4 -A 

équations polaires semblables aux précédente», mais inverses. Dans ce que nous veAons de dii*e, il faut concevoir que 
le.s rayons Fm, FM sont une même ligne droite ainsi que le» rayons F'm', F'm, en sorte que le pôle étant en F, l'expres- 
sion [1] du rayon vecteur conviendra à tous les points de la branche b Ab' de l’hyperbole, et l'expression [3] k tous 1rs 
points de la branche aA'a'. On voit ce qu'il y aurait k dire jtour l'autre pôle F*. Considérons le pôle F flig. ^0 . Si 
U = 0, ou que l'angle OF.M devienne uul, en ce que le rayon F.M sera rabattu sur FO, alors co«. a I , et on a |«Ar [I] : 
H» c» — A* . ...1 —B* r» — A» 

-l-A = par [«] ; 4= 


-A, 


B’ 


tii. 


-c-t A = FA. 


A+V/A' + B" 7+Tr—'~‘'-“'’ •— =7^.^- — ff— A) 

('oncevoDs que FM se relève et forme avec FO un angle de 90**, il se confondra avec Fa. Jusqu'à cet instant, les va- 
leurs de cos. a étant positives, celles de [4] et [2] le sont aussi ; puis quand urs üü”. les équations [4] et [i] suut rr»> 

B* 

fermées dans [4], de laquelle on lire, ptmr co». as A : 4 « = Fa, demi-paramètre de Hiyperbolc. 

Maintenant, l’angle MFP dimimianl depuis 90“ jusqu'à zéro, il arrivera uu instant où le rayon FM cessera de loucher 
ta branche uAa', la valeur de [2] sera inlinie et [4] fournira un pcniit de la branche MBM'. 

.\rm de le prouver, uicnous les asymptotes; la laugcnle irigonoiiiêlHque (n“ 597 de fanglc qu’elles font avec l'axe 

de rhy|>crlK)le, est représentée ; ainsi, lorsque le rayon FM prendra la position Fd ou FQ parallèle aux 


asymptotes lui', IX', son angle dFO avec BA aura aussi pour tangente irtgonnmétrique Nous disons que. dans 
cette cirtoiistaiice, l’exprossion [2] devient iiilinie. 

Cherchons la valeur de cos. » dans l'hypothèse que l’angle a du rayon vecteur avec l’axe BP ait pour tangente irigo* 
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nmiiétrique ~ 

B* 

; or ; séc.’ a = tang.» a | 1 = -gy d- 

(= 

B' + A* 
A* 

c 

as ; donc : sée. a a ensuite 



r 

1 

II 

! 


ros. « 

T 

cos. 1 


Porlaiil cittte \alc^ur dans [I] et [3], ou trouve : 

A-1-— - îA — 

f f 

rt^sultaU que nous avons annoncés; mais si le rayon s prenait les positions ¥i), FQ% auquel cas taiipente est iitHca- 
ti\e, et, par conséquent, eos. « = — 


Les formules [f] et [î] donnent toutes deux : :=■ valeurs infliiies qui manifestent que des angles plus petits 


que (JFP et plus grattds que Q’FP auront des cosinus qui, dans le premier cas, substitués dans [I], feront connaître des 
|M>itilsde U brauche MHM'; dans le second [3] fournira des points de la branche mAm'; ou, en d'autres termes, des 
valeurs positives ou négatives de a, comprises entre zéro et l'angle ÜFQ, ou entre zéro et OF(J', substituées dans [I], 
ilomicronl des points de la branche MB.M'; et des valeurs positives ou négatives de u, comprises entre zéro et OFd, ou 
entre zéro et OF9, mises dans ^i], dcterniincront des points de la branche nAm'. l*n exemple numérique éclaircira 
cette discussion. Soit A = 8, B 6, demi-axe d'une hv|»erbole. L'excentricité e =s \/ A* f- B* y 64 ’h 3® = 10. 

Les formules [1] et [3] sont : 

, _ ri-'i . . — _ ffil 

8-f-cos. v.io ^ ** cos. U. 10 — 8 ‘•J* 

A 8 

Le cosinus de l'angle QFz^ ou de l'migie dFO est égal & — s ^ , mais avec an signe contraire. Faisons remarquer 
que les arcs positifs sont à gauche de Na pour le pèle F, et les négatifs à droite. En conséquence de cela , concevons 
que co«. a = ; les équations [ô] et ^fi] donnent : 

in 3G ... 

Que cos. a = — , on trouve par les deux équations. El comme ce cosinus convient aux angles OFP, O'FP, 

les rayons vecteurs sont dirigés comme FQ, FQ'. 

Nous pouvons former toutes les hypothèses depuis cos. a = I jus4|u'à ros. u égal à un nombre plus petit ou plus 
jjrand que Soit et», «= 1, les équations [3], [6] donnent ; 

; — s: 2 TB ; ; = == FA ; car tes. — a = cos. -f- h. 


Soit cos. a = 


~9 


, la formule [3j donne : i = 40,5, pour un point de la branche wAm' compris entre n et a. La 


g 

fomiule (5] donne t ~ 3,13. pour uii point de la branche MBM' situé entre I et B , soit cos. » = — ~ . La fornmlc. 
334 

'6j donne : a = =3,13, pour un point de la branche MB.M' placé entre E et B. I.afonniiic[5] donne : ; = 40,3 

|M)iir un point compris entre m' et 0' sur la branche «An'. Soit eos. ■ s= 0, les foniiulcs [5] et [6]doutiunl : i = 4,5 «s F.N 
= F», denii-[Hiramèlre de l’hyperbole. Soit cos. a ^ la fonnule [5] donne ; i— 3,45, pour un point de la bran- 
die MBM' entre I et N. I.a foniiule [6] donne : ^ s 27, pour un point de la même branche situé entre N et M. Ainsi . 

8 8 8 

il tiemeure démontré que des valeurs positives cl négatives de a plus grandes que et égales à -y* ; -y ; 3, 3, A. 
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t»n aura des points de la brajiche MBM' (‘Oiiipris entre I, B et F, et tous les i»oints de la branche «Am'; que pour les 
8 8 8 8 

valeurs de co&. h plus petites que et égales à , etc., etc., oii déterminera d’autres points de la 

10 14 xU zo 

hrajicbcMHM' situés entre I et V, ou entre E et M'. Cette discussion s'applique, en sens inverse, aux équations po- 
laires [3] et (4] (lour lesquelles le |iûlc est en 1*'. 

686. — Faiubole. — La valeur du rayon vecteur (u* 161) de la parabole est (fig. 281) : j z = FM [«]. Le 

triangle rectangle F.MP donne : 

FP = F.M . cos. H, ou : FP = AF — AP = -J' — s =. i . cos. a; et : je = — i. cos. a. 

Portant rette valeur dans [al, on en lire : : = ; . ^ [41. Quand le rayon est FM', on a : 

1 -f- cos. « 

FF= F.M' . cos. «, ou : P'F = AP' — AF' = x — = : . eos. a. et : x ~ . cos. «. 

Sulislituaiit dans [o], on en tire : • ~ ^ ^ [c], équations polaires de U parabole ; [*] exprime le rayon le 

plus court, et [r] le rayon le plus long, suivant les valeurs de cos. «. 

f)a]]s l'Iiypotlièse de a = 0, cos. « — I , l'équation [4] donne : ^ = AF ; l’équation [r] donne : i , sym- 

hole de l'infini, qui veut dire que le rayon F.V' ne rencontre pas la parabole et se dirige dans l'espace renfermé par les 
liraiitriies de celte courbe et se confond avec Fx. 

Que U = 90*, cos. M s=i 0 ; [4] donne : i =p = Fa ; [c] donne ; î = p = FN. Que « = 180*, cos. ■ = — I ; [4] 
donne : s = , le rayon FM ne louche pas U parabole cl sc confond avec Fx; [c] donne : z s= = AF. 

Enfin, que a = 270®, cos. a *=0, [4] donne : 5 =p= Fa, et [c] donne ; i «sp =s Fa. Cette discussion nous apprend 

que les deux expressions du rayon vecteur en coordonnées polaires sont renfermées dans une seule : , 

il l'aide de laquelle, comme de g ~ 3pr, on trouvera les points de la parabole. 

686. — Par la synthèse, nous avons déterminé les équations polaires des courbes du second degré, cl nous l’avons 
employée de préférence pour ouvrir davantage les idées sur cette belle théorie. On obtient les mêmes équatious par 
une transformation de courduiniées. fort savante, que nous allons faire connaître. 

Soient Ax, Ay ;fig. 276) deux axes par rapport auxquels on a une équation telle que f[x, y] = 0, et OB une droite 
fixe (n* 682} avec laquelle les rayons O.M , OM' feront des angles desquels dépendront leurs longueurs. 

Menons par le point fixe O les lignes Oy, Oy' parallMes à ces axes, et désignons par a , 4 les coordonnées .\ll , OH 
du pèle O; par a, l’angle BOx'; par |î, l’angle des deux axes. Le rayon vecteur ÜM et l’angle MOB seront représentés 
l>ar X et a. On déduit de la figure : APouxssa | OK [1]; MP ou y = 44- MK [2]; puis le triangle MOK donne : 
OK ; OM Sin. OMK : sin.OKM; MK; ÜM sin. MOK ; sin.OKN; d’où : 

OK == * siH- (p — « — g) . _ xsin. [b ■1- a] 

sin.? * ' sin. ? * 

Substituant ces valeurs dans [1] et [2], il vient : 



formules propres à passer de l’équation f{x, y) ~ 0 en coordonnées rectilignes à une autre équaliou en coordonnées 
{Mvlaircs. en mettant i la place de x et y les valeurs trouvées. Mais les formules obtenues ont été calculées pour des axes 
Ax, Ay obliques, et ceux que l’on considère le plus roiiiinuiiéiiicnt sont rectangulaires; or, pour ceux-ci, ? = 90* 
d'où sin. ?= 1, et, conséquemment : sin. i? — u— a)s=cos. [u 4- a' ; donc , les formules [3] se réduisent aux suk 
vantes : x = a |- x cos. (o 4- >), y =: 4 + s sin. (u 4 - > , que l'on simplifiera encore en supposant que la droite OB soit 
{Kirailèlc à Taxe des x ou $e confonde avec lui, comme nous Pavoiis fait dans tes rcebcrchcs précédentes; alors s =; 0. 
pois : x=sa 4 - i . cos. a, y =r 4 4" • • sin. u [4]. 

Si l'on premd enfin pour origine des coordmmées rorigiiie des amieniies, les formules [3] deviennent : 

x = x.cos. H, y SX. si». M [5J. 
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687 . — > ArmcATioNfi. — Pro|>o«nn»->iious de trouver Féqualton polaire de l'hyperbole en prenant pour pdic Iceentre 
même de la t ourbe et pour droite (l\c OP ;fig. ^761 son ave principal. A cet effet, subetituoiu dans l’êquation de l'hy- 
|M*rlH>lc relative à son centre et à scs axes : A*f* — BV* =» — A*B*, Ica valeurs [5] de x et nous aurons : 


. [A*sm.»« — B*cos.*a>*=s — A*B*, d’où; rr -, — 

C05. ■ \/ B* — A* taug.* n 

qui enseigne que si par le point O on en lire une ligne qucicominc .Mnt\ les deux parties Û.M» Om' sont égales cl de si- 
gnes conirairés. 


AB 


De plus, pour que la valeur de • soit réelle, il faut que Lang.* « soit plus |>etite ou tout au plu.s égale à . 


B* B 

Soit tang.* a =s , il en résulte (ang. a = tangentt'S lrigononiélrique.s des angles que font It's 

iisymptoles qtf\ It" avec l'axe principal île l’Iiyperbolc; ainsi, ees droitra séparent les lignes qui renconircni la courlic 
lie celles qui ne la rciu'ontrenl pas. f^onnaissani donc (n<* 684 ), en noiutire, la valeur de long, m plu.s petite que 

on en déduira celle de cos. u, et ensuite relies de z , qui serviront à déterminer les points des deux branches de l'In- 

-f-AB 

i>ert)ole. Pour l'ellipse, on trouverait : s = - . . ■ , vahMtrs toujours réelles , quelles que soicni 

cos. a\/B» l-A’Ung.*n ^ . 

< elles de 1 . 

688 . — Cherchons inainienajit tes équations |H)laircs dt» courbes du second de^c, en prenant pour {>éle mi point 
quelconque situé dans leur plan. 

Soit un cercle M'h'ih [ 6 g. 977', dont le centre est en A, et O un point pi'is pour pèle; OB est une droite fixe p^^al- 
lùle à l’axe Ax, à partir de laquelle nous roroplerons l’angle u du rayon vecteur OM avec elle. 

L’équalion du rende, rapporté à son centre et à see axes rectangulaires, est : y* 4 - x* s R*. Remplaçons g. les coor- 
lionnées x et g fiar (n** 686 ) leurs valeurs [4]. Dévelop{>ant et ontonnam par rapport k z, nous trouvons : 
i*-h 2 (4sin. a -+-flcos. 4 * — H> =s 0 . 

Notons par a* les racines de cette équation, on sait que : V X = a* + 4* " H* ; or, cette relation étant irHli'<> 
pendante de l'angle a que forme lu rayon vecteur OM avec OB, il s’eii.suït que pour deux lignes quelconques Mm. M’m' 
menées par le pdle O, on a la pmpriélé : 

OM X O» = OM' X Ont', ou : OM ; OM' ; ; Om' ; Om. 
qui convient k deux cordes d’un cercle, lesquelles sc coupent en parties réciproquement proportionnelles. 

Tant que le point O est intérieur au cercle ; XP FO c= a* -f 4*, ou XÔ est plus |>etil que XC* ou R*; ainsi , 
a* -f-4* — R* c*l négatif. Cela doit être, puisque les distanct's OM. Om sont comptées en sens contraire l’une de raulre. 

Si, au contraire. le [Wlle O est extérieur en O', alors a* + 4* = OF -4- F'Ô^ , ou AO' est plus grand que H*, cl 
n* — H« est |>o«tif. T.a propriété des séeniilcs sc trouve d’ailleurs démontrée, puisque la i*elation cMessus donne t 
O'.N X O'n égal à une quantité constante, quelle que soit rinclinaison de la sécante. Il en est de iiiciuc de la propriélé 
de la tangente par rap(iorl à la sécante, car le triangle rectangle ADO' dumie évidciumcnt : 

If D* = X??* — XD’ =fl* -f t* _ R» ; d’oii : Ü'D* = O N X 0'«. 

W9. — l/Empsr. — Soient a et 4 les coordonnées Op , O'p du pèle O' des rayons vecteurs 0'4 ,• u l'angle de O'A 
avec une parallèle O’^ à Taxe OA'; les coordonnées rectangulaires du point h étant x et y, ses courdon nées polaires m-- 
ront 'n* 686 ] (fig. 279} : xb a 4- ; . cos. h, y b 4H- •• siii. u; ces vahnirs, portées dans l'équation : 

A*y* 4- BV* = A*B*, 

de rcllipse, donnent : (A’sin.* x -h B* cos.* »)i* -f- -24A* sin. « -h 2nB*eos. 4 4*.V* f-A*B* — «*B* b 0 (4j, équa- 
tion polaire de l'ellipse, le |>éle étant en O’. 

Les hy|K)théscs de a = 0, 4 b 0, rHinènent le pèle O' en O, centre de l’ellipse, et doiiiieiil : 

±A B 

cos. u V B* -4^’ tang.*» 

expression déjà trouvée (u** 687). AdmcUant que AssB dans cette expression, il résulte jiour toutes les va- 

leurs de u, car alors l’ellipse se change en un cercle. 

:I8 
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l-^alânl à xûro te lurme : A*ÿ* + — A*B*, toiil comm de Téquation [<}, on porte le pôle à l’un des points de 

l’ellipse, puisque ce terme n’est que réqusUoi) de relli|>sc en y (-haitKeiuii x en n et y en ÿ. Si, de plus, on dit que les 
deux valeurs correspoiidaiiles de « .sont milles, le rayon vecteur sera laïqteut à la courbe, et la valeur correspondante 
lie U sera celle d’une tangente trigonomélnque de l’angle qu'il fera avec Taxe tant qu’il sera conduit par le point a, fr. 

B*x’ 

pris sur la courbe. On trouve ainsi : lang. a = — e« changeant a en x' et en y'. C’est en cffel rex|>re^ion 

di'jà indiquée (n** 531}. 

Pour mettre le i>ôlc au foyer F, nous avons fr = 0, « = OF = c=: 1/ A* — B*; substituant dans [I] et rciuplaçam 
H’ |iar sa valeur A* — c* déduite de rolle de rexceniricilé, il vient : 

(A*sin.*u -I- A*cos.*« — c*cos.*a’i*-F i (A* — r*)r.s. cos. a -d- A* — c*i c* — A* (A* — c*} =s 0; 
mais sin.*a -f-cos.*w » I ; donc : (A* — c* cos-’aji* f 2 (A* — c*;c.j. cos, a — -(A* — = 0 l’oo tif® • 

^ __ — {A* ^ c»' c. coa. « fÂ* — c^ *f*.cos.^ — ; A* — r* * ’A* — c*cos.*a t . 

* — c’cos.’tt * 


dcveloppaiit et réduisant, il vient : 


— c*/ (~- c. ros .B H;: A) 

~ C 05 .*« 


, qui donne, & cause du double signe : 


A’— c* . A*— e* . _ B* B* 

' AH-c.cos.b ’ A — f.cos.a ’ ‘ “ A H-co«. s V^A*— e* ' * A — cos. » V' A* — c* 

expressions déjà trouvées 'n" 683\ et qui ont été discutée. On voit ce qu'il y aurait à faire si l’on plaçait le p<‘de en F'. 

l.'IlYrcRBOLF. — Comme pour l’eili{a!>c, nous pourrions mettre le pôle en un point quelconque du plan de cette 
courbe; nous nous dispenserons de nouveaux détails à cet égard : nous répéterions ce que nous avons dit pour Tel- 
Ijpsc. Plaçant le pôle à l'un des foyers, les opérations sont aussi les mèiiies; mais nous ferons remarquer que si l'on 
ehoisit le foyer F 'fip. 280^, les valeurs de x et y à substituer dans l’équation : A’y* — B*x* = — A*B* [<] de l’hyper* 
bolc lieront : y s. sin. « ; x s c — > ; eos. a (3], }»afcc que les sommets C et A de la courbe étant placés à gauche de 
F. on doit compter l'angle u dans le sens K, B, A, comme nous l’avons dit (n** 684}, ce qui revient à remplacer a f»ar 
IHü'* — M dans la formule : x = c + a . co«. u. 

ün trouvera, |»ar les sultstilutions de [2} dans [I], et après les simpUHcatioos exécutées pour l'ellipse : 

c» — A* . c« — A' iî! B^ 

A + r.cos.M * * A — c.-i-c<K. «’"'*■ * A *4* cos. « A* H- B" ’ * A — cos. ■ A* H- B* ' 
^•xprcssions discutées (n® 684). 

P-iRAaotE. — En faisant pour celle courbe, rt'ialivemenl à la manière de compter l'angle a. la même obaerv'alion qm* 
{•our l'hy(ierboIe, on sera conduit à substituer dans : y* = 2px, équation de la parabole, les valeurs : y = sin. a. 


r=r — J. C06. a; ce qui donne, en observant que sin.' us 1 — ros.* « : '4— cos.'uU* l-2>p. cos a. ». — p’ — 0; d'on : 

— p. CO». « + V f* cos.’ U 4 P* I — ros 'a) ;^co8. » ’ 

" ~ I— co«.*a 4— cos.'u 


t+côs.*» ' )— m.*« ’ 

valeurs qui ont été discutées (n® 685). 

680. — • .Mesire de u si'RVAnK de L'Ëmpse. — On a vu (n® 185) que si sur le grand axe de l'ellipse , comme diamè- 
tre, on décrit une circoiiféi'cncc de cercle, et qu'on nomme Y l’ordonnée de eette courbe et y cHle de l'elliiitte, on avait 

entre ces coordonnées la rclatioii : y Y, ou : “ "]f" ■ *'®* l’ellipsi* ut du cercle sont dans le même 

f H 

rapport. Soit e l’aire de l'ellipse et E celle du cercle, on aura : ^ X ’ ^ 

li|isc est au demi grand axe de celte courbe, comme son aire est à celle du cercle qui lui est circonscrit. 

.Maintenant, on sait qno l’aire du cercle est exprimée |»ar : uA*. A étant le rayon cl v la demi ctrronrércnce; 

donc : E = «.A*; cl conséquemment : -Sr = — ^rr = » d'où : c = B. A,?:, expression de la surface entière de 

K, ir. A’ A 

l'ellipse. Désignant par r'. B', A*, l’aire et les axes d’une autre ellipse, on aura : e' = ; donc : 

e’ e' ) ) B. An ) B'.A'.n, et : e \e‘ \ ] B. A ) B'. A', 
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ce qui vent dire que les surfares de deux ellipses quelconques sont entre clics comme les rectangles construits sur leurs 
axes. 


601 . — Qi-Ai>n.«TrRE o’i5 .*ir»;>ri:îiT par .> boliqi ' e . — Soit MAiwP ce segment ^Üg. 2Ri proposé et compris entre un on 
MAb et une cunle ^Mrrjieridk'ulaire au premier axe Aj'. 

S'il est possilile de déterminer la surface du demi-segiuent AP.Vf nous pourrons aisément conclure la surface du 
>egment entier en doublant le premier n^nltai. 

Concevons donc que par des |>oints M, M\ M", etc., do l'axe AM, également ou inégalement distants les urus des an- 
tn*s, on ait mené des panülMcs P'R', P'R'’ ; QM, Q'H, Q"R'', & l’axe des y et à l’axe dw x, nous aurons une suite de 
rectangles : BPP'.M', R'"P'P".M", etc., intérieurs A la parabole, et une suite de rectangles R'QQ'-'*'» R"Q'Q"M ', exlc- 
rieors. 

Désignant par j et y ; j', y", etc., les coonlomtées des différents points M. M', M’’, on a pour la surface du re»- 

langleintérieurltPP M' : — et pour celle du rectangle extérieur correspondant t : l = jr' ;ii — g*" . Le rapport 


de ces rectangles est ; - = 


_ J!' 




. Remplaçant x et a' par leurs valeurs tirées des équatimis de la parabnle : 


St* = ïju; jf'* =s ipi't r’est-à-dirc î x = 


I 


»• 


ip' ip 

>' il* — »'*: _ j+il - 4 




, il V ieiit : 


Pour les rectangles suivaiiU, on obtiendrait ; 


-p- = H- -Jy-, el ainsi des autres. Les points M, M', M ' pouvant 


être pris sur b*) i^arabolo de manière qu’on ait la suite de rapports égaux : 

-*, = JC- = -C=t-i-«.. 

V r" 9 " 

■t étant une fraction constante aussi petite que l’on veut (il suffit, pour cela, de prendre sur Ay des pa^tic^ 
^ »rtr» _ trpf ^ ^ ^ puisde iiieiier par des points Q', Q'\ etc., des parallèles àAj). 


AQ' XQ X 


I -f- m 


P AO" AQ' X 


i H- m 


Au moyen de ces conditions, les rapports — , 


• , etc., deviennent : — = 9-}-B,-p-éssî4-ïii,.^^=§-l-i», etc,; 


d‘où, en vertu d'un princiiHî connu ; 2 i «• 

‘ * /H-r -hetc. 

Le numérateur est la somme des rectangles inscrits à U parobole; le dénominateur, la somme des rectaugUfs eir> 
conscrits. 

A mesure que la fraction i» devient plus petite, le rap|>ort de cea quantités n|q»rocbe de plus en plus d’étre égal k i, 
et l’on peut prendre oi si petit que la différence soit moindre que toute quantité donnée ; mais en même temps la somme 
d(>s rectangles approche de plus en plus d’être égale aux segments curviiigDcs iuscrits et circonscrits à la parabole; par 
conséquent, la limite de leur rapport est égale au rapport de ces segments. Ainsi, en représeiitaut le premier par S rt 
te second par S', on a : 

= î. ou : S = ÏS’: mais : S = .^MP, S' = AMO; donc : AMP = ÎAMQ: cl par soile .• APMQ = .1 AMO. 


d’où l’on lire : 


AMQ= APMQ: cl : AMP = y APMQ, 


ce qui montre que U surface du demb-segment parabolique AMP est égal aux deux tiers du rectangle construit sur 
l’abscisse AP et l’ordonnée PM. 


Il résulte de là qu’un segment parabolique est une surface carrable, ce qui n’a Heu ni pour le cercle ni pour l'eUipse, 
dont les aires dépendent du rapport de la circonférence au diamètre. 

c 0 

603 ~ De U vCAORATcac or. L’IiTrtamiLC. Nous avons trouvé pour rdlipsc* : = -j- ; on obtiendrait le même 

résultat pour l’hyperbole ; mais t désignerait ici l’aire comprise entre la courbe et une corde quelconque |»arallèle au 
second axe, B l'aire correspondante d’une hyperbole équilatère décrite sur le petit axe. Celte relation ne peut rien ai>- 
prendre sur la quadrature de l'hyperbole, puisqu’il faudrait d’abord coanatlre celle d’une hyperbole équilatère. 
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i^uutit p«Uim ici Hrficci. 


693. — Pour trouver !cs équations polaires des surfaces du second degré, nous procéderons comme noos l’avons 
fait pt»ur les rourbcs (ii“ 6 tMî}, c’est-à-dire que nous déterinînerorts les formules à l’aiile dcwjuulle» on calculera les 
«'■iiuations polaires des surfaces inenlionnécs, coniiaissatu leurs équations en coordonnées rectilignes rcelangiilaires. Pai- 
«Tt expédient, il sera plus commode do placer le pèle en quelque point que ce soit de ces surfaces. 

Soit doue O fig. un point d'une surface appelé pôle et donné de position dans Tespuce |>ar les coordonnées a . 
à, e, ou Ac, cB, OB rap|>ortées à trois axes rectangulaires As , Ag, A:; OMssr un ra)on vecteur, c’est-à-dirc une 
ligne menée du point fixe O à un point quelconque d’une surface courbe; jr, • représentant les coordonnées AQ, 
1*Q. MP de ce dernier point, rapporté aux mêmes axes. Désignons d'ailleurs par «, les angles que forme leraxoïi 
vecteur OM avec les axes des s, des y, des 

On a évidcinment, d’après la figure ; AQ = x = AC i CQ = a 4- tuais ^ii* 34) : CQ ÜM . cos. * = r. cos. »; 
donc : x = e l-r. cos. « [ 1 ]. obtiendrait de même pour les autres coordonnées : 
jf 4-f-r . cos. a' [ij; i=ac -f r.cos. a" [3]. 

Substituant ces valeurs de x, y, • dans Téquation de la surface, on aurait une relation entre le rayon vecteur r et les 
.iiigles que ce rayon vcefcear forme avec les (rois axes, cette rclatimi serait l'équation polaire de la surface. Les angles 
1 , a', a" sont liés onti'e eux {n" 34) par la relation ; cos.* a 4- cos.* a' 4- cos.* a" =s { . 

694. — ün peut id employer les mêmes moyens de simplification que pour la transformation des cooi'doniice» à 
trois diinensions it*> 37), c’est-à-dire qu’aux formules [I], [2], [3], on en substituera d’autres qui ne renferment que 
deux.ang1es indépendaiiLs l'un de l'autre, savoir : l’angle G que forme le rayon O.M avec sa projectiou BP sur le plan 
/y, et l’angle ^ que cette projection forme avec l’axe des x. 

Kn effet, menons OU parallèle à BP, et BR parallèle à Ax, nous aurons : 

AQ = fl-LBH, QP=44-PR, MP = cH MH; 

mais : BR = BP cos.ç = OH cos. ® = r cos.G. cos. y, RP= BP sin. ^=2 OH &in. ? = rcos. 0 sin. 

.MH = OM sin. MOI! = r. sin. G; 

donc, enfin : AQ = x=sc4-rcos. G cm. i?*; QP = y=ss *4-rcos. Gsin. ç.; MP = i = c -f-r. sût. G, 

686 . — Occupons-nous actuellement de déterminer la solidité d’un ellipsoïde de révolution et d'ua pai'abololde de 
révolution. 

I« la 4a l'dtiyaol4e. 


Supposons que le demi-cer<'le AOA' <fig. 73' et le demi-ellipse ABA' tournent autour du grand axe AA% il est évi- 
dent que les ordonnées du cercle et les ordonnées de l’ellipse décriront des cercles. Si l'on suppose que ces cercles 
»ont des tranches circniaîres d’une largeur indéfiniment petite, on poun'a considérer la solidité de la sphère et la soli- 
dité de l'ellipeotde comme composées de semblables tranches; mais à cause que les cercles décrits par les onloniiées 
des cercles sont aux cercles décrits par les onluimées de rellipse, rotmne le carré du grand axe est au carré du petit, 
tes iranrlies circulaires, qui sont les éléments de la sphère, seront aux tranches circulaires, qui sont les éléments de 
l’eUipsoïde, comme le carré du grand axe est au carré du petit axe. Les tranches qui sont les éléments de la sphère 
(«euvent donc être considérées comme étant les antécédents d'une suite de termes proportionnels, tandis que les tran- 
chM qui sont les éléments de l’ellipsoïde en formeront les ronséfiueiits ; d'où l'on conclut que la solidité de la sphère est 
à la solidité de rcNipsoïdc connue le carré du grand axe est an carré du petit, c'est-à-dirc «pic : 

— 3 — d ou Ion lire; , 

pour expression de la solidilé d’un ellipsoïde . 

Pour un autre ellipsoïde, on aurait : S' ^ — . Comparant les solidités de ces eltipsoides, on aura : 


s; S' 


4ita4* 

■ 3“ 


U...' . InnV* a» Cf t. • »L». 

• 3 — . — 3 » ou S S . S «à* . « 4 •; 


c'est-à-dire que les solidités ou volumes de deux ellipsoïdes de révolution sont entre elles comme deux prismes dont 
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le pmiiicr aura pour baM un carr^ ayant pour cOli^ le deoü p4*til axe du premier elli(>soïde, et pour hauteur le demi 
praml axe de ce inîfme ctlipsoïde. Le deuxième prisme aura auMÎ pour base un carré dont les côtés seront é^'aux au 
demi petit axe du deuxième Hlipsoitlc, et U aura pour hauteur son demi grand axe. 

Si la sphère avait pour diamètre le petit axe, on démontrerait de la même manière que la solidité de cette sphère 
est à la solidité de rdlipsoîde de ré>olutioii autour du petit axe. comme le carré du petit axe est au carré du grand. 

— Si l’on convoit deux cyliiHlrt‘S dout la hauteur soit (‘gale au grand axe de rdlipsoîde, et dont l’un ait pour 
diamètre le grand axe et l'autre le |>etit, il est évident que le premier sera au serond comme le carré du grand axe est 
au carré du petit axe ; d'où l'on conclut que la sphère est à l'ellipsoïde comme le cylindre circonscrit à 1a sphère est au 
cylindre cirrotuvrlt à rdlipsoide; ou. ce qui est la même chose : la sphère est au cylindre qui lui est circonscrit comme 
IVIIi|)SOÎdc est au cylindre qui lui est circonscrit; mais la sphère est les deux tiers de son c\lindre; donc. reUipsoûlc 
••SX aussi les deux tiers de son cylindre. 

On démontrerait pareillement que rdlipsolde rnrmé par la révolution de l'ellipse sur le petit axe, c'est^-dire Tel- 
nps4>ide de révolution aplati, serait aussi Ica deux tiers do son cylindre circonscrit. 

4B7. — Soi.iniTf. nu rxaAiMHjnnc i>k nÊv(n.CTii>!c. Lorsqu'une pnrahole tourne autour de son axe prim-j{Mil, clic eu- 
gendre une surface que nous avons noiinnée (n" i74] paj*aboloIde de révolution. Dans le mouvement de cette jiaraholc. 
nés oriloiméi» décrivent des cerdes qui sont entre eux comme le can*é de ces ordonnées, puisqu'elles eu sont les 
rayons, et ils sont aussi entre eux comme les abscisses corre-sitondantes qui (ixeiit à quelles distances ils sont du sommet 
du paraboloide. (Considérant ces cercles couiuie de.H tranches circulaires infiniment minces, les distances de ces tran- 
ches dmmerout la progresMiou arithmétique suivante :-f-0' I ^ iI3'4*5|6'7*8^ etc. , cl il est évident que les 

tranches circulaires foruteront la mémo progression. Ur. le pi*eiuier terme étant zéro pour le soiuuiel du paralmloïdc. 
et le deruier devant être le cercle de la base ou celui qtii termiue la portion donnée du paraboloide, la somme des tvi*- 
mes sera égale à la moitié du produit de la dernière tranche i«r le nombre des tranches, c’est-è-dirc à la moitié du 
produit de la base par la hauteur; donc, le luiroboloïdc aune solidité égale 4 la moitié du cylindre de même base et de 
iiiéuie hauteur. 

Le volume d'un cylindre étant égal au produit de la base ;>ar sa baïueur, il s’ensuit, si l’on désigne par X la longueur 
de Taxe du paraboloide dont on cherche le volume, et par V te rayon du cercle perpendiculaire 4 l'exlrémité de cet axe, que 

le volume du cylindre circonscrit sera : V = * X T*. et celui du porabuloîde : V = — . Pour un autre parniMi- 

•* X'Y’* 

loîde, on aurait : V" « — . Coiiqiarant ces volumes, on a : V' ’ V" | * X Y* ’ X'Y'*. De là on lire cette cons»'— 

qiH'm'e, que les solidités de deux )»arabolotdes sont entre elles comme deux prisnu^ ayant ;toui' base des carrés dont 
les côti**s sont égaux aux rayons des cercles extrêmes dc*s paraboloîdes, et i>our liniitcur les axes de ces paraboloidcs. 


CllAl'ITlŒ Vil. 


Be II Mirivre ôei lifies coarlei. 

686. — La théorie »le roscutalioii des courtes que uous nous proposons d‘e\|>oscr a beaucoup occupé les ancien^ 
iféomètres par les difficultés qu’elle leur présentait ; elle est une des parties les plus importantes de ranoly.se ; rarchi- 
t»Tture navale et civile y ont iniuvc de prodigieuses ressources. 

l.e calcul difTénniticl, qui doit .sa naissance au calcul de.s tangentes, a beaucoup coitlribué 4 la découverte d'un graml 
nombre île propriétés, non seulement à rosculalion des courbes, mais encore des surfaces courbes. La majeure |»ariic 
de CCS propriétés ne pouvant être présentée avec netteté qu'avec le secours de ce calcul, nous ne nous étendrons 
beaucoup sur la matière qui fuit l’objet de cc eliapiirc. 

668. — On entend par useulalion des eourbes, des points pour lesquels les courlics que l'on considère ont même 
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courbure; Ainsi, on dit qu'tme rnuriK' os( osculAtrice d'une autre courlN> lorsqu’eUc a avec elle, et dans un cspaec iufi' 
niment petit, une ctmrbure qu'cUe (n^ i.'U)!. 

700. — Le iTrele étant, de toutes les niurl>cs. celle dont on coimail iiiieax la murburo, puisqu'elle est égale dans 
tous scs {Miiiits, on est dans Tusage de le eouipairr aux antres courbes . afin d'évaluer leur courbure au moyen de son 
ravoii. Lors donc que l'un connaît le rayon d’un cercle qui offre la tuéme e<iui*bure que la courbe à laquelle ou la com- 
pare , on dit que son rayon est le rayon de courbure de cette coiirl>c, et il lui est perpendiculaire; le cercle reçoit le 
nom de ecrelc uM'ulateur et son centrt' est lu centre de rmirbure. Une courbe (|uc]conque, autre que le cercle, n'offrant 
|MS dans tous scs poînU une inéiue courbure, il résulte évidcminenl de U que le rayon du cercle osculalenr variera de 
;!raiideur d’un point de la courbe qui sera considérée k un autre {loinl. 

Nous feiHins observer, que lorwjtrun ceiH’le est oscufateiir d'une courbe , il ne doit pas simplement être tangent k 
celte coiirlKT, il faut qu'il la haîsc si mlinieinriil qu'aucun autre cercle ne puisse passer entre lui et elle. Dans ce cas. 
l'o-sciilatMiii est du denvièiiie ordre; dans le cas où le cercle, en étant tangent a la courbe d'autres cercles peuvent passer cih 
Ire lui cl la courbe, l'osculation est du premier ordre. Nous ne nous iH-<‘U|>erons que des oscuiationsdu deiivième ordre. 

7tt. — Le rayon de courbure d’une courbe quelconque, autre que le cercle, ii'élant |mis |»arloul uniforme, on con- 
çoit que tous les centra de courbure, infiniinenl proclics d'une courbe , étant joints par une ligne, celle ligne formera 
iinc courbe nonmiéc dévcbtppée de la couriK* pro|>osée. Adn de inirux faire comiatlre la nature de cette dévelop|»ée, 
nous imaginerons dg. 281] que sur citacun des points .M, m. m\ etc.; d'une ligne courbe AMm", quelle qu'elle soit, on 
ail élevé des perpeiNliculaireH .MN, mn , m'a', etc., ces perpendiculaires se rencontreront né<‘C86aireiiient en des points 
N, U , n', etc., dont le cours b)niicra la ligue courbe BNa ", qui est la développée dont nous avons |>arlé, et l'on voit 
qu'elle contient tous les centres des rendes osimlateurs dont les rayons sont : MN, ma, etc. ün l’a apindée développée. 
Iiarre que si on lu suppose enveloppée d'un iil AbN qui la touche À son origine B, alors, en développant cette courbe, 
rc\lr«‘niité A du Iil iraee la courbe AM. En effet, dans le dévelop|>eiiient de Na, par exemple, en considérant Na comme 
nue petite ligne droilo, le fil MNa décrit, autour du |>oiot a, comme centre, l'arc Mm auquel U est nécessairement per- 
pciKliculairc, puisque le rayon du ccrcdc est pcr|»endiculairc h sa circonférence. 

Il est facile de remarquer que le procédé que nous vouons de montrer a une gruide analogie avec la description du 
cercle. Ici. la développée ABN remplit l'oflicc de centre; mais le rayon, comme nous l'avons fait observer, varie pour 
chaque point de la courbe AMw" qui est la développante. On conclut de 1^, qu'une courbe peut être considérée comme 
engci»drée par le développement d’une autre; d'où résulte ce problème : Chercher la courbe du dévclopi>emenl dont 
■me autre est formée; ou, en d'autres termes, trouver le rayon de la développée dans tous les points de la dévclop- 
p.iiite. Iji lottguour de ce rayon étant délcrminée, son extrémité sera un point de la développée. Ou obtici>drA, de 
rette façon, autant de points que l’on voudra de la développée, laquelle n'e&t autre chose que la suite des côtés infini- 
ment |>etils que formenl, p,ir leur com^oiirs les rayons de la développée infiniment proches. 

Nous commenetTous par caleuler les rayons de courbure des courbes du second degré. 

ÎNM. — L‘éi{uation de l'ellipse et de l'hyperbole, en compt.vnt les aiiM-isM^s d'un des .sommets et teuaiit compte du 

tts^ 

demi-paramètre de ces courbes, est eu général {n** 154 et 155; ; j* = ipx -1 laquelle on lire, par l*hypo- 

iliè^ de A égal à l’infini : y* == tps, équation do la |uirabole, qui n’est 606], par conséquent, qu'une ellipse ou hy- 
perbole, dont le grand axe est infini. Ainsi, l'équation : y* = tps générale et renferme toutes les courbes 

du second degré; elle convient donc pour déterminer l’exprcsuvion générale de leur rayon de courlHirc. 

Faisons, pour simplifier : tpx^ m, =&n, et nous aurons : y* = mx f nx’, forme sons laquelle Lacroix, dans 
son Trait/ /l/mmlairs du eitlcul diff/rntifl et int/gral, emploie l'équation générale des courbes du second degré. Nous 
nous en servirons aussi alln que le lecteur puisse comparer rexpression générale du rayon de courbure des courbes du 
second degré que donne cet auteur avec la nôtre. 

70S. — Soit donc : y* = mx-}- nu* [1], l'équation d'une courbe 'fig. 285} qiich'qnque du second degré. 

Prenons un |>oint M sur cette courbe , et désignant par x*, y’ les coordonnées de ec point, si nous menons une lan- 
uente TM, réquatimi de ecllc-ci sera [n** 531) : 

, — (x — l’i [î], et telle de la normale MX : , — y' =— (* — *’) [3]. 
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l/é^jualion de la raurbe aura lieu pour le poliu M ; donct [4]. Transporlons l'origine de* f.'OonJoii- 

ntVes en ce point changer la direction Aes axes; il est évident <|ue pour effectuer celte transforninlion de enordon* 
nées, nous devrons remplacer dans [1] x, y par leurs valeurs [n* : x = x' -| x", j = |f' -|- jf'\ a', j' étant les coor- 

données de la nouvelle origine |>ar rapport k rancûume, cl x", y” désignant les nouveaux axes. Nous aurons ; 
j'* — ax'* iy'y" rÿ"* — inx'— atr" — îax'x" — nx'** = 0. 
lleinpiaçant ÿ’* par sa valeur [4], il vient ; y"* — ax"* 4- î|‘y" — (at H-îax’y" = 0 [5], é4|ualion de la eourhe , 
rorigfiic des coordonnées étant au jioiiil M. Maintenant, il eat évident, que puisque les nouvelles coordonnées r", y" 
sont parallèles aux preniièrrs x, y, que l'angle que fait, avec Taxe des x, la tangente MT, menée par le (wint x', y\ 
sera le même avec Taxe x", et celte tangente pasM*rn par l’origine des nouveiles coordonnées x", y" ; son équiilitm 
sera donc : 

y" = * - x", celle de U normale : y" = — — ■»"» et par suite : MTP =s «MH = — — ; . 

' iy' ' » -h 2 »x » e ^ . 

Afin d’évaluer la courbure de la courbe Ma, prenons l'arc infiniment petit Ma* , et comevotis que ta normale .MN et 

la tangente TM soient de nouvenux axes rectangulaires auxquels nous raptmi'lcrons la courbe proposée : le premier 

MN, sera l’axe des abscisses que nous désignerou.s par r, cl le deiixiènic TM, celui des ordonnées que nous noterons par 

i. Or, pour pas.scr des axes reciaiigulaircs x’^, y” aux nouveaux axes v. s, aussi rectangulaires, sans déplacer roriginr 

M. il faut (n® IH) remplacer dajts [5] x", y’ par leurs vaicnre : x'^ = itos.* — : sin.«, y" = r sin. »+ ;co.a, a. » 

2v' 

étant l’angle que fait Taxe dea x" avec celui des r. Nous aurons, puisque tang. r = • 


1 m 4- Sax' 

’ = VT+taSpr ~ hîüi'j’" 

^ _ !• m -I- îni ’ ^ in'i 

el, par ronséquenl, Irqualion [5] donne : 

;• 'M l- înar',' — 4a,’>;i — e* (» (ai -f W,*— V; — ; 


ÎT 

’ *'"■*— l/T^p tanp.TÏ ~ V^ï,'* + ’»i Ti»r ' ■ 

'I X m 4- ggy) ~ 

’ * “ VW' + ’ 


(® (®* 'l- Siw’’’ 4- ’w 4- Sax')' = 


r(>4-2axV4-4ÿ'»i* 


Actuellement, puisque l'arc Mm est censé infliiiment petit, il est facile de concevoir que l'abscisso v sera inilniineni 
plus petite que l’onlonnéc i, d’où il suit (n®* 446 el 447) que les termes en 5» cl r* dis(taralirunt devant le tcnih* 
l.a dernière équation se réduit donc à : 

{4y’*4- > 4 -3»i^v* -_a 

•* " \tn-^ SiLT-')* — 4 ay'»; i/ 4V’ T"(« 4- înx')^ ‘ 

Pour rendre le dénomiiuiteur de la fraction du .second membre rationnel, multiplions ses deux termes par : 


V/T, -t .M + î»-,» , n«u,.nn,n*: ± 


4-2«x7- 

Hcinplaçanl y'* par sa valeur tirée de l’équation [4], il vient enfin : 

, ,«’4' 4"* (1 4-a'x'' 14* I4-»V*;^'* 

«t _ c — . 


Ce résultat nous apprend que le petit are Mm de la courbe a une courbure égale à celle d’une parabole à v>ii mmii- 
met, et dont le paramètre est égal au cocBicient de v dans la dernière équation. 

704 . ~ Nous avons dit (n® 700) que {>our déicrniiuer la courbure des courbes, on la comparait A celle du ccivb’ ; 
rDAiiitenaat que nous connaissons la courbure de l’arc Mm , com|4arativenicnl au sommet d’une parabole , il faut clier- 
cher le cercle dont la courbure s'accorde avec celle de la parabole dont il s’agit, k son sommet, afin de .vubslilner ce 
cercle à la parabole osculatricc- 

Nous regarderons comme iiieonnuc la courbure du cci'de, et nous l'expriincrons, coinme ci-dessus, par celle «U* lu 
parabole, car on pourra ainsi, et réciproquement, substituer A la parabole osculatricc le cercle osculaieur. Soit doue 
la courbe proposée Mm un cercle décrit avec un rayon égal à R. L'origine des coordonnées étant à son sommet, smi 
«'-quation sera : y’ = 2Rx — x*. 

Transportons l'origine des coordonnées au point M, il faut, comme plus haut , substituer dans cette équaiion, ù la 
place de X et y leurs valeurs : x — x'4-x", y = y’ 4- Si'', et nous aurons : y''’*4-x"»-|' 2y'y— 2R -j- îx' x" = n, 
ayant remplacé y'* par sa valeur : îRx' — x"*. 
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l.’cxpn'ssion de l’Aiijjlc de la normale avec l’axe des x élaiil : — 'jjr’ * lrou\era que |>our passer des axes 

jr" aux axes r et i, il faut remplacer, dans U dernière équation, a", jr" par leurs valeurs : 

— ïf'; „ îftj— *y; 


cl l'on obtient : 


('.i K > -I- \/ ;8R — il* * 

' - ■ .,îit— tt’ +v> ■ '■ 

Hrinplaçant ÿ'* par sa valeur : ss îH . r, on conrlnt, |»ar ce résultat, qu'iin cercle <lont le rayon est R, se confond 

k cliai]uc point avec le sommet d'une parabole, dont le )>aruiiictre ss ill, c'est-à-dire le double du rayon du cercle: 
d'où il suit, que si l'on veut décrire le sumiiict d'mic paralade dont le [laramètro sera connu, on prendra sur Taxe de 
cette rmirbe une loiipneiir égaie à la moitié de ce {larnnu'tre, laquelle longueur 2 u*ra le rayon d’un cercle qui pasM^ra 
|Mr l’extrémité de l'axe. Oti pourra donc, sans difficulté aucune, sulislitucr le cercle à la parabole, en tetiaiii compte 
imticfoîs des conditions susdites. Par exemple, nous avum> trouvé ,n** 703] que la {mrabolc os(*ntntrire des courbes du 
MTond degré a pour équation : 

.» ;iB* n- 4» t -+- « J"' H 4a 1 -f aV* *’’* 


Si on lui substitnc le cercle osculatcur, on prendra hi iiiottié de son lutramètre, cl l'on aura : 

- 

expression générale du rayon de courbure des courlies du stn-ond degré, ou en supprimant les accents : 
^nu- -f- iu-*'i h m -I- ia/* \/T wr -h a x* -H ^at * 






706. — Maintenant, afin d'interpréter ce résultat, reprenons l'équation de la noriimle : 


y— I =“ 


RI -|- Say 




nous aurons sa longueur en substituant dans la formule : MN = -j-— x')’ 4- (y — y')*, les roordomiécs du point N , 

ix* i m -aj _ J eï celles J-', g'du point où elle tourbe lacourbe. 


iHi rite coupe l'axe des x, et qui sont : 9 = 0, x = — 

,MN = ^ '«U- + M’; -( -i-(i« + î«j > 


d'oii : 

qui est la même chose que 


M\« 


(r»* i- 4ia 4a (t 4- 


t^omparanl ce résultat avec l'expression du rayon de courbure, on remarque, si l’on éléve au culrn la valeur de MN ; 

i 4 

■g («* + 4w [4 4- a’x l- 4a ^4 


MN = . 




cl qu'on la divise par 4/4 m*, on conoliira, puisque 


I 


^ N [il** 703 est la même chose que le derai-paraiiiètre d'une courbe 

du second degré, que le rayon de courbure y d'une quelconque de ces courbes est égal au cube de la noniïak de cettr 
courbe divisé par le carré du demi-paramètre. D’après cela, il sera facile de déterminer l’expression du rayon de coor- 
luirc de chacune des courbes du second degré, comme mms le montrerons. Nous ferons observer que dans le l'ercle, le 
rayon de courbure étant égal au rayon de la courbe. la développée du cercle n’est autre chose que le |>oiiil même qui 
sert de rentre à cette courbe. Pour les autres courbes, nous allons indiquer la manière de trouver l’équation de leurs 
développées. .Nous avons déjà dit (n** 704} eomiiicnt on trn(;,'aU leur figure connaissant leurs rayons, lesquels sont ceux 
de l ourburc des courbes proposées. 

79ê. — Chercher l'équation de la développée d'une courbe n'est autre choee que déterminer le lieu gi'oinétriquc 
de tons les centres de courbure de celte courbe ; ainsi, l’équation du cercle osculatcur étant, en général, de la forme : 

y' étant, comme on l'a vu. le rayon de courbure de la courbe que l'on con-sidère, et a et à les coordonnées indéieniii- 
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nées du ecnti'e du cercle oscillateur; d’où il suit que si l’on peut trourcr une équation entre ces deux variables, celle 
équation sera celle de la développé. 

De l’équation [1] on tire : y fr -f- {/ y* -~‘{x — a)* [î]. Menant au point d’osculation une tangente au cercle oscil- 
lateur et k la courbe, l'angle que fera cctlc tangente avec Taxe des x sera le niènie; pour ces deux courbes, on aura 
donc [n® 703} : 

X — a « -|- 2*j- , ... , . w + 2w - 

, et en faisant pour aliréger : — 5;; — « T, 


il vient : 


(ÿi — (x— 

X — « 
(y* — X — 

Des équations [3] et [3] on déduit les suivantes : 

.Tl 




*T (3Î. 


V/4 + T* • » — *= ‘ 


Substituant pour y et T leurs valeurs (n” 704), on a : 

(i >j- + ^r>; + (n 4 - î»ir:*j ( \/ i 1«M! + «i'i'P'fiT ï«ifl 




2a* 


V^W+ 1» 4- *«>)■ . 


, {4'«ijr -t- -4“ (m-4- îiar]*) V 4(«jr -f- w*' -+■ (w ■+• iiur]* 

0 — If -t- • »-t" * 


Mettant à la place de y* sa valeur (n* 703), mx 4 lu*, ou trouve : 
_ (w -H înj) 4 ''«r4- »J'*‘ H- (« 4-^ai)*) 


9» 


[4]; 4 = ,+ 


2y 4 \mx -t- ar*) -f- 'm -+- îax * 

2 *' 


(SI- 


Telles sont les coordonnées des centres des i^rclcs osi'ulateurs. Si dans Féquation [5] on remplace y par sa valeur : 

V' mx d-iix*, qu’on élève cette équation au carré pour faire disparaître les radicaux, et qu'on substitue ù la place dex 

sa valeur donnée par [4]. 011 arrivera à une équation qui sera celle de la développée chei*cbée. Nous appliquerons tout 

ce qui précède à chacune des courbes du second degré en partieuHer. 

7V7. — Dans les rcehcrrlics que nous venons de faire du rayon de courbure cl de l'éiiualion de la développée des 

courbes du second degré, nous avons supfiosé que ces courbes étaient rapportées à des coordonnées dont l’origine éUiïl 

à un des sommets. Dans ce qui va suivre, nous concevrons celte origine an centre des courbes. 

Soit donc : A*|* -f- B*x* = A*B*, l’équation de l'ellipse ; l’équation de sa tangente est [n® 530) : 

H*x' A*if' 

y — s = (x — x'); el celle de sa normale : y — y' =5 (x— y;. 

Pour avoir l'expression du demi-|MirBniètre de l'ellipse, U faut se rappeler que celle de rcxceulricilé est (n* 151 ; 

j=f= i/A'*;::rBîr 

B* 

iiiettant au lieu de x sa valeur dans l'équation de la courbe, on obtient : y ss-f- , demi-paramètre cherché. Üélcr- 

• •“ A 

minons la longueur de la normale, ce qui est facile d’après ce qui a été enseigné (n® 705}. el mms aurons : 

MN = (^ ‘y L P‘ .£ l y/i = — A*B*x'*-t-B‘»'*j«’. 

Or, dan.H les courbes du second degré, le rayon de courbure est égal au cube de la normale divisé par le carré du 
demi-paramètre; on aura donc : 

{ f A‘ B* — A» B« y» + B* y*)M fB» y» -f A' — A»y*j*>’ 

^ 'A'®' JP — A* B* 

A* 

Donnant à x les valeurs qui conviennent aux points de l'ellipse, on aura les longueurs du ra)on de courbure de tou^ 
CCS points. Par exemple, aux sommets de Pellipsc x = + A, el par les extrémités du petit axe x = 0, formant ce» liy- 
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B* B* 

l>olbëses dans la dernière formule : x s= A donne ; y = - 4 - ; x = — A donne : y — H — ; c’est -à-dlrc qu'aux 

Hommeis du grand axe, leü rayûnsdccourburcdercliipsesotilégauxaudemî-(Miramèirede celle court>e, cl lesceiilresdes 

A* 

i'crrltôOs<'ulatcurs sont sur le grand axe; x = 0 donne:y= "ii't longueur du rayon de courbure pour les extrémités 

<iu petit axe. Les centres du cercle osrulateur sont sur cet axe. 

Voyons pour l'équation de U développée de l'ellipse. Nous aurons à substituer dans les formoles [vfl 706' : 


l/TTT' 

à la place de y et T leurs valeurs; ce qui donnera, en supprimaiil les accents : 

[B»x* + A* — A'x*,*'* ^ B'x ^ 

A* B» V A»» / . B’j*-|-A*x — A'j^ 

A* B 


X — a = — • 


* 4 , A* — A* x*]»^ 


y— ' 


A» B* 




/B«x» 1 A*— A‘x»)y 
A* B» 


Mettant à la place de y sa valeur déduite de l'équation de rcUipse^ et élevant au carré : 

A*B* — B»x* 


[A* B* — B* X») A* B* , (B»x»-f A* — A*x»:*r- 

* — ^ , >>- 

A tr 


A» 


î + A' — A» j>)B’ . 

XTP ’ 

de la valeur de x— >o, on tire : (B* |- A']x* — (A* B — A* )x — A* Bu s 0, équation du troisième degré qui, étant 
résolue, aura au moins une racine réelle qui. étant mise à la place de x, dans la valeur de M, donnera, entre a et fr. 
iine-relatioii propre à faire connaître la nature de la Uévelop{>éo de rellipse. La 6gure ?H€ montre qu'elle devra avoir 
quatre branches. 

7tM. Nous n'entrerons pas dans d’autres détails pour ce qui concerne Thyperbole, car ce qui précède lui est ap- 
plicable comme & l'ellipse. 

709. — Passons à la parabole. L’é<|uation de cette courbe est : y*=s$px; ecUe de sa tangente (n* 61i) est ; 
y — y' = “ (x — x'y ; celle de sa normale : y — longueur est exprimée («r : 

MN=\/p«H-2px; 

on aura donc pour expression du rayon de courbure de la parabole 705] : y «s 




Substitnani daiKs k« 




y— è = 




à la place de T et y, leurs valeurs : T= , y= ' ^ — » négligeant les accents, on trouve : 

On lire de cette formule : i s= — ^3L , Substituant à 1a place de y sa valeur, on a : è = — • élevant 

P ** # t J, f 

au carré les doux membres de cette équation, il vient : b* =3 . De la valeur de x>— a, on déduit : 

P 


(-.l+Sî.)V. I 

s — ds ^ Il ■ — ^ £-ss — f 

l/'+f 


I=— donc: b’= l«—p'' , 


Digitized by Google 



— .107 — 


équation de la développée de la parabole. Changeant a — p en a, ou portant l'origine des> coordonnées en D (tîg. iK7,, 
OH lut donnera celle autre forme plus simple : b* = a* ; ou, ce qui est la môme chose : o* = pfr*. Ainsi la 

dc\eloppéc de la parabole ordinaire ri<* lü] est une parabole cubique, dont le dcniî-parauiétre est les de relui de 
la parabole donnée. 

710 . — Tout ce qui précède atteste que pour trouver le rayon de courbure d'une courbe et de la développée de celle 
courbe, il faut savoir lui mener une tangente, et conséquemment une normale. 

Le rayon de courbure d’une couiiie lui étant toujours perpendiculaire, il est évident qu'il est toujours sur la nor> 
male. Eh bien! pour construire le rayon de courbure d’une courbe du second degré, en un poittl quelconque de celte 
courbe, on mettra, dans cette équation, pour x sa valeur pour ce point, et on connaîtra la longueur de ce rayou. Cher* 
eliant l'équation de la normale qui passe par le point donné, on la construira; puis portant sur cette normaJc, à partir 
du point où elle touche la courbe, la longueur du rayon de courbure, on aura, sur la normale, le point qui le centre 
•lu cercle osculalcur du point de la courbe que l’on considère. 

Sachant construire le rayon de courbure, il sera facUe (ii* 701) de trouver, ;>ar points irès-rapprochés, la figure d«* 
U développée, courbe que l’on {>ourra aussi décrire an moyen de son équation. 


FIN. 
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A|iplical«in 13M 

f*fuWémr IV, — Trouver les conditions nécessaires pour 
qu'une droite soit pcrpendicolaire S un pbn. Trouver les 
coordonnées du point d'inlersMtion de b droiteet du pbn.. 139 
l.or8qu‘uD pbn et une droite sont prrpcndk-ubires, tes pr^jee- 
ttiMisde b dnvite sont perpcndlcublres aux traeesdupbn. . 139 

Equation d’une droite perpcndicubtre li un pbn 139 

Equation d'un pbn perpcndkubirc S une droite. . ....... 139 

Coordonnées du point d'intersection 130 

Application 131 


Preéféflie F.-TrosverbpluscourtedLstanced'un poiotbanpIaD 133 
Preéféme VI. — (br un point donné dans l’espace, mener an 
pbn perpendieobirt’ k une droite donnée, c'est-kHfire Irou- 
ver : !*> l'équation du pbu; 3« les coordonnées du point de 
renronlre de b droite et du pbn ; 3* b longueur de b droite 
menée dans te plan, du point de rencontre au point donné. 


et qui est perpendiculaire k b droite donnée.. ....... 133 

Freé/éme Vfl. — Trouver : 1** Tangle de deux pbns donnés 
par leurs équations ; 3<> ceux d'un plan avec les trois pbns 

rectangulaires de proirelioQS. 134 

Couditions nécessaires pour que deux plans soient perpeodicu- 

bires. 135 

Preéféme VIII. — Trouver Tangle d'une droite et d'an plao. . 137 

Conditions néccMoires pour qu'une droite et un pbn soient 
paralltles. , 137 


Des foaeDokS ea fénéral. 

Fonctions algébriques et Iransrcndanles 139 143 


Des courbes algébriques et transcepibnt(4 il3 H3 

Ce qu'on entend par foncti<ms. HU 

3otatloas des fonctions lil 

Des fonctions uQlformes et niultifoitnes 145 

Des quantités Inlcs et inSnIe» 1 Kl 

ComnH'nt on bit disporaltre une quantité InAnle d'une foraiule. 1 47 
Des ligures de rinfini ük 

Di cercle. 

Qu'il est nécessaire de cMmallre une propriété d'une courbe 
pmir trouver son équation. ................. fl9 

Équation du cercle 119 

Propriétés du cercle. 500 

Première itropri^té. — Par trais peint» donnés, non en ligne 
droite, on peut birc passer une cireonféreuce de cercle. . . 5U7 
Deuxième propriè/è. “ Dans le cercle , l'ordonnée pcr|icndi- 
culairc au diaïuélre «st moyenne proporftunnelle entre les 

deux segments de ce dbmétre.. 50*t 

TrabJène propriété. — Deux cordes menées des deux extré- 
mités d'un diamètre k un même point de b circonférence du 

cercle sont pcrpcndicubircs entre elles ri09 

Qwalh/m< pruprlèfè. — Si d'un point quelconque, prb hors 
d’un cercle, on mène deux sécautesk cette courbe, terminées 
k Tare coneav*, les sécantes entières sont récijwoquement 

proportionnelle» k leur partie extérieure .MD 

DéRmtion deb tangente.. . . .311 

Equation de la tangente au Cércié. 513 

Équation de U sous-lacgente 513 

Autre cqualkn de b tangente. 311 

CoDstructum de eelte tangeote 315 

rkèorèmc. — Si de chaque point d'une iqmc donnée on mène 
deux tangentes k un cercle, et qu'on y joigne les deux points 
de contact, on aura des sécantes qui se renrontreront toutes 

au même point 515 

Problème !•*. — t'n point étant donné de position • Tégard de 
deux axes perpendleubircs entre eux, assigner te Heu des 
centres de tous les ccrctes assujélis k passer par ce point et 
k être tangents k l’aD des axes 317 


Problème //. — Trois cercles inégaux étant donnés par leur» 
équations sur un pbn, si eu les considérant deux k deux «m 
leur mène une tangente cxiéricare prolongée jusqu'k la ligne 


deJiccotr(*s,lestroupoiDtsdcrenconlre seront en ligne droite. 5IH 

Le cercle n'a pas de directrice. 979 

ÉqualiMi pobire du eereb 98K 

De Téllipse. 

Des axes principaux de l’ellipse l’iO 

De son paramètre 150 

De scs soiimieU. 150 

De ses rayons 150 151 

De son excentricité 150 

De ses foyers . . . , 130 

Équation de Teliipse, l'or^ne étant h Tun des somincts. . . . 130 

Équation de Tellipsc, Toriginc au eentre 151 

Équation de IVllipse au moyen du puraniétre d« cette courbe. 133 
Description, par poiuls, de rdUpae au moyen de Sun équation. IH5 

Description pur un mouvement continu IH4 

Description géométrique et par points. . IH.5 

Des diatuètres coiijagués de Tellîpse <8il 

Tout diamètre d'une ellipse est partagé vo deux parties égales 
parle centre de celte courbe, et il ne b touche qu'en deux 
points 187 
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L'éqBatieo <k IVItipM W' rKani;^ point de rorm« lorcqu'on rap* 

port« cetlc courlx> i scs disisétres eonjitpu^s IKK 

Drscnption de l'ellipse rapportée ) ses diamètres eoojupDès. . (KO 

Autre mèilMtde. ino 

Totilduuétrc dhise enik-tut parties èfalesles rtirdes parallèles 

H son ronjaguè * lOl 

Trouver k centre d’uae ellipse tracée sur un plan 

Di srriptioB de l'ellipse pur un Diouvcnicnt coolino l<»sqa'uR 

cimiMlt Si'S diamètres conjugués lOS 

MclHodc ingénieuse de décrire t'emp4c par un mouvement con- 

tinit lorsqu'on cofinaill ses ases principaux.. . ItNt 

Itameitcr une équation générale du second degré, entre deux 
variables, ci qui aiqiartient b l'elltpse b une équation de la 

forme : A»g« -t- ü»j* = A*B* 311» 

Preuves du résultat. 319 

Piemi^re prapriél^. — A chaque abscisse plus petite que le 
demi grand aie, rurigine de» coordonnées étant au centre de 

rdlipse, répond une valeur réelle pour g bio 

fvwxiéfltc pr 0 priété.— Dans l'ellipse, ks carrés des ordofinées 
MiBt entre eux comme le produit des disuncea du pied de 

ci s ordonnées au sommet de ki rourbe &îl 

frouUmt prepriélé. — Caractère aiiaivtique des putnls pris 

sur i'eUipsi^. au dedans, au drhora. 3i2 

QualTiène propriété. ~ Le prraluitdes tangentes trigunoine- 
iriques des angles tbits avec tes axes, et dans le même sens, 
par des cordes menées des deux extrémités de ed axe b tous • 

b* 

les points de l'ellipse, est constant cl égal b — Si3 

Xèioc propriété pour ks angles de deux cordes supplémentaires 
lueiiécs d'un poift de l'ellipse aux «xtrémttH du diamètre. . bi4 
Même propriété, lorsque rcüipse est rappurlec I des diatuèirvs 

ronjuguès, pour deux cordes 5S3 

Les tangentes trignnométriques des angles que font deux dui> 
mètres conjugués avec k grand axe de l'ellipse ont kur pro- 
auiiéipiii — •m 


Les diamètres parallèles b des cordes supplémentaires sont con- 


jugués et réciproquement 5)7 

l*rohlèmt f*'. — f.tsnt donnés les axea d'une ellipse, trouver 
un système de diamètros conjugués capable* d'un angle 

donné 5)7 

Iles ras de pusalbliité et d'impossibiljte de ce problème.. . . . 3)7 
/Voblémc //. — Trmiver un système de diamètres conjugués 
capables <Tun angle donné sans cimuallre les axes et en n« 

supposant que le centre de rcUipse. . 5)7 

Cinquième propriété. — lie tous les angles inscrits b l'ellipse, 
et qui s'apjHiienl sur le grand axe , le jdus grand axe est ce- 
lai qui a soA sommet b rcxircmité du deuxième axe, etc.. . .5)8 
.Siriéme propriété. — tWIenninalion des fojera de l'ellipse. . 5)9 
équation de la tangente a IVUipsc lorsque cetlo courbe est rap- 
portée b son centre et b ses axes. 551 

proéténr.— Mener une taj^tcnle b l'ellipso par un point donne 

sur celle courbe. 555 

Les propriétés démontrées pnur relllp»e rapportée b scs axes 
sont |r« mêmes lorsque eetle courbe est rapportée b scs dia- 
mètres conjugués .554 

Dans toutes ses positions, la tai^enle b l'clUpse n'i d'autre lieu 
ut) elle puisse être perpendiruiaire au ravon que lorsqu'elle 

est placée aux extrémités des axes !)37 

l^.qiiation de la tangente qui passe por un point donné hors de 

TeUipse 550 

ApplicalioB. 550 

Kquation de la tangente b rdlipse lorsque cetlé courbe est 
située d'une manière quelconque ibns un plan. ....... .Hto 

Équation de la normale dans tous 1rs cas.. ....... 5t) 541 


ËqnaltoR de la sous-tangente. ............. 555 541 

Équation de la sous-aormak 543 545 

Sfp/iéurr propriété. — Les deux rayons vecteurs menés au 
point de tangence font , avec b partie de 1a tangente située 

do même cété, des angles égaux 546 

La mirmak divise co deux parties égales l'ancre des rayons 

Teneurs 

Proeédê pour mener une tangente b rdlipM.. 

rroprklès des foyers de l'eUipse.. . 

UtiiHème propriété. — Si des foyers ou abaisse des porpendi- 
culaim sur les tangentes b l’cDipse, la dbtaneede* pieds de 
CCS perpendiculaires au centre de l'ellipso est constante et 

égale au demi grand axe 

Senrième preprièiè. — Si, par un point phs arbitrairement 
sur le pbii d’uftc cliipsc, on mène une suite de sécantes, et 
ai par les deux points d'intersectious de chacune d'elles avec 
la courbe, oci mène b celte même courbe deux tangentes ter> 
usiBècs a leurs points de concours, les tangentes qui abou- 
tissent a une même sécante fonnerunt une suite d'angks 
circonscrits dont le lieu des soinmels est une ligne drutic. . 

Kécipruque. 

TruuverdruxdbmclrrscoDjiiguésikrcUipsequj soient égaux. 

Dans rellipao, il y a une iulnltê de systèmes de diamètres coo- 
juguéj; un seul système comporte des diamètres perpendi- 
culaires entre eux 

JlNaiénc propriété, — Dans l'clIlpM, le parallélogramme coc- 
strutt sur deux diamètres conjugués nt équivalent an rec- 
tangle construit sur les axes. ................ 

(>iixié«e propriété. — Dans l'cUipac. b somme des carrés de 
deux diamètres conjugués éit constante et égale b b somme 


des carrés de* deux axes. 

L'eUipse n'a pas d'asymptotes 

Des dii«rlfkes de rcilipse 679 

Equation pobire de rrliipsc. ... T 6M5 

Mesure de b surface d« l'ellipse. . . . 


B« l'kyperbale. 

Axes prinripanx de l'hyperbole, comiucnl on les détermine, et 

b longueur du phi» petit. 

Lorsque les sxes s«iDt égaux, l'hype-rbok est équiUtère. . . . 

Des sommelsde l'hyperbolé 

Des branebes do l'hyperbole. 

Du paraonètre de rb)|>erbole 

De scs rayons vecteurs 

D« ses asymptotes, comment oo les détenuine 

Equation de l'byperbolc, l'origine des courdocinées étant b l'un 

des sommets 

Equation de l'typerbok, l'orifine étant au centre . 

Eqsation au moyen du paramètre. 

Equation de l'hypcrbuie équiblère 

Comparaison des équations de PeUipae et de Phyperbolc; kur 

analcqcie. • 

Lob de b fonnatiofl des équations de l'ellipse et de l'hyperbole. 
Equation de l'hyperbole entre ses asymptotes. . . . 160. )Ü) 
Description par poiols de riiyperboie au moyen de son rqus- 

tion 

Description par un mouvement cnntinu 

Description par poiau 

Description au moyen de son équation entre ses asymptotes. . 

Dans Phyperbolc. on a pour tous ses pninis Mm X Mm’ es B*. 

On a aussi entre ses points : AL X Ah ■■ Mu X MO 

Ce que c'est que b puissance <lc PbypMbolé 

De quelque manière qu'on mène une corde dans uno hyperbole. 

Ses parties comprises entre b courbe et ses asymptotes sont 
cçalei i05 
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Üviifriittiofl de rhvpertoir, m» 9«yii>ptolra éUni dooni'etel ua 

(Külnt de cetle cuari>e. »... 20i 

L*é 4 u.UioQ dt> l'hyperbole d« rhangc poiol de forme, a quelque 
ayateme de diimietres coDjupaa* que U courbe soU rapportée ' 

Des dlaaiHrcs ceajupoés de l'hyperbole 

Toute fanxeote a l'hyperbole est diviaèeea deui écalement au 
poiotdeUnnence, étant comprise entre les usymptolcs. . . 
Toute iJinfentcb l'hyperbole, neoèebi’eKtrémilc dit diamètre 
qui la t<wcfae, est èfiate, en lunt;ui‘Hr, au diamètre coojupuè 

au |ireruier.. 

Equation des asyroptolea de l’hyperbule.. . . i07, o8M, 500 
Hècherche des asympti^es, lorsque l'hyperbole est rapportée h 

SOS centre et h setax<‘s 

Que Icaaayinptides rectUigoea sont le« seules qu’elle peut avoir 
Uel*bypcrboIe entre ses asymptotes. ............. 

L’équation de l’hyperbole entre ses asymptotes e*t tonÿoura de 
même fortue, quels que soient les diamètres ronjugiièa d’oûi 
■>D la déduit 

Descriptioa de l'hypi-rbolu par an mouTement continu et par 

points connalieant deux diamètres conjugues 

|).ms l'hyperbole, tout duntètre divise en deux partie* égales 

les cordes parallèles b son conjuiree 

HKhmtie des axes prinripeux d'une by|ierbole, de leur k«- 

quear et d’un diamètre, smi l’onjugué étant connu 

Le demi second axe d'une hyperbole est moyen praportionael 
entre le grand axe, {dus la distance d'un sommet a Tun des 

foyers de cette distance. . 

Trouver le centre et les axes prinrii»ux d'une hyperbole.. . . 

Description de l'hyperbole équtlatère.. . 

Pr»àUme. — Décrire nne hyperbole qui passe par trois points 
donnes et dont les asymptotes soient parallèles à deux droites 

données • 

Itéductiondc l'cquation générale du secoi.d degré représentant 
une byperbitle h celle de cette courbe rapportée a son centre 

et a ses axes 

Beduction de l'équation générale h C4rlle de cette courbe entre 

scs asymptotes 

prmUre /propriété de tkÿperMe. — A chaque abscisse ré- 
pond une ordonnée 

hrmriéme prepriété. — Dans l'hyperbole, le carré des ordon- 
nées est comme les produits de leur distance aux deux 

sommets. 

rroûiésir propriété. — Caractère analytique des puiats pris 

sur l’hyperbole au dedans et au dehors . 

i^êtriéme propriété. — Dans l'hyperbole, le produit des lan- 
genlCK trtgonumetrtques des angles faits avec le grand axe. 
et dans le même sens, par les cordes menées des ^ux extré- 
mités de eot axe h tout point de l'hyperbole est conslani cl 
11 ’ 


Même propriété pour un diamètre quelconque 

Mène propriété pour deux diamètres conjugues. . 

Deux diamètres conjugués sont parallèles b deux cmdes supplé- 

aenlaîres cl réciproquement 

Problème. — Etant donnés les axes, trouver un sytléme de 
diamètres conjagoés capables d’un angle donné, ronnaissant 

le contre de la courbe.. . 

Cinq Hiémr propriété. — Trouver le lien des points dont U dif- 
férence lies distances h deux points donnés est «gale h une 

ligne donnée 

De b déU-rtnmation des foyers. 

De b tangente h l’hyperbole 

De la sous-tangente. 

Des diiféfvales positions de b tangente h l'hyperbole; de ses 
limites 


Proprîétésanalogueapüur l'hyperbuk* rapportée h ses dumètres 
rimjugiiés. ......................... D75 

Probtéme. ~ Mener une langenle 11 l'hyperbole par un point 

donne sur la courbe !>~l 

Probtéme. — Mener une tangente h l'hyperbole par un point 
donné hors du b courbe.. ............... 57b S7li 

Equation de b tangente h l'hyperbole, celte courbe étant si> 

tuée d'une manière quelconque dans un pbn 57t> 

Ëqualioo de b iiormale 577 

Sixième propriété. — Les deux rayons vec-tears menés au 
point de tangence font, avec la iangrotc et de dilTérenlsed- 

lés, des angles èpnx 57 k 

Kropriélés des foyers de l'hyperbole . • • 5KO 

Septième propriété. — Si des foyers de l'hyperbole «n abaisse 
des perprndlrubires sur la langenle. le lieu des pieds de ces 
perpendicubires est une circonférence décrtle sur le grand 

axe ^«1 

Huitième propriété. — âi p«r un point pris arbitrairement sur 
le plan d'une hypeibole, on mène une suite de sécantes, et 
si par 1rs deux points d'intersections on mène des tangentes, 
les points d'intemclions de ces tangentes seront en ligne 

droite ùHd 

n existe dans l’hyp^bolc une inlnité de diamètres conjugués, 
et parmi tes diaméirrs, il n'est qu'un système pour lequel 

les diauK-ires soient perpendiculaires 5B5 

L'hyperbole n’a point de diamètres ronjagués égaux. 5Kt 

Celn a lieu seulement pour l’hyperbole équibtère. ...... 5H7 

.Veirrîi^ propriété. — Dans l’hyperbole, le parallélogramBic 
coiulruit sur dcDX diamètres conjagnés est équivalent au 

rectangle construit sur les axes 5 h:> 

Dixiéme propriété. — La difTérencc des carrés des deux db- 
mètres conjugués est égale ii b différence des carrés des 

axes âHii 

Mener une tangente h l'hyperbole rapportée h ses asympto- 
tes Oui 

Onzième propriVfd.— Dans Phyperbole rapportée S ses asymp- 
totes, b sous-tangeniG, romptér du centre sur l’une des 
asymjHiHes qui sert d'axe des abscisses, est double de l'abs- 

ebse du point de tangence.. <MÜ 

HouUème propriété. — Tous les parallélogrammes eonstrniis 
sur les coordonnées parull>‘ks aux asymptotes sont équiva- 
lents entre eux DiA 

Trebiéiae propriété. — Ayant de longueur et de posUion celui 
des diamètres ronjugnésqui aboutit h l’hyperbole en pnssam 
par le rentre, son conjugue sera en longueur b tangente me- 
née par runé de ses extrémités et prolongée jusqu'aux asymp- 
totes twi 

birectrirrs de l'hyperbole * 67D OHii 

Equation polaire de l'hypt^ibole. . 084 tisn 

Mesure de la surface de l'hyperbule thèf 

Be U paraklc. 

Directrice de b parabole. . . 101 (iîn 

De son axe, de sun foyer, de son paramétré, de son rayon vec- 
teur 101 

Equation de b parabole. . Itil 

DeKription de la parabole psr points et an moyen de son équa- 
tion fft.'» 

Par un moutcinent continu iiu 

Description géométrique et par points de b parabole, son para- 
mètre étant connu ifii 

Des diamètres de b parabole i17 

Lorsqu'on rapporte la par|l»ole s des coordonnées obliques, l'un 
détaxés est tangent a b courbe au point oà l'autre axe qui 
est parallèle s l'axe prinripa] de b courte b touche 317 
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L'éqaalîoa de b pxral»Ie ne cbango pus de forme, quel que sotl 

l«dUai-tro auquel 00 rapporte scs points il7 

Le jnrarat'lre d'an diamètre de U paralKik est qiiadrutdeik lu 
dislaoredu fo>rr de cette eourth.* a Poripioe de ce diaméirr. il7 
Desrnption de U pamtHde au moyen de ton équation lorsqu’elle 
est rappariée S un diamètre quelconque âfH 


Description de lu purabidc par an mouvemeDl mnlinu, undû- 
mrire eluiildoouè «1 lu Unpeulc qui patte par son origine. 2lH 
Toutes les conles de lu parabole sont partagées en deux parties 
eples pur un diamètre lorsqu'elles tuni |iuniUekt ii lu tan- 


gente ti l'origine de ce diamètre itt) 

t'ne parabole étant rc|»résentéc par une équation complété du 
deuxième degré, ïameoer cette équation b la rorme la plus 

simple » • • 

Application b un cxem(de DuiDérique ............. QdS 

1‘rrmiére pr^firiét/.— La paruboie nVst qu'uiic ellipse ou une 

tiyperbaledoni le grand axe est InSni.. 606 00" 

fléMXiéwe propfiélé. — Le teul foyer qui reste, en passant de 
IVllipsc b lu panÜMte, est sur Taxe »y melriqiie de celle courbe 
ù une distance du soiniui-t égale au quart du paramètre.. . . 60H 
Troitiéme propriété. — L*é<{ualloo d'une parabole, rapportée 
b son sonnet, étant donnée, reconnillrv quelles mai les «>• 

leurs de X qui devront satisfaire b son équation 600 

Qiiatriémf prsprUté. » Dans la panibolr , les carrés des or- 

doooèes sont romme les abscisses eorrespoudanles UlO 

Onipiiimt prtiprifié. — Caractère analytique des puiols pris 

sur la parabole au d<ilans, au dehors dit 

t^rahlHae. — l'ne parabole étant Irarée sur un idan avec snn 

axe. detenniatr son paramétre, puis son foyer 61b 

De la tangente b la (urabole 61d 

De la nornuie . 615 

Mener une tangente b la parabole pur un point rxléneur. . . . 616 
Equation de ta tangente et de la normale b b pirabole lorsque 
celte eonrbr est placée d'une manière quelconque dans l'cs- 

paee.. 617 

•Sâiémé propriété. — Dans la parabole, la tangente fait des 
angles égaux avec Taxe cl avec le rayon verteiir mené au 

point de rontarl 610 

StpiUne propriété. ~ Dans la prakde, la tangente fait des 
angles égaux avec le rayon vecteur et avec la prniieie a Taxe 

menée prie point de rontael 636 

Mener une tangente b la prabole |wr un point pris sur celte 

coarlH> ou hors de cette courbe 631 

l'roprielé des rayons vecteurs et des foyers de la prabote, ré- 
fiexiondes rayons leniineux, sonores, rtc. ......... 623 

flHitiéme propriété. — Si du foyer de la prabote, on abaisM 
des prpendirtiloirei sur les tangentes ii celle emiiiie, le lieu 
géométrique des pieds de toutes res perpendiculaires n’esi 
autre rhose que le second axe principl 633 


»MHémr propriété.-^ Les tangentes menées b la prabole pr 
un pim de b dirertrirr font entre elles iinangk* droit, et b 
droite qui Joint les pints de eonlart psse au foyer et est 
prpndiculaire sarcelle qui Joint le foyer avec le pintd'oii 

prient les tangentes 631 

Dixiéme propriété.— .Si de chaque point d'une dniite donnée, 
on mène deuxtangeotesab prabok, et qu'on tire unedroile 
pr ks points de contact, on aura des sécantes qui viendront 
iflules se reneontrer en un même point situé sur le ilbmelre 


qui divise en deux prties égales les cordes prallélos b la 

droite donnée GiO 

Equation de b tangente b b prahote lorsque celle courbe est 

rapprtée b des diamètres eonjugues 033 

Pro^lémr. — Tat praboie élunt située d'que maniéré quel- 
conque dans un plan et ronnaisaant son équation, délerminer 
«oin sommet , son axe principi et son foyer 637 
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